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PROLOGO

Este manual forma parte de una serie de textos concebidos como una he-
rramienta de apoyo para los estudiantes de las asignaturas de Fisica de primer
curso de universidad impartidas por los autores. Dada la variedad de titula-
ciones involucradas, en cada caso se ha hecho hincapié en aquellos capitulos
y apartados que recojan los aspectos mas relevantes para la formacion de los
alumnos, de acuerdo a lo recogido en el plan de estudios y guias docentes del
correspondiente grado.

El que nos ocupa estéa dirigido a los estudiantes de primero de Arquitectura,
como apoyo para la asignatura Fisica 1. El texto se ha estructurado en seis
partes, cada una con varios capitulos, dedicados al estudio de la mecanica de
una particula y de sistemas de particulas, haciendo especial hincapié en la
estatica de solidos; en la ultima parte se dan algunas nociones de mecéanica
de fluidos. Al final se ha incluido un anexo que contiene un glosario con la
notacion utilizada en el manual asi como el alfabeto griego, con el que el lector
deberé familiarizarse.

El trabajo personal de los alumnos es una necesidad incuestionable. A lo
largo del texto se encontraran algunos ejercicios propuestos y sugerencias; asi,
cuando en un apartado se lee que un resultado dado “se puede comprobar”,
es muy recomendable intentar completar el desarrollo. Dichas comprobaciones
deben considerarse como ejercicios adicionales a los problemas propiamente
que se proponen en los distintos temas. Los problemas ayudan a asimilar los
conocimientos previamente adquiridos: es indispensable comprender los con-
ceptos fisicos expuestos en la parte tebrica para desenvolverse en la realizacion
de problemas practicos. Las tutorias con el profesor son un gran aliado para
aclarar las dudas que puedar surgir al revisar la materia explicada en clase.

Queremos destacar que, a pesar de que este manual pretende ser autocon-
sistente, en el sentido de que los contenidos se van apoyando en los que ya
han sido introducidos, la idea basica en la redaccién ha sido recopilar las notas
correspondientes al curso para el que se ha destinado. Por tanto, no se tra-
ta tanto de material de estudio autodidacta como de material de apoyo para
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facilitar el seguimiento de la asignatura.

Somos conscientes de que un texto de estas caracteristicas nunca puede
darse por acabado; seran por supuesto bien bienvenidos los comentarios que
nos ayuden a mejorarlo y corregir cualquier error.

Los autores deseamos aclarar que en la redacciéon se ha utilizado el género
masculino para aligerar la lectura. Rogamos sobreentiendan “lector o lectora”,

7, “alumno”.

“alumno o alumna” cada vez que lean “lector’

Por ultimo, nos gustaria agradecer a M. Luisa Ramoén su ayuda en el proceso
de edicién de este manual.

Septiembre 2018, Zaragoza - Espafia
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INTRODUCCION

La Fisica Fundamental, motivo de estudio en esta asignatura, esta inte-
grada por diversas disciplinas. Entre ellas, existen diferencias no sélo en los
fenémenos de interés, sino también en los métodos de descripcion. Por ejem-
plo, en “Dinadmica de una particula” nos ocuparemos de la expresiéon completa

S rdenadas qu nen su movimiento, mientras que en “Dinami
de las coordenadas que definen s o) ento, mientra e en “Dindmica de
fluidos” se afronta sélo de modo promedio el movimiento de miles de particulas.

No obstante, una caracteristica esencial compartida por todos los casos es el
caracter cuantitativo del estudio. En el terreno experimental esto significa que
las mediciones deben proporcionar datos numéricos, objetivos y contrastables.
En el terreno teérico, hemos de tener en cuenta que las leyes fisicas que go-
biernan los procesos fisicos deben expresarse mediante ecuaciones matematicas
cuyas variables y parametros seran las magnitudes fisicas.

De estos aspectos nos ocuparemos en esta primera parte de la asignatu-
ra. Concretamente, revisaremos como deben expresarse las magnitudes fisicas
teniendo en cuenta su caracter escalar o vectorial. Introduciremos algunos con-
ceptos de Analisis Dimensional, que no es otra cosa que el requerimiento de
la consistencia entre las magnitudes que se relacionan mediante una ley fisi-
ca. Por ejemplo, resultaria inadmisible igualar (o sumar) un tiempo con una
velocidad, aunque nada impide su producto. Se hara hincapié asimismo en la
importancia de conocer y expresar correctamente la incertidumbre inherente a
cualquier medida

A continuacion, ya incidiendo en aspectos més teéricos, haremos una bre-
ve recopilacién de conceptos matemaéticos imprescindibles. Repasaremos las
propiedades bésicas de las magnitudes vectoriales: operaciones entre vectores
y representaciones coordenadas, y algunos elementos de anélisis matemaético:
derivacién e integracion.
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Capitulo 1

MAGNITUDES, UNIDADES Y
DIMENSIONES

1.1. Conceptos basicos

Como se ha mencionado, es esencial el cardcter cuantitativo de la Fisica.
La verificacién de cualquier teoria sobre los fendémenos fisicos se basa en la
mediciéon y la concordancia de los resultados numéricos. Llamamos Magnitud
Fisica a cualquier propiedad utilizada para caracterizar un fenémeno fisico
que se puede medir de forma reproducible. Serfan ejemplos: tiempo, velocidad,
energia, carga eléctrica, voltaje,...

Por otra parte, todas las magnitudes fisicas se miden en términos de unos
patrones que se conocen como unidades. El uso correcto y la soltura en el
manejo de las unidades es imprescindible en Fisica.

Se llama Magnitudes Fundamentales a un conjunto basico de mag-
nitudes en funciéon del cual pueden expresarse todas las demés mediante las
leyes fisicas. Asi, construir un sistema de unidades implica la eleccion de las
unidades de las magnitudes fundamentales y derivar de ellas las demés.

El sistema internacional (SI), aceptado por convenios internacionales en
practicamente todo el mundo, considera hasta siete magnitudes fundamentales,
que se muestran en la tabla

Este sistema se conoce también como MKS, por las iniciales de las unidades
fundamentales de las tres primeras magnitudes (metro, kilogramo, segundo).
A partir de esas siete, aparece un gran nimero de unidades que se derivan de
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MAGNITUD UNIDAD | SIMBOLO
Longitud metro m
Masa kilogramo kg
Tiempo segundo S
Intensidad de corriente eléctrica | amperio A
Temperatura kelvin K
Intensidad luminica candela cd
Cantidad de sustancia mol mol

Cuadro 1.1: Magnitudes fundamentales del Sistema Internacional de unidades. En
Fisica 1 solo utilizaremos algunas de ellas.

Potencia de 10 | Prefijo | SIMBOLO | Ejemplo
10-1° femto f fs (femtosegundo)
10~12 pico p pF (picofaradio)
107? nano n nA (nanoamperio)
10-6 micro W uPa (micropascal)
1073 mili m mJ (milijulio)
103 kilo k kV (kilovoltio)
106 mega M MW (megawatio)
10° giga G GHz (gigahertzio)
1012 tera T TQ (teraohmio)

Cuadro 1.2: Prefijos con que se nombran los multiplos y subdivisores de las distintas
unidades.

! unidad de velocidad). Algunas unidades derivadas

ellas (por ejemplo el ms™
importantes tienen nombre propio, como el Voltio (potencial eléctrico), el Ju-
lio (energia: E o< mv? = Julio = kilogramo metro?/segundo?), el Newton

(fuerza), etc.

Ademas del ST hay otros sistemas de unidades, como el CGS (por las ini-
ciales de centimetro, gramo, segundo), que se usa en areas especificas de la
Fisica. Por otra parte, en disciplinas técnicas se utiliza el Sistema Técnico, cu-
yas magnitudes fundamentales son longitud (metro), fuerza (kilogramo-fuerza
o simplemente kilogramo) y tiempo (segundo).

En muchas ocasiones, las unidades béasicas son demasiado grandes o pe-
quenas para expresar la medida que nos interesa de modo razonable. En estos
casos se utilizan los multiplos y subdivisiones de las unidades (ver tabla[1.2)).



1.2.  Magnitudes fisicas. Anélisis dimensional

MAGNITUD UNIDADES DIMENSIONES
Longitud metro (m) (L]

Masa kilogramo (kg) | [M]

Tiempo segundo (s) [T]

Intensidad de corriente | amperio (A) 1]

Carga eléctrica culombio (C) Q] = [1] [T]
Energia julio (J) [M][L)? [T] 2

Cuadro 1.3: Ecuacion de dimensiones de algunas magnitudes fundamentales del sis-
tema MKS, asi como de la carga y de la energia.

1.2. Magnitudes fisicas. Analisis dimensional

Para describir algunas magnitudes fisicas basta una cantidad numérica y la
unidad correspondiente. Es el caso de la masa o la temperatura, por ejemplo.
Se conocen como magnitudes escalares.

Sin embargo, muchas magnitudes fisicas requieren ser descritas mediante
vectores, esto es, con modulo (con las correspondientes unidades), direccion,
sentido (en ocasiones habra que precisar también el punto de aplicacion). Son
las llamadas magnitudes vectoriales. Ejemplos de magnitudes vectoriales:
velocidad, fuerza, campo eléctrico..

Para revisar el concepto de vector y sus tipos, asi como algunas operacio-
nes que se pueden realizar con ellos y sus propiedades, remitimos al lector al
capitulo[2| En lo que sigue nos centraremos en las magnitudes escalares (o en el
modulo de las magnitudes vectoriales) para introducir el concepto de analisis
dimensional.

La expresion de una magnitud fisica en funcién de las fundamentales nos da
las dimensiones de la magnitud. Llamamos Ecuacién de Dimensiones a la
expresion de cualquier magnitud en funciéon de las magnitudes fundamentales
en el correspondiente sistema de unidades.

Siguiendo con el ejemplo del sistema MKS, en la tabla se proporciona
la ecuaciéon de dimensiones de algunas magnitudes fundamentales y derivadas.

Las ecuaciones que contienen magnitudes fisicas han de ser dimensional-
mente consistentes, es decir, s6lo se pueden sumar o igualar términos con
las mismas dimensiones. Este es un primer criterio de comprobaciéon de la co-
rrecciéon de un resultado.
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Ejemplo: Comprobar como ejercicio cuédl de las dos expresiones que se
proporcionan para la frecuencia de oscilacion de la masa m (Fig. [1.1]) es di-
mensionalmente consistente:

“ or (k1+k2)m

_ 1 kit ky 1/2
N 2T mk’lkg

Wy

Figura 1.1: Masa oscilante m unida a dos muelles de constantes elasticas distintas.

1.3. Incertidumbre y cifras significativas

Cualquier medida va acompanada de una incertidumbre inherente a la mis-
ma. Si se mide un boligrafo con una regla ordinaria, no tendria sentido decir,
por ejemplo, que su longitud es 145,25 mm, porque la regla solo permite medir
de forma “confiable” al mm més cercano. Por el contrario, si se utiliza un micré-
metro, que mide distancias aproximandose al 0,01 mm més cercano, la medida
anterior si que seria posible. Esa incertidumbre (también llamada error) se
expresa habitualmente como un “4” que acompana al valor numérico; asi, en
el primer caso dirfamos que la longitud es 145 + 1 mm, (o 14,5 £ 0,1 cm) .
Eso debe interpretarse como que es poco probable que el boligrafo mida més
de 14,6 cm o menos de 14,4 cm. En el caso del micrometro se expresaria la
longitud como 145,25 + 0,01 mm.

No es extrafio expresar la incertidumbre en forma porcentual. Por ejemplo,

si una resistencia viene expresada como R= 680 £ 10 % ohmios, debe interpre-
tarse que lo mas probable es que el valor real de la resistencia esté comprendido
en un rango de = 7 ohmios alrededor de 680.
A menudo no se da explicitamente la incertidumbre, sino que se indica con el
namero de cifras significativas (digitos informativos) con el que se expresa
la medida. Si se indica que un folio mide 31,5 cm de alto, hay que entender que
los dos primeros digitos (3 y 1) son correctos, pero que el tercero esté afectado
por un error de 0,1 cm.
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Cuando se realizan calculos con niimeros con un cierto error, el resultado
también estaré afectado por una incertidumbre. Asi, si se estan multiplicando
o dividiendo nameros, el resultado no puede tener més cifras significativas que
el que menos tuviera de los nimeros originales. La superficie de una hoja de
papel de 31,5 cm de alto y 20,9 cm de ancho, sera 658 ¢cm?. Si se estan sumando
o restando dos numeros, el resultado no puede tener més digitos significativos
a la derecha de la coma decimal que el término que menos tenga. Por ejemplo,
si se suma 11,24 méas 13,1, el resultado da 24,3 no 24,34 (hasta las décimas,
como el 13,1).

Es importante recordar que al reducir al niimero correcto de cifras signifi-
cativas hay que redondear: la regla a seguir es que la dltima cifra significativa
se aumentara en una unidad si la primera no significativa a su derecha es mayor
o igual que 5 y se dejara igual si dicha cifra es menor que 5. Por ejemplo, si
se desea redondear el ntiimero 1,3563342 a tres cifras significativas, lo correcto
seria expresarlo como 1,36 y el nimero 1,4428638 como 1,44.

Cuando se utilizan nimeros muy grandes o muy pequenos, es frecuente usar
la notacién cientifica que consiste en escribir la coma decimal tras la primera
cifra significativa y a continuacion el resto de cifras significativas. Finalmente,
se multiplica ese nimero por 10 elevado a la potencia correspondiente. (Los
nameros entre 0 y 10 se expresan sin la potencia). Por ejemplo, el namero
0,00285 se expresaria como 2,85 1073, El uso de potencias de 10 es muy ttil
para aplicar bien el convenio de cifras significativas (3 en el ejemplo).

Para terminar, querriamos sefialar que exactitud y precisién no son si-
nonimos en este contexto. La exactitud se refiere al grado de concordancia
entre el valor exacto (“real”, “verdadero”) de la magnitud y el valor medido.
La precision se refiere, por una parte a la sensibilidad del aparado de medida.
Una balanza de cocina bien calibrada, que es capaz de apreciar hasta 1 gramo,
es menos precisa que una de laboratorio capaz de apreciar 0,1mg. Pero si ésta
no esta bien calibrada, no serd exacta, aunque sea muy precisa. La precisiéon
también hace referencia al grado de concordancia entre los resultados de las
diferentes medidas.
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Capitulo 2

PROPIEDADES VECTORIALES

Revisaremos el concepto de vector y sus tipos, asi como algunas de las
operaciones que se pueden realizar con ellos. Asimismo mostraremos algunas
propiedades y aplicaciones de dichas operaciones. Se han recopilado aquellas
que resultan esenciales para el desarrollo de la asignatura.

2.1. Magnitudes vectoriales

Retomando la clasificacion de las magnitudes introducida en el capitulo
recordemos que muchas magnitudes fisicas requieren ser descritas mediante
vectores, esto es, con modulo (con las correspondientes unidades), direccion,
sentido siendo relevante en ocasiones el punto de aplicacion (origen del vector).
Son las llamadas magnitudes vectoriales. Tal es el caso de la aceleracion, la
fuerza o los campos eléctrico y magnético.

Definicion: Un vector es un segmento orientado.
a
Figura 2.1: Un vector.

Existen distintos tipos de vectores desde un punto de vista matemético,
pero cuyas diferencias son importantes a la hora de aplicar sus propiedades a
las diferentes magnitudes fisicas que tienen carécter vectorial.
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<y
Ty

Figura 2.2: Ejemplos de vectores: libre (velocidad), deslizante (fuerza) y ligado (cam-
po eléctrico).

Asi, dependiendo de si su punto de aplicacion puede trasladarse, los vectores
se clasifican en libres (el origen puede trasladarse a cualquier punto, sin alterar
el efecto de su accion: ej. velocidad de la luz), deslizantes (ej. el origen puede
trasladarse a lo largo de la linea de accién del vector: fuerza aplicada sobre
un solido) o ligados (el origen no puede moverse: €j. el campo eléctrico en un
punto dado).

Aquellos vectores tales que en su definicion interviene un giro, se denominan
axiales (como la velocidad angular, el par o momento de una fuerza o el
momento angular). Todos los demas se clasifican en la categoria de polares
(como el momento lineal). Es importante tener en cuenta que en una igualdad
fisica los vectores a ambos lados de la igualdad deben ser del mismo tipo.

2.2. Representaciones coordenadas. Componentes
de un vector

Todo vector admite representaciones en distintas bases del espacio. Gene-
ralmente, se suelen utilizar bases de vectores unitarios ortogonales:

Figura 2.3: Vectores unitarios ortogonales.
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Expresaremos los vectores en términos de la base del modo
a = a1t + agly + azts

siendo a1, a2 y ag las componentes del vector en la base dada. Veamoslo
de modo explicito en dos casos de bases ortogonales usuales en Fisica:

1. COORDENADAS CARTESIANAS

Fijemos un punto O en el espacio (origen del sistema de referencia) y
consideremos tres direcciones perpendiculares preferentes X, Y y Z.

Figura 2.4: Componentes cartesianas del vector A

Los vectores unitarios correspondientes a esas direcciones 2, 7, k forman
una base ortogonal en cada punto del espacio.

En este sistema, las coordenadas de un punto P vienen dadas por las
componentes del vector de posicion 7 de dicho punto (7=vector con ori-
gen en el origen de coordenadas y extremo en el punto). Por otra parte,
cosa, cosf3, cos< reciben el nombre de cosenos directores y deter-
minar de forma univoca la direccion del vector 7.

Un vector A cualquiera con origen en P se puede representar como:

A=A i+ A, 5+ A k (2.1)

Notese que los vectores unitarios 2, j y l;:, son independientes del punto
P elegido.

2. COORDENADAS POLARES EN EL PLANO

Fijemos de nuevo un punto O en el plano y consideremos un eje preferente
(por convenio el X).
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Figura 2.5: Componentes polares del vector A.

En este caso, como se indica en la figura, la posiciéon del punto P se
especifica mediante las coordenadas r y 6, que corresponden a la distan-
cia desde el origen y el angulo con el eje X. Debe notarse que la base
ortogonal p, 6 es distinta en cada punto del plano P(r,0).

Resultan tutiles las siguientes expresiones, que relacionan las componentes
cartesianas y polares de un punto determinado, asi como los vectores unitarios

en éste.
r=+x2+y? ; tanf = y/x
x =1 cosf ; y=r senf

(2.2)

p=cosfi+send j ; 6 =—senf 2+ cosf j
2 =cosf p—senf 6 ; j=senb p + cosf 6

Estos conceptos quedaran més claros al aplicarlos en diferentes casos, que
mostraran la utilidad de usar sistemas coordenados adaptados a diferentes
situaciones. Por ahora, se recomienda practicar con ellas de modo explicito
mediante el ejercicio que se propone a continuacién.

Ejemplo: Considérese un vector A, con origen en el punto (1,2) y extremo
en (4,3) expresados en coordenadas cartesianas. Obténgase las componentes
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cartesianas y polares de A. Represéntese graficamente el vector y sus compo-
nentes en ambos sistemas.

2.3. Operaciones con vectores: propiedades

Revisemos de modo escueto algunas operaciones que se pueden realizar con
vectores y sus propiedades.

1. SUMA (el resultado es un vector)

Dados dos vectores @ y b en componentes cartesianas, su suma se obtiene
aplicando:

G+b=(ap+by) i+ (ay+by) j+ (az+b.) k (2.3)
También puede efectuarse la operaciéon suma mediante la siguiente cons-

trucciéon geométrica, que muestra la suma de dos vectores realizada de
modo grafico (regla del paralelogramo).

Figura 2.6: Interpretacion grafica de la suma de vectores.

En la construccién de la izquierda de la Fig. puede verse que en
este caso el moédulo del vector suma se calcula aplicando el teorema del
coseno:

@i+b=vVa2+b+2ab cosa

Recordemos algunas propiedades de la suma:

a+b=b+a
(G+b)+c=ada+ (b+0) (2.4)
|@+b|<|@|+|b]
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2. PRODUCTO ESCALAR (es un escalar)

El producto escalar de dos vectores @ y b definidos en coordenadas car-
tesianas se calcula asi:

-g:am by +ay by +a; b,

Ql

 /

Figura 2.7: Interpretaciéon geométrica del producto escalar.

En su interpretacion geométrica (ver Fig. :
@-b=ab cosy (2.5)
Donde ¢ es el angulo formado por @ y b llevados a un origen comun, y a

y b los modulos de los vectores.

Notese que @ - b nos proporciona la proyeccién de @ sobre b si b es unitario
(en general, @ - b=a proyab = b proypa). Aprovechando esta propiedad,
se plantea el siguiente ejercicio: dadas las expresiones vistas en las ecua-
ciones de cambio de coordenadas cartesianas a polares, partiendo de
las directas obtenga las inversas.

Pista: p-2=cosf ; 0-i=—senf (2=cosf p—senf ).

3. PRODUCTO VECTORIAL (es otro vector)

Dadas las componentes cartesianas de los vectores @ y b, su producto
vectorial ¢ en coordenadas cartesianas se expresa:

E=axb=(ayb. — azby) i + (azby — azb.) J+ (azb, — ayb,) k (2.6)

En su interpretacion geométrica :
|¢l=absenp=S75

S es el area del paralelepipedo definido por los vectores a y b cuando se
hace coincidir su punto de aplicacién, y ¢ apunta en la direccién perpen-
dicular al plano que forman @ y b.
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o)
S

a

Figura 2.8: Producto vectorial.

Figura 2.9: Producto mixto: V = a bé
4. PRODUCTO MIXTO (es un escalar)
abc=(axb)-c (2.7)

Se propone como ejercicio obtener su expresion en funcién de las compo-
nentes cartesianas de los vectores, utilizando las definiciones de producto
escalar y vectorial en componentes cartesianas.

En su interpretaciéon geométrica, el producto mixto corresponde al volu-
men del paralelepipedo formado por @, by ¢

PROPIEDADES: Se muestran a continuacién algunas propiedades de
las operaciones con vectores que pueden resultar de utilidad:
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Capitulo 3

PROPIEDADES GEOMETRICAS Y
ANALITICAS

En este tercer capitulo de la seccién introductoria se presenta una reco-
pilacion de algunas propiedades geométricas y analiticas que deben conocerse
bien.

3.1. Geometria basica

En los temas siguientes utilizaremos con frecuencia la relacién entre un
adngulo y el arco que abarca.

Figura 3.1: Circunferencia de radio r, angulo central 6 y arco abarcado s.

Definicién del angulo en radianes:

0 = s/r radianes
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Es importante saber identificar la igualdad entre a&ngulos opuestos, alternos,
o formados por segmentos perpendiculares, como muestra la figura.

Figura 3.2: Igualdad entre diferentes angulos definidos por secantes entre rectas pa-
ralelas o segmentos perpendiculares.

3.2. Trigonometria basica

Recordemos las definiciones basicas de la trigonometria y algunas relaciones
que pueden ser ttiles a lo largo de la asignatura.

Figura 3.3: Triangulo rectangulo: notacion utilizada en las definiciones de las razones
trigonométricas.

Definiciones:
senf =a/c
cosf =b/c
tanf = a/b

Relacion fundamental de la trigonometria:

sen®f + cos?6 =1
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Otras relaciones trigonométricas de utilidad:

sen 260 = 2sen 0 cos 0

cos 20 = cos® 6 — sen’

senf — 1 —cos26
2
cos2f — 1+ (3208 20

sen(A + B) = sen A cos B 4 cos Asen B

cos(A + B) = cos Acos B F sen Asen B
A+B AFB

sen A & sen B = 2sen 5 cos 5
A+ B A—B
cos A + cos B = 2cos —; CoS 5

A+ B B-A
cos A —cos B = 2sen —; sen 5

1
1+ tan® = ——
+tan cos2 6

Circunferencia trigonométrica: Es una construccién muy ttil, que per-
mite visualizar de modo sencillo la relacién entre las funciones trigonométricas

de angulos que difieren en ciertos valores notables, como 7 /2,7, ... Por ejem-
plo:
PAY
!
p y
X

Figura 3.4: Circunferencia trigonométrica (radio unidad).

y=sena ; X =COSK
Sifg=m+4+a senfS=—senq, cosf = —cosa.
Aproximaciones tutiles:

Para finalizar esta parte, mostraremos una propiedad que nos resultaréi
util més adelante, y se refiere al caso limite de angulos muy pequenios. Como
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alis
1
|

b

Figura 3.5: Aproximacion a = s.

se deduce de la figura, en ese caso podemos aproximar con gran precisiéon
los valores de algunas funciones trigonométricas mediante expresiones muy
sencillas.

De manera exacta, tenemos 6 = s/c

Pero ademas, si el &ngulo 6 es muy pequeno, s &~ a y entonces:

senf =a/c~s/c=0rad
tan =a/b~s/b~s/c=0rad (3.1)
cosf) =b/c~ 1(en una primera aprovimacién);cosf ~ 1 — 62 /2

3.3. Calculo diferencial e integral

En muchos casos, las leyes que expresan relaciones entre magnitudes fisicas
involucran expresiones diferenciales (derivadas) o integrales. En este apartado
recordaremos algunas definiciones bésicas para funciones de una variable. Nos
apoyaremos en la figura[3.6] que recoge las ideas esenciales. Derivar una funcion
es una operacién que nos proporciona informacién local, en concreto nos dice
como cambia la funcién en un punto determinado (si aumenta o disminuye al
realizar pequenos desplazamientos en su variable). Por el contrario, la integra-
cion es una operacién que proporciona informacion global del comportamiento
de la funcién sobre una zona de su dominio. En el caso de una tnica variable,
esto corresponde al drea bajo la grafica entre dos limites fijados. En términos
mas precisos, esto se expresa como sigue.

1. Derivada de una funcién. En la figura [3.6] se ilustra el concepto de
derivada de la funcion f(x) en el punto xg. Notese que indicamos que al
incrementar la variable en Az, el valor de la funcién se ve incrementa-
do en Af. El cociente entre dichos incrementos, que es lo que vamos a
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Figura 3.6: Aproximacion a los conceptos de derivada e integral.

entender como derivada, puede interpretarse de modo geométrico. Si los
incrementos son muy pequenios (Az — 0, en cuyo caso lo denominaremos
diferencial: dx), la funcién se confunde con su tangente en ese punto y el
cociente de incrementos corresponde a la tangente del d4ngulo a:

Af af flz+Ax) — f(x)

— —— — = f'(x) = lim

Ax Az—0 dx f ( ) Az—0 Az

=tana

Asi pues, la expresion df /dx es algo méas que una notacion; nos va a
permitir obtener df = f’(x) dx. Esto justifica manipulaciones habituales,
que realizaremos a lo largo del texto, del tipo:

@:—kvﬁdv:—kvdt (3.2)
dt
2. Integral de una funcién. El concepto de integral definida de una fun-
cion también admite una interpretacion geométrica sencilla (ver Fig. |3.6)).
En el caso que se muestra, representamos la suma incremental de los ele-
mentos de area rectangulares fiAx;, que obviamente aproximarén el area
bajo la grafica en el caso limite (Az; — 0). Esto se indica:

AIZ'H

/:N flx) dz = lim Zf(mi) Az

El concepto de integral de la funcién no debe confundirse con el de primi-
tiva de la funcién. Este tltimo hace referencia al modo que habitualmente
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tenemos de evaluar la integral de una funcién. Asi pues, si definimos F'(x)
(primitiva de f(z)) como aquella que cumple F’(x) = f(x), se va a veri-
ficar

/ " f(e) do = Flax) - F(a)

Esto puede demostrarlo el lector aplicando la relacion df = f'(x) dx de
forma reiterada en el sumatorio anterior.

Como es bien sabido, encontrar la primitiva de una funcién puede resultar
muy complicado fuera de los casos elementales. Existen técnicas que nos pue-
den ayudar como son los cambios de variable, integracién por partes, etc. No
obstante, insistiendo una vez més en que una cosa es integrar una funciéon y
otra hallar su primitiva, debemos indicar que en muchas ocasiones se aplican
otros métodos, por ejemplo de tipo computacional, que pueden resultar muy
convenientes.

Continuando con la expresion [3.2], como dv = lima,_0Av podemos escri-

bir:
v(t) t
Wt / d_ / kdt
v Vo v 0

siendo v(t) la velocidad en el instante t, y vp la velocidad en el instante ini-
cial. Resolviendo las dos integrales -directas en este caso- se obtiene la funcion

u(t)
v(t)

Inv(t) —lnvy =In—= = —kt - v(t) = voe~
Vo

kt

3.4. Gradiente de una funcién escalar

Con cierta frecuencia, en Fisica se utilizan los conceptos de derivada direc-
cional y de gradiente, cuyo significado es facil de comprender en términos de
la definicién de derivada tratada en el punto anterior. La idea fundamental,
que generaliza el concepto de derivada de una funciéon, es la siguiente: si la
funciéon que nos interesa depende de méas de una variable (por ejemplo f(z,y))
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los incrementos de ésta tendran relacion con los valores de Ax y Ay y con
un nuevo aspecto, la tasa de variacion de ambos (Ay/Ax). Puesto que este
cociente define un angulo en el plano XY que es donde la funcién toma valo-
res, hablaremos de derivada direccional. En términos sencillos, la variacion de
la funcién depende no sblo de cuédnto nos movamos, sino de hacia dénde nos
movamos. Vedmoslo con un ejemplo.

Figura 3.7: Aproximacion al concepto de derivada direccional y gradiente.

Consideraremos la funciéon que representa la profundidad de una piscina
medida desde la superficie del agua. El fondo esté inclinado, de modo que
bv
Ab
Fisica 1 @ 2018
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puede expresarse mediante la relacion f(x,y) = po + pi1x + p2y siendo po, p1
y po constantes positivas. Evidentemente, tal como muestra la figura, si nos
colocamos en un punto determinado de coordenadas (x,y) las variaciones de
profundidad dependen de la direccién en la que nos movamos. Hemos repre-
sentado tres casos, dados por variaciones a lo largo de los vectores unitarios a,
b y ¢ sobre el plano XY, y esta claro que para desplazamientos de la misma
longitud, la variacién en profundidad es mayor a lo largo de la direcciéon de é.
Mateméaticamente lo expresaremos del siguiente modo.

1. Derivada direccional

Se define la derivada direccional dada por el desplazamiento a lo largo
de la direccién definida por el vector é como:

e—0 €

donde 7= (z,y) y € = /Az? + Ay?.

En el caso de que el vector de direcciéon coincida con alguno de los de la
base cartesiana, hablaremos de derivada parcial respecto a la coordenada
correspondiente. Asi, en el ejemplo que mostramos (@ = %, b= 7), v la
derivada parcial respecto a x seré:

of

ox e—0 €

De forma anéloga se puede escribir la derivada parcial respecto a y.

2. Gradiente

En el apartado anterior, al tratar el concepto de derivada de una funcién
f(z), se ha visto que es posible escribir df = f'(x) dx.

Planteemos ahora la cuestion en el caso de una funcién que depende de
varias variables; se pretende averiguar la relacién entre la variacion df y
un desplazamiento dr” (que puede llevar cualquier direccién). Escribamos
por el momento, por analogia con la expresién anterior, df = v f-dr,
siendo d7’ un desplazamiento arbitrario (dz,dy) y Vf un vector cuyo
significado vamos a discutir, apoyandonos en la figura 3.8.
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1

Figura 3.8: Aproximacion al concepto de gradiente.

En la figura se han representado dos lineas en el plano XY en las que
el valor de la funcion es constante (f y f + df, respectivamente). To-
memos como referencia un punto cualquiera 1 (sobre la linea f), en el
que v f tendra un valor y llevara una direccion determinada. Es evidente
que partiendo del punto 1 hay una infinidad de desplazamientos di* que
permiten alcanzar f 4+ df, y que el méas corto, d| , proporciona la mayor
tasa de variacion de la funcion con respecto al desplazamiento. Volviendo
a la expresion de df,

df

df =V f-dF =V [ drcosd ; — =
dr

V f cosf

donde df /dr representa la derivada direccional de f a lo largo de la
direccién genérica de di’ y 6 es el angulo entre v f vy dicha direccién.
Evidentemente el maximo valor se dard para cosd = 1. Como ya se ha
dicho, la derivada direccional es méaxima a lo largo de d7|, de donde
resulta que el vector que hemos introducido v f debe llevar la direccion
de la variacion méxima (V£ || d7), y que el modulo de Vf coincide con
el valor de la derivada direccional a lo largo de esa direccion. A v fsele
denomina gradiente de la funcién f.

En la practica, y para una funcién de dos variables, se puede calcular en
coordenadas cartesianas mediante la expresion:
Vf=

i+--37

Qa‘Qv
8 |~
K

~

Se propone como ejercicio obtener el vector gradiente para el ejemplo
dado en la figura[3.7], y evaluar los incrementos que sufre la funcion f, es
decir df,, dfy, df. para variaciones a lo largo de las direcciones indicadas.
(Sol.: V f = (p1, p2) sobre el plano XY)

Aprovecharemos el ejemplo utilizado para poner de manifiesto el interés
de estos conceptos en la Fisica. La funcién f(z,y) puede representar la
energia potencial gravitatoria de una particula puntual sobre la superficie
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mencionada (bastaria multiplicar por su masa, por la aceleracion de la
gravedad, y cambiar el signo U(z,y) = —m g f(x,y)). Si dicha particula
se apoyase sin friccién sobre la superficie y la depositaramos en un punto
de coordenadas (z,y) se deslizaria hacia el fondo a lo largo de la linea
definida por la direccién de v f (trayectoria central en el dibujo), o lo que
es lo mismo de —VU. Diremos, por tanto, que las lineas de fuerza vienen
dadas por la direccion del gradiente de la energia potencial (cambiado de
signo).
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INTRODUCCION

La parte II de este manual estd dedicada a los fundamentos de Mecanica
Clasica (o newtoniana) de una particula. Se van a manejar conceptos funda-
mentales, con muchos de los cuales los alumnos estdn ya familiarizados. No
obstante, es imprescindible estudiar a fondo esta parte, ya que va a sentar las
bases de buena parte de lo que se estudie posteriormente.

La mecénica es una teoria del movimiento; asi, algunas de las preguntas
que van a surgir - y a las que deberemos dar respuesta- son: jrespecto a quién
0 qué se mueve una particula? jpor qué cambia su movimiento? ;cuales son
las causas de ese cambio?

La mecéanica introduce claramente el caracter direccional de algunas de las
magnitudes fisicas involucradas en el analisis del movimiento de un cuerpo
(por ejemplo su posicion, su velocidad, la fuerza ejercida), lo que implica la
necesidad de establecer un sistema de referencia, siendo necesario representar
de forma correcta dichas magnitudes.

Se va a comenzar con un capitulo de cinemética, en el que se vera cémo
describir el movimiento de una particula -en funcién del tiempo- mediante las
magnitudes posiciéon, velocidad y aceleracién, en general en varias dimensiones.

Se continuara con los capitulos de dindmica, uno de cuyos sus focos sera el
analisis de las fuerzas como responsables del cambio del estado de movimiento
de una particula. Seréd igualmente fundamental el estudio de qué magnitudes se
conservan, mediante el analisis de los principios de conservacién de la energia
y del momento.
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Capitulo 4

CINEMATICA DE UNA PARTICULA

La Cinemética es la parte de la Mecénica que estudia el movimiento de los
cuerpos. La pregunta fundamental a la que debera dar respuesta lo estudiado
en este tema sera: jdonde esté la particula en cualquier instante de tiempo?

En Cinemética s6lo se trabaja con dos magnitudes fundamentales: longitud
y tiempo ([L] y |T]).

4.1. Vectores posicién, velocidad y aceleracién

En mecénica clésica no relativista, el tiempo es una magnitud absoluta: el
intervalo At entre dos sucesos dados es el mismo para todos los sistemas de
referencia. Asi pues, en lo que sigue hablaremos de una tnica variable tiempo
(t) sea cual sea el sistema de referencia.

La magnitud que contiene toda la informacién sobre la posicion de la par-
ticula es su vector de posicion 7(t). El vector 7(¢) va cambiando cuando se
mueve la particula. La curva que describe el extremo de 7(¢) es la trayectoria

de la particula (Fig. 4.1)).
Ejemplo: Si 7(t) = t? 2 +t 3, jqué trayectoria describe la particula?
Solucion: Las ecuaciones paramétricas del movimiento son x(t) = 2, y(t) =
t. Si despejamos t en la segunda ecuaciéon y lo sustituimos en la primera, se

obtiene: z = 32, que nos informa de que la trayectoria que describe la particula
es una parabola.

Notese que la ecuacion de la trayectoria no contiene informacién temporal,
al despejar la hemos “ocultado”.



34 Vectores posicién, velocidad y aceleracién

Figura 4.1: Vectores de posicion y trayectoria.

Ademéas de saber dénde esta la particula en todo momento, suele interesar
conocer a qué ritmo ha llegado hasta alli. La magnitud que nos proporciona
dicha informacién es la velocidad.

Cuando se habla de velocidad, a veces nos referimos a la velocidad media.

5 Tty) — (ko)
tr —to

En general:

m

Pero esta magnitud no informa sobre los detalles del movimiento: unos
tramos han podido hacerse més rapidamente que otros, o incluso la particu-
la ha podido detenerse en el trayecto. Para obtener informacion del detalle
instantaneo del movimiento se introduce la velocidad instantanea:

- 7t + At) — 7 (t) @
At—0 At o dt

Observad que U siempre es tangente a la trayectoria. Si llamamos @
al vector unitario tangente a la trayectoria en cada punto de la misma:

Lodr AP ds
U= g = Ay At =g Gr=vir (4.1)

i, Cémo la calculamos? En coordenadas cartesianas, el vector velocidad:

dz @A dzl;

vmatt it w
R A A R

Por ultimo, la velocidad de la particula también puede cambiar. La informacion
de esos cambios nos la proporciona el vector aceleracion:
dv v(t+ At) — U
A — ()
t  Ai—0 At

(4.2)
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En coordenadas cartesianas:
L dv AP dx - d?y - A2z -
Qg = = — = —21 _— _
at  aez a2 ' a7 ae
Obtener la velocidad y la aceleracion a partir de 7(¢) y ¥/(¢) no plantea mayor
dificultad, s6lo hay que derivar las expresiones. Sin embargo, para calcular (t)
y 7(t) a partir de d@(t) y ©(t), respectivamente, debemos integrar y ademaés
necesitamos conocer algin dato del movimiento (las condiciones iniciales, 77(0)
y U(0) o, alternativamente, los valores de 7y ¥ en un instante t dado).

4.2. Ejemplos de movimientos. Sistemas de refe-
rencia.

Vamos a ver varios ejemplos de como se puede estudiar el movimiento de
una particula mediante el manejo de las magnitudes cineméticas.

1. Movimiento con aceleraciéon constante: d—constante.
dv
dt

U:/c?dt:c‘i/dt

i(t) — 5(0) = @ t

Sl

Cuando 7(0) lleva la misma direccién que @, se tiene un movimiento
rectilineo uniformemente acelerado, en el que la velocidad no
cambia de direccioén.

En cuanto a la posicion:

fm—mm:/Mt
7(t) — 7(0) = F(0) t + % at?

2. Movimiento con aceleraciéon no constante: a(t)
Supongamos que la aceleracion de la particula (en la direccion x en este
ejemplo) aumenta proporcionalmente con el tiempo: d@(t) = 3ti

dv

dt

a=
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2
B(t) — 5(0) = S s
2
Se propone como ejercicio obtener la expresion de la posicién en cualquier
instante de tiempo. Es importante tener presente que si no se conocen las
condiciones iniciales nos queda una cierta indeterminaciéon en la solucién.

3. Descripciéon del movimiento usando coordenadas polares: mo-
vimiento circular.

Figura 4.2: Vectores unitarios de las coordenadas polares en un punto de la trayectoria
de vector posicion 7.

Conviene recordar que la base de vectores ortogonales en coordenadas
polares se define para cada punto del espacio en funcién de la ubicacién
del origen de coordenadas, de tal forma que se cumple la relacion 7= r p
(ver Fig. . A partir de ella se calcula la velocidad, derivando respecto
al tiempo:

ar d _dr dp

~ ~

C i TG i

(4.3)

Para hacer esta derivada, hay que tener en cuenta la relacién entre las
bases p, 0 e i, j.

p= cosbi+senf j
0= —send 24 cosf j

Asi,
dp de db
—_— = — 1 — 3 4.4
o sen 6 o z—i—cos&dt j (4.4)
Sustituyendo:
S dr do
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Se propone como ejercicio comprobar que, una vez realizadas las co-
rrespondientes derivadas y reagrupando términos, las componentes de la
aceleracion son:

dv d?r

dr dw,
pa— 2 D JR— —_
rw)p+(2wdt+r dt)g (4.6)

il s

a
donde w = df /dt es lo que conocemos como velocidad angular.

Caso particular: movimiento circular

Figura 4.3: Movimiento circular: notacién de las variables utilizadas.

En una trayectoria circular, la distancia de cualquier punto al centro es
constante. La ubicacién mas logica para el origen de coordenadas polares
es el centro de la circunferencia, porque en este caso particular y con
esta eleccion del origen de coordenadas, las expresiones vistas para el
movimiento en coordenadas polares se simplifican considerablemente:

| 7|= r = constante
T=rwb=w=uv/r

La velocidad, siempre tangente a la trayectoria, en el movimiento circular
solo tiene componente en la direcciéon del vector unitario 8. En cuanto a
la aceleracion:

dw 9 dv 5~ 02
el B 5=2"9_" 5 4.
rdtB rwp dt0 —p (4.7)

a::

Asi, el uso de coordenadas polares permite separar la aceleracion en dos
componentes con significado fisico: una componente que refleja los cam-
bios en el médulo de ¢ (direccion de @) y otra que informa sobre los
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cambios en la direccion de la velocidad (aceleracion centripeta, en la
direccion de p).

Coordenadas intrinsecas. Componentes intrinsecas de la acele-
racion.

Para un movimiento plano general, pueden extenderse los resultados an-
teriores del modo siguiente:

En geometria diferencial se demuestra que para una “curva regular” cual-
quiera existe en cada punto una circunferencia que tiene con ésta lo que
se denomina un contacto de segundo orden. Dejando al margen detalles
técnicos, esto significa que hay un “buen solapamiento” a nivel local entre
la curva y dicha circunferencia. Esta recibe el nombre de circunferen-
cia osculatriz, y al centro y radio de dicha circunferencia se les llama
respectivamente centro de curvatura y radio de curvatura.

Figura 4.4: Movimiento en coordenadas intrinsecas. Se muestra la circunferencia os-
culatriz

Este concepto permite definir para cada punto de un movimiento plano
general un nuevo sistema de referencia, el sistema de coordenadas
intrinsecas, que tiene como origen el centro de curvatura y como base
ortonornal la que se muestra en la figura [4.4f un vector perpendicular
a la trayectoria en el punto considerado dirigido hacia el centro de la
circunferencia (vector normal 4y ) y un vector tangente a la trayectoria
y con el sentido dado por el sentido del movimiento (vector tangencial
ar).

Este nuevo sistema de coordenadas nos recuerda el de coordenadas pola-
res utilizado para el movimiento circular, pero los vectores unitarios no
coinciden: en la direccion radial p y @y tienen sentidos opuestos, y en la
tangencial @ y @7 seran iguales u opuestos dependiendo del sentido del
movimiento.

Adaptando las expresiones vistas para el movimiento circular al sistema
de coordenadas intrinsecas (ver Fig. [4.4) y sustituyendo r por R (radio
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de curvatura) se obtiene:

. . dw
CL:RLL)2’U/N+R%'U,T
v +dUA
a=— 1 — 1
R N a T

Las componentes de la aceleracién en el sistema de coordenadas intrin-
sicas reciben el nombre de aceleracién normal (asociada al cambio de
direccion de ¥) y aceleracion tangencial (asociada a los cambios del

modulo de la velocidad).
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Capitulo 5

DINAMICA DE UNA PARTICULA:
FUERZAS Y MOMENTOS

La Mecanica Clasica o newtoniana es una teoria del movimiento [[] que se
basa en los conceptos de masa y fuerza, y los relaciona con las magnitudes
cinematicas: posicion, velocidad y aceleracion.

En este capitulo introduciremos la dindmica newtoniana aplicdndola al caso
maés simple: una particula, entendiendo como tal un ente que carece de estruc-
tura interna (se considera dicha estructura irrelevante para el estudio de su
movimiento) y cuya posicion puede identificarse con un “punto”. Esto es, estu-
diaremos la dinamica de cualquier objeto cuyas dimensiones sean irrelevantes
para el estudio del problema concreto que nos ocupe.

5.1. Leyes de Newton

Son las leyes fundamentales de la Mecéanica Clasica. Este es el enunciado
de las leyes proporcionado por su autor, Isaac Newton, en su obra Principios
Matemadticos de Filosofia Natural y su Sistema del Mundo, publicada en 1687:

s LEY PRIMERA: Todos los cuerpos perseveran en su estado de reposo o
movimiento uniforme en linea recta, salvo que se vean forzados a cambiar
ese estado por fuerzas impresas.

'No hay que olvidar por tanto que nuestro objetivo es averiguar dénde esté la particula
en cualquier instante de tiempo.
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= LEY SEGUNDA: El cambio del movimiento es proporcional a la fuer-
za motriz impresa y se hace en la direccion de la linea recta en que se
imprime esa fuerza.

» LEY TERCERA: Para toda accion hay siempre una reaccion opuesta e
igual. Las acciones reciprocas de dos cuerpos entre si son siempre iguales
y dirigidas hacia partes opuestas.

Hay que tener muy presente el caricter axiomético de estas leyes que a
continuacién vamos a analizar en detalle, pensando fundamentalmente en su
posterior aplicacion.

1. Primera ley: sistemas de referencia inerciales.

La primera ley de Newton también se conoce como ley de la inercia. En
un castellano més actual, nos dice que todo cuerpo contintia en su estado
de reposo o movimiento con velocidad constante (rectilineo y uniforme)
salvo que acttuie sobre él una fuerza neta.

Los cuerpos se “oponen” a cambiar su estado de movimiento (tienen una
'inercia’).

Es importante tener presente que esta ley no distingue entre un cuerpo en
reposo y otro que se mueve a velocidad constante: a efectos de la primera
ley de Newton, todos los sistemas con movimiento relativo a velocidad
constante son indistinguibles, y la validez de esta ley se reduce a ellos.
Estos sistemas reciben el nombre de sistemas inerciales.

En la figura [5.1] vemos un ejemplo de sistema no inercial: el objeto, apo-
yado sobre una mesa completamente lisa, adquiere una aceleracién —A
para un observador en el interior del camién y que se mueve por tanto
con O’ a pesar de que no actia ninguna fuerza sobre él.

y

° Q O

Figura 5.1: La primera ley de Newton no se cumple para un observador situado dentro
del camién que estéa acelerando.
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2. Segunda ley: ecuacién de movimiento. Fuerza, masa y peso.

En la formulacion de las leyes de Newton juegan un papel fundamental
no solo las magnitudes vistas en cinematica sino un nuevo concepto que
introduciremos ahora: la masa inercial.

“La fuerza insita de la materia es un poder de resistencia de todos los
cuerpos, en cuya virtud perseveran para mantener su estado de reposo o
de movimiento uniforme en linea recta”.

Lo que en su formulacién original Newton denominaba “fuerza insita”; es
la masa inercial o masa inerte (m;). Es una magnitud que proporciona
una medida de la oposiciéon de un cuerpo al cambio de su estado de
movimiento. La expresiéon matemética de la segunda ley de Newton es:

L d .
F = ﬁ(mZ 0)) (5.1)

Antes de continuar con el estudio de la segunda ley conviene profundizar
en el concepto de masa. Ademas de la masa inercial, cuyo sentido acaba
de explicarse, no hay que olvidar que la fuerza de atraccién de la Tierra
sobre un cuerpo en puntos proximos a la superficie se expresa en términos
de la masa gravitatoria (mg), que se define como una propiedad que
hace que los cuerpos experimenten la atraccion gravitatoriaﬂ (un objeto
“pesa” porque tiene masa gravitatoria).

ﬁ:mgg

Experimentos cuidadosos demuestran que m; = myg, con lo que en ade-
lante suprimiremos los subindices y la denotaremos simplemente masa.

Una vez aclarado este concepto, retomemos la ecuacion 5.1} En los casos
en que la masa no varfa con el tiempo, la segunda ley puede resumirse
asi: la aceleracién de un objeto es inversamente proporcional a su masa
y directamente proporcional a la fuerza que acttia sobre él.

F=ma (5.2)

Asi, si conocemos en todo momento F podremos obtener la aceleracion
d, y por tanto caracterizar por completo el movimiento (conocidas las
condiciones iniciales). En este sentido puede decirse que la segunda ley de
Newton nos proporciona la ecuacién de movimiento de la particula.

2 Aunque fuera del ambito de la Fisica solemos hablar de masa y peso indistintamente (se
dice “un peso de 10 kg”) es importante recordar que la masa es una caracteristica intrinseca
del cuerpo y el peso depende de donde esté el cuerpo. Asi, el peso de un cuerpo de masa m
en la Luna es seis veces menor que en la Tierra, pero haria falta aplicarle la misma fuerza
que en la Tierra para proporcionarle una misma aceleracion.
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Cuando actten varias fuerzas sobre un cuerpo habréa que calcular la re-
sultante de las fuerzas, entendida como la suma vectorial de todas las

que actien sobre él. Si llamamos Fr a la fuerza resultante, esto se indica

Fr=Y"F

7

asi:

[y

Figura 5.2: Obtencién de la resultante de varias fuerzas.

En la figura [5.2] indicamos como obtener la resultante con el método
grafico que permite sumar las fuerzas de dos en dos (ver el repaso de la
suma vectorial de la seccion [2.3). Aplicando el teorema del coseno:

ﬁT:ﬁ1+ﬁ2:>F%:Ff+F22+2F1 Fy cosa

Si usamos coordenadas cartesianas podemos obtener el mismo resultado
sumando componentes:

N
FTx :Zsz
=1

N
FTy:ZFiy
=1

En el caso particular de que d=0, se dice que la particula esta en equili-

Fr= [+ P,

brio, siendo la ecuacién correspondiente:

1

=

i=1

Sobre esto volveremos en el apartado

. Tercera ley: acciéon y reacciéon. Ejemplos.

Las fuerzas entre distintos cuerpos siempre aparecen por pares: si un
cuerpo A ejerce una fuerza sobre un cuerpo B, el cuerpo B a su vez
ejerce una fuerza sobre el A igual y de sentido opuesto: Fap = —Fpa.
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En el apartado [5.3|insistiremos en la importancia de la tercera ley. Por el
momento simplemente veremos un ejemplo sencillo, ilustrado en la figura
identificando en él las parejas de fuerzas de acciéon y reacciéon a las
que se refiere la tercera ley de Newton.

7 //////////// R el S
Tz 2222222444444 - 724
0000000000000 0000000000000 8
G w2222

NBA = —NAB

Figura 5.3: Fuerza perpendicular a la superficie, ejercida por B sobre el cuerpo A,
N ap. La correspondiente reaccion a la accion Nap es la fuerza Np4 ejercida por A
sobre B.

Cuando apoyamos un cuerpo A sobre una superficie rigida B, sobre el
cuerpo se ejerce una fuerza perpendicular a la superfice. Es la denomi-
nada fuerza normal, ejercida por la superficie sobre el cuerpo: N AB (ver
Fig. . La correspondiente “pareja’ seria la fuerza Nga ejercida por el
cuerpo sobre la superficie, cumpliéndose que: N BA = —N AB- Al analizar
las fuerzas sobre un determinado cuerpo prestad atenciéon al hecho de
que este tipo de fuerzas no se equilibran entre si, por la sencilla razén de
que cada una acttia sobre un cuerpo distinto.

4. Rango de aplicacion de las leyes de Newton. Sistemas de refe-
rencia no inerciales. LECTURA OPCIONAL

Como se ha mostrado en el ejemplo de la Figura [5.1] estrictamente las
leyes de Newton s6lo son validas en sistemas de referencia inerciales.
No obstante, en sistemas no inerciales (acelerados) podemos hacer una
formulacién en que las leyes de Newton sean vélidas mediante la intro-
duccién de ‘pseudofuerzas’ que dependen de la aceleracion del sistema.

Nos centraremos en un caso particular sencillo: sistemas con aceleraciéon
traslacional (a modo del ejemplo del camion antes citado).
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Figura 5.4: Sistemas de referencia inercial (O) y no inercial (O’).

En XYZ: F =m a.

Ahora b1en si la posicién de la particula en los sistemas O y O’ viene dada
por 7y 7 respectivamente, se puede escribir ¥ = R + 7 =ad=A + a.

Entonces:

— — — —

ﬁ:mA+ma’:>F—mA:mc;’

Introduciendo la fuerza ficticia (también denominada fuerza de inercia)
F''=—m Ase seguird cumpliendo la segunda ley de Newton en el sistema
XY'Z’:

— —

F+F =md

5.2. Tipos de fuerzas: aplicadas y de ligadura

Puede hablarse de distintos tipos de fuerzas exteriores actuando sobre un
sistema atendiendo a que su origen sea activo o pasivo:

» Fuerzas aplicadas (ﬁ) son aquellas cuyo valor no depende de otras
fuerzas que puedan actuar o no sobre el sistema.

= Fuerzas de ligadura o de reaccion (73) son las que tienen su origen
en la respuesta de otros elementos que imponen limitaciones en las posi-
ciones que puede ocupar el sistema que nos ocupa y en el movimiento que
puede realizar (Fig. Veremos que estas fuerzas son fundamentales a
la hora de plantear y resolver problemas de estatica.
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R
N
J

m

A\
(N

Z

my

A

Figura 5.5: Fuerza de ligadura R sobre una particula insertada en una varilla rigida
y sobre la que acttia una fuerza aplicada F'.

Conocer la expresion de las ligadurdas ‘a priori’ no es posible. Para de-
terminarlas hemos de conocer el resto de fuerzas que actiian sobre el

sistema.
Veamos algunos ejemplos:

= Fuerza de reaccién o de ligadura normal:

Supongamos una particula de masa m apoyada sobre el suelo. Sobre
m actiian su peso P=M gy la fuerza N s que ejerce el suelo sobre m,
conocida como fuerza de reaccién normal o simplemente normal. En
la situacion de la figura a), sin ninguna otra fuerza actuando sobre
la particula, N, compensa 73, cumpliéndose: N=-M g. Como veremos
en el apartado siguiente, esta ecuacién corresponde a la condicién de
equilibrio de la particula.

Mg" SUELO v Mg

Figura 5.6: Fuerza normal ejercida por la superficie sobre el cuerpo.

Si ahora aplicamos sobre la misma particula una fuerza F' vertical y
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hacia abaJo y la particula sigue en reposo sin hundirse (como en la ﬁgura
b)), N, debera aumentar para compensar tanto P como F: N, =
M G—F

Tensién (cuerdas y cables):

Supongamos una cuerda inextensible (no se deforma), con un extremo
fijo, que se mantiene tensa al aplicar una fuerza F' (ver Fig. en el
otro extremo.

: -
T F
S )

Figura 5.7: Cuerda tensa bajo la acciéon de una fuerza.

Si aplicamos la segunda ley de Newton, considerando que la cuerda tiene
una masa m, podremos calcular la tensién de la cuerda:

— —

FaT =m.d Sime~0=T = —F

Si consideramos un segmento de esa misma cuerda y lo aislamos del resto
“idealmente”, volviendo a aplicar la segunda ley de Newton:

T, T
YN s 7722522758 A/AIIIAAIAII/ 72 i

Figura 5.8: Fuerzas que actiian sobre un segmento de cuerda.

Si la masa del segmento Am,. — 0 = fl + TQ ~0=> fl = —fg. De
modo que la tensiéon acttia sobre cada elemento de cuerda como una
fuerza aplicada a cada extremo, con valor neto nulo y que se transmite
integramente de extremo a extremo. Es importante tener en cuenta que
la tension serd constante a lo largo de la cuerda siempre que la cuerda no
tenga masa: si nos fijamos en el fragmento de cuerda, T = —fg, tanto
en equilibrio como cuando hay aceleracién del sistema.

Supongamos ahora un objeto de masa m colgado de una cuerda inex-
tensible y sin masa, en una situaciéon de equilibrio, como en la figura de
la izquierda: T =-m g. Mientras no sobrepasemos el limite de resis-
tencia de la cuerda, cualquier fuerza externa actuando sobre m se vera
compesanda por la tension: T = —m §— F (figura de la derecha).
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Figura 5.9: Tensién de una cuerda o cable.

Como segundo ejemplo, supongamos dos masas m y M apoyadas sobre
un suelo liso y unidas por una cuerda. Si tiramos del conjunto con una
fuerza F la cuerda "se tensa”, estableciéndose una tensién 7' a lo largo
de ella. Es posible estudiar el movimiento del bloque m bajo la accién
de T. La tension de la cuerda depende de F ; proponemos verificar que
T=mZF/(m+M).

FT
I e
?\ ,,,,,, /T‘ F
m e = M —

Figura 5.10: Tension de la cuerda que une las dos masas.

= Fuerza de rozamiento. El rozamiento es un tipo muy frecuente de
ligadura que surge cuando desplazamos una superficie material sobre
otra o cuando, aunque no haya desplazamiento, se ejerce una fuerza con
componente paralela a la superfice. Vamos a fijarnos en el cuerpo de la
figura, sobre el que se ejerce una fuerza F. El bloque no se hunde en el
suelo, debido a la fuerza de ligadura perpendicular (la normal) que sera
N=R 1L =F| +mg.
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Figura 5.11: Fuerzas de ligadura en el apoyo de un bloque sobre una superficie con

friccion.

Por su parte, la existencia de rozamiento implica la aparicion de R.
Experimentalmente se ve que el bloque de la figura permanece en equi-
librio si Fj < pe R . Por tanto, la componente horizontal de la reaccion
R|| < neR 1. Esa componente horizontal es lo que se conoce como fuerza
de rozamiento estatico: Fr =R

Asi, R podra tomar distintos valores, pero con el limite impuesto por la
desigualdad anterior, es decir Rﬂ”“z = pe R1 . El coeficiente de propor-
cionalidad . recibe el nombre de coeficiente de rozamiento estatico.

Una vez que se inicia el movimiento, se observa una disminucién de p que
adquiere el valor denominado coeficiente de rozamiento dinadmico
Hd:

Ry=Fr=pd RL=pa N.

1a v e dependen de la naturaleza de las superficies, pero no del tamano.

Por otra parte, pug depende de ¥, pero para velocidades entre 1 cm/s y
varios m/s puede considerarse constante.

Materiales Lhe L
Acero sobre acero 0.7 | 0.6
Laton sobre acero 05 |04
Cobre sobre hierro fundido 1.1 | 0.3
Vidrio sobre vidrio 09 |04
Teflén sobre teflén 0.04 | 0.04
Teflon sobre acero 0.04 | 0.04
Caucho sobre hormigén (seco) 1.0 | 0.80
Caucho sobre hormigén (htumedo) | 0.30 | 0.25
Esqui encerado sobre nieve (0° C) | 0.1 | 0.05

Cuadro 5.1: Valores aproximados de los coeficientes de friccion.
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5.3. Diagramas de fuerzas. Ejemplos de situaciones
de equilibrio

Para analizar el comportamiento dinamico o la condicién de equilibrio de
una particula, resulta fundamental dibujar correctamente las fuerzas que ac-
tian sobre la misma. Llamaremos diagrama de cuerpo libre al diagrama
de las fuerzas que actian sobre el cuerpo. Para trazarlo, hay que identificar
el objeto considerado y dibujar las fuerzas aplicadas sobre el mismo. Hay que
dibujar asimismo las fuerzas de ligadura, ejercidas por los elementos externos
al objeto.

Fijémonos en la figura [5.12] donde se han dibujado las fuerzas sobre m,
sobre M y sobre el sistema (m+M) considerado como un todo. Como vimos en
el apartado al hablar de la tercera ley de Newton, dada una fuerza (accion)
ejercida por un cuerpo M sobre otro cuerpo m, su correspondiente reacciéon sera
igual pero de signo contrario, y estard aplicada en M. No pueden equilibrarse
al plantear el diagrama de fuerzas sobre casa cuerpo aislado, porque cada una
de esas fuerzas acttia sobre un cuerpo distinto.

c)

¢M§

Figura 5.12: Diagramas de cuerpo libre asociados a un sistema de dos bloques. a)
Fuerzas sobre el bloque superior; b) Sobre el inferior; ¢) Sobre el sistema completo.
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Asi, en el ejemplo de la figura [5.12}

RmM = _RMm

Como se ha mencionado ya, desde el punto de vista de las fuerzas que
acttian sobre una particula, diremos que esta en equilibrio si la resultante de
las fuerzas que acttan sobre ella se anula:

Apliquemos esta condicién a los tres diagramas de cuerpo libre que surgen en
la figura [5.12

1) la condicion de equilibrio al sistema completo de la figura (las dos
particulas juntas):

Pr+Rs=0= (m+M)j+Rs=0

Y si ahora aplicamos la condicién de equilibrio a las particulas aisladas:
11) Particula de masa m: m g+ Ronrt = 0

1) Particula de masa M: M g+ Rotm +Rsg =0

Notese que realmente las tres ecuaciones no son independientes. De hecho,
si sumamos las ecuaciones II) e III), y aplicamos la tercera ley de Newton,
obtenemos la ecuacion I).

Al resolver los problemas hay que tener cuidado al pasar de las anteriores
expresiones vectoriales a las correspondientes relaciones entre los médulos de
las fuerzas. Asi, si se elige el vector unitario j en la direccion vertical y sentido
hacia abajo:

Pr=(m+M)gjyRs=—Rsj

La condicién de equilibrio del sistema se expresaria:

(m—l—M)gj—st:O

siendo el médulo de la reaccién normal igual al médulo del peso del sistema
completo.
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5.4. Momento lineal y angular

5.4.1. Momento e impulso lineal. Ley de conservacion.

El momento lineal o cantidad de movimiento de una particula se
define como:

p=m

Figura 5.13: Momento lineal de una particula. Como la velocidad, el momento lineal
es tangente a la trayectoria en cada punto.

Es una magnitud que da menos informacién que m y ¥ por separado. Sin
embargo, p es la magnitud relevante en la segunda Ley de Newton, que como
deciamos, en su forma “completa” se expresa (entendiendo F' como la fuerza

neta)
Ly dp di  _dm
Felmpn=22_,% ;4
g MU= =ty

y s6lo si m permanece constante (como ocurre en el caso de una particula)
toma la forma:

La expresion F= dp/dt nos permite obtener informacion sobre la dindmica
de la particula bajo diferentes puntos de vista:

= p = constante < F=0

Se trata de la ley de conservacion del momento lineal, que identi-
fica las fuerzas como responsables del cambio de momento lineal de las
particulas:

Si sobre un sistema no actian fuerzas externas, su momento lineal per-
manece constante (y viceversa).
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= La variacién de momento lineal en un intervalo de tiempo proporciona

también informacién relevante sobre el movimiento. Definimos Z, mag-
nitud denominada impulso lineal de la fuerza F', como

R tro
T [ Fat—ap=ty) - o) (5.3)
t

0

Veamos algunas propiedades y analicemos la informacién que puede ex-
traerse si se conoce el impulso:

1. Si la fuerza permanece constante en el tiempo, la integral es inme-
diata y tenemos:

—

F(ty—to)=AF=m v —mvy=1 (5.4)

En este caso, el impulso (medida de la variacion del momento lineal)
coincide con el producto de la fuerza por el intervalo de tiempo en
el que actia.

2. SiZ = 0, eso garantiza que los valores del momento lineal inicial y
final coinciden, pero no informa detalladamente sobre su evolucién.

Figura 5.14: Graficas de la evolucion temporal de la fuerza.

En el primer caso de la grafica el impulso es nulo, p(t3) = plt1)
y sin embargo p ha ido variando. Por ejemplo, p(t2) # plt1).

3. Comparemos ahora el efecto de una fuerza muy intensa actuando
durante un intervalo muy corto, con el de una fuerza que se prolonga
en el tiempo pero es mas débil: si el impulso lineal es el mismo, la
variacion de momento lineal sera la misma. Esto es interesante en
la descripcion de fuerzas muy intensas actuando durante un breve
intervalo de tiempo (por ejemplo en el anélisis de choques y percu-
siones). Lo visualizamos en el segundo caso de la figura. Es obvio
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que 7 = Fy At. Si Fy es muy grande aunque At sea muy pequeno
(At — 0), se tiene Z # 0.

Continuando con el ejemplo anterior, analicemos ahora el impulso
de una fuerza finita que dura un tiempo infinitesimal. En este caso:
lim Ap=0

dt—0 P
No se produce variacién de momento apreciable. Por este motivo,

al analizar el problema de la explosiéon de una granada se desprecia
por ejemplo Ap debido a la gravedad.

5.4.2. Momento e impulso angular. Ley de conservacién.

Figura 5.15: Definicion de momento angular.

Para completar el anélisis del movimiento de una particula introduci-
remos la magnitud momento angular, que se calcula respecto a un
punto:

—

lo=TXp

En el ejemplo de la figura el momento angular se calcularia respecto
al punto O, siendo 7 el vector de posiciéon (instantanea) de la particula

respecto al citado punto. (ver Fig. [5.15]).

Analicemos ahora los aspectos de la dinamica de la particula que quedan
patentes en su momento angular. De forma anéloga a lo visto para p, cuya
variacion viene dada por la fuerza que actia sobre la particula, veremos
cudl es la magnitud asociada a las variaciones del momento angular:

dl, dr dp

Lo _ 07 piix P 7 x F
7t dt><p—|—r><dt 047 x

z, (5.5)

Al producto 7 x ﬁ, T, se le denomina momento o par de la fuerza
F respecto de O. El momento de la fuerza es un vector perpendicular al
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plano definido por los vectores F y 7 (vector de posicion del punto de
aplicacion de la fuerza respecto a O). Veremos que esta magnitud T,, que
pone de manifiesto la influencia del punto de aplicacion de la fuerza,
es de capital importancia al analizar la dinamica de los objetos no pun-
tuales; de momento quedémonos con su definiciéon y con su papel como
responsable de las variaciones del momento angular. La ecuacién

dl’

— =7 5.6
5 = o (5.6)
nos proporciona la ley de conservaciéon del momento angular: El
momento angular de una particula respecto a un punto O se conserva
si el momento resultante de las fuerzas que actian sobre ella respecto a

dicho punto es nulo.
Anéalogamente a lo visto para el impulso lineal, definiremos el impulso
angular J del siguiente modo:

A =T dt = (Fx F) dt =7 x dL (5.7)

Integrando:
to

to
F= [ a7 =) - Ft)) = / T di

t1 t1

La utilidad de este concepto deriva de la ecuacion [5.7 que relaciona impul-
so lineal y angular. Por ejemplo, nos permitira relacionar las variaciones
de velocidad lineal y angular de objetos sometidos a percusiones.

Para finalizar este apartado, planteamos un par de ejercicios a modo de
ejemplos de célculo de momento angular de una particula.

Ejemplo 1: Para una particula en 6rbita circular uniforme, evaltese [,
y ly en los instantes marcados. jSe conserva [?

Figura 5.16: Ejemplo 1: movimiento circular uniforme entorno al punto O.

Solucion:
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El momento angular de la particula respecto a O en las dos posiciones
marcadas sera:

I(t) =ly(ts) =m Rvk=m R* w k = constante

donde hemos tenido en cuenta, como se vio al estudiar el movimiento
circular, que v = wR. La fuerza que acttia sobre la particula en este
ejemplo tiene necesariamente direccién radial y por tanto su momento
respecto al centro O de la trayectoria es cero y el momento angular es
constante. Ahora bien, si se calcula respecto a O7, es inmediato ver que
el momento angular no se conserva:

ly(t) =3mRvk y ly(t))=-m Rv k (5.8)

Ejemplo 2: Evaliiese el momento angular de una particula en movimien-
to rectilineo respecto a un punto O, a distancia d de la recta.

mo v

Figura 5.17: Ejemplo 2.

lo=mruvsena=muvd

l_; = —muvdk
5.5. Ejemplos de aplicacion
5.5.1. Movimiento de una particula bajo la accién de

fuerza de rozamiento viscoso.

» Fuerza de rozamiento viscoso (Fy):

Se la denomina también fuerza de arrastre. Esta asociada a la presencia
de un fluido que se opone a que una particula se mueva en su seno.
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Aunque en general todos los fluidos la ofrecen, la resistencia que ofrecen
los liquidos por ejemplo el agua, es claramente mayor que la ofrecida por
el aire.

Cuando ¥ es pequena, la fuerza de friccién viscosa es proporcional a o'y
de sentido opuesto:
F,=—-knv

e k es el coeficiente de friccidon viscosa, que depende de la geometria
del objeto que se mueve dentro del fluido. Para objetos esféricos
k=6 m R (ley de Stokes).

e 7 es una caracteristica del fluido llamada viscosidad. Es una me-
dida de la friccién interna entre unas moléculas y otras (dice lo
“pastoso” que es el fluido).

La unidad de viscosidad en el sistema CGS es el poise: 1 poise =

1

1 g ecm™! s7!. Se propone como ejercicio deducir de la ecuacién de

dimensiones de la viscosidad esta equivalencia de unidades.

En la préctica, se suele agrupar k£ y 1 en un tnico pardmetro, denotado
con la letra b, escribiéndose F;, = —b¥. Analicemos a continuacion la
dindmica de un objeto que cae en el seno de un fluido viscoso. Si se
deja caer una particula de masa m por un fluido viscoso, se observa
que ¥ aumenta. al principio, porque como la velocidad es proxima a cero,
también la fuerza viscosa es pequena. No obstante, poco a poco v aumenta
y también lo hace la fuerza viscosa. La aceleracién entonces disminuye
hasta llegar a una situacién estacionaria, con v constante.

Figura 5.18: Fuerzas que acttian sobre una particula que cae por un fluido viscoso.

Si aplicamos la segunda Ley de Newton (ver Fig. en que se repre-
sentan las fuerzas que acttian sobre la particula):

ma=mgqg—mpg—>bv
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donde mp g es el peso del fluido desalojado por la particula, esto es, la
fuerza de empuje que experimenta la particula (principio de Arquimedes).

Se llama velocidad limite (v, ) a la velocidad de la particula al alcan-

zar la situacion estacionaria (a = 0):

Vlim = (m_;nF)g (5.9)

Si considerasemos el empuje despreciable: vy, = m g/b.

Volviendo al caso de empuje no despreciable, si consideramos que la par-
ticula es esférica de radio R y densidad p,, y el fluido de densidad pr y
viscosidad 7:

m:pO%WR?’

37 R g (po—pr) _ 2 g R (po—pr)
9

mF:PF%ﬂ'R?’ Vlim = 67 R n

b=67m Rn

Es sencillo estudiar en el laboratorio la caida de bolitas de acero de
distintos didmetros en un tubo lleno de un liquido viscoso. Mediante la
relacion anterior y los datos experimentales puede obtenerse la viscosidad
7 del liquido.

Se propone como ejercicio el célculo de la velocidad limite (en unidades
del Sistema Internacional) de una gota de agua cayendo en aire y una
bolita de acero en glicerina (liquido viscoso).

Datos: diametro de la gota de agua y de la bolita de acero d = 1 mm, den-
sidad del agua pagua = 1 g/cm3, densidad del aire pgire = 1.3 1072 g/em?,
viscosidad del aire 7gre = 1.81 1074 poises, densidad del acero pacero =
7.9 10% kg/m3, densidad de la glicerina Pglicerina = 1.3 g/cm?, viscosidad
de la glicerina 7gjicering = 8.33 poises.

Solucion: vy, (gota) = 30.0 m/s, vy, (bolita) = 4.3 1073 m/s.
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Capitulo 6

DINAMICA DE UNA PARTICULA:
TRABAJO Y ENERGIA

En el capitulo anterior se ha introducido el concepto de fuerza, niicleo de
la Mecanica Clasica como teoria del movimiento. Conceptualmente, una vez
conocidas las fuerzas que actiian sobre una particula, podemos determinar con
precision los detalles de su movimiento. Esto serd posible en tanto seamos
capaces de resolver la ecuacion de movimiento F = d(m@)/dt. En la practica,
esto no es siempre posible, por una variedad de razones. Realmente, salvo en
casos excepcionalmente sencillos (por lo que se refiere a las dependencias de
F respecto al espacio o al tiempo) resolver la segunda ley de Newton puede
ser matematicamente muy complicado. No obstante, debe tenerse en cuenta
que en muchos casos la informaciéon exhaustiva que proporciona la solucién de
dicha ecuacién no resulta necesaria. Por ejemplo, nos puede bastar con conocer
la velocidad con la que la particula llega a un punto concreto, sin necesidad de
tener datos sobre la trayectoria que haya seguido en funcién del tiempo.

Los conceptos que vamos a introducir en este capitulo: trabajo, energia,
leyes de conservacion,... atienden precisamente a la cuestion anterior. Mostra-
remos como resolver de una manera simplificada una variedad de problemas de
indudable interés practico en los cuales la variable tiempo no resulta relevante,
apoyados en un conocimiento “global” de las fuerzas que actian.
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6.1. Trabajo

Vamos a introducir una nueva magnitud relacionada con la dinadmica de
una particula: el trabajo.

Supongamos una particula de masa m que se desplaza a lo largo de una
trayectoria bajo la accién de una fuerza F'.

Figura 6.1: El trabajo elemental realizado por Fes el producto escalar de la fuerza
por el desplazamiento dr.

El trabajo elemental dW realizado por la fuerza F se define como el
producto escalar:

AW = F - di
donde di es un diferencial del desplazamiento de la masa m.

En el caso de la figura dW = F - di = F dr cos . El trabajo total a lo
largo de un recorrido sera:

W = dW = F-dr

trayectoria trayectoria

En particular, si la masa se desplaza entre los puntos de vector posicién 7 y
75, denotaremos:

W= [ F-df (6.1)

= [M] [L)? [T]7%, y en el Sistema
Internacional se mide en julios (J = N m).

72
3
El trabajo tiene las dimensiones : [W]

Notese que para que se realice un trabajo es necesario que la fuerza
tenga una componente en la direccién del desplazamiento.
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Ejemplo 1: Trabajo bajo una fuerza constante.

Al calcular el trabajo realizado por una fuerza constante, dicha fuerza puede
“salir” de la integral:

772_’ 5 F2 N
W= F-dF:F-/ dif = F - (7 — )
. 7

T1

Supongamos que se trata de la fuerza gravitatoria:

P,

Y %

Figura 6.2: Trabajo de la fuerza de atraccién gravitatoria, que puede considerarse
constante cerca de la superficie terrestre.

F=-mgj

To—r1=(x2—21) 2+ (Y2 —11) J

Teniendo en cuenta que Fli y que el dngulo entre F y j es de 180°:

W=F (f—7)=mg(yi—y)=mgh

El trabajo realizado por la fuerza de gravedad es independiente de la trayec-
toria recorrida, dependiendo unicamente de la diferencia de altura entre las
posiciones inicial y final.

Ejemplo 2: Péndulo simple.

Vamos a analizar ahora el trabajo realizado por las fuerzas que actian en
el sistema de la Fig. [6.3] Por lo que respecta a la tension, no realiza trabajo
porque no tiene componente en la direcciéon del desplazamiento.
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Figura 6.3: Péndulo simple de masa m y longitud del hilo L.

Calculemos entonces el trabajo realizado por el peso:
dW = (m g) - dr

El trabajo realizado es el producto del desplazamiento por la componente del
peso en la direccion del desplazamiento, que denotaremos P; (componente tan-
gencial del peso).
Pr=—-mgsenf@ ;: di=+Ld0O
dW = —m g L senf df

Notese que dW > 0 porque fuerza y desplazamiento van en el mismo sentido
(en la situacion del dibujo: senf > 0y df < 0). Integrando:

0
Wg_m:/ —m gL senf df =m g L [cosB)) =m g L [1 — cos¥]
0

A modo de resumen del ejemplo, diremos que cuando la masa se dirige
hacia los puntos de amplitud maxima, el trabajo que realiza la gravedad es
negativo y tiende a disminuir la velocidad de la particula. En cambio, cuando
se dirige al punto 6 = 0, el trabajo realizado por la gravedad es positivo y
aumenta la velocidad de la masa.

6.2. Potencia

En muchas ocasiones interesa conocer el “ritmo” con que se realiza trabajo
(se transmite energia) sobre la particula. La magnitud que representa este con-
cepto es la potencia (P). Definiremos a continuacion la potencia instantdnea.
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Para ello, recordemos que dW, el trabajo en un recorrido infinitesimal, se ha
definido como: dW = F - di. Expresando 7 en funcion de la velocidad de la
particula escribiremos:

AW = F - 5dt = Pdt (6.2)

donde se ha definido la potencia instanténea como P = F - 7 = dw/dt.

En cuanto a sus dimensiones: [P] = [M] [L]? [T] 3, y se mide en watios

(W = J/s).

En muchos casos es interesante conocer la potencia media (potencia pro-
mediada durante un intervalo de tiempo representativo), definida como sigue:

P()

t, t+At  t

Figura 6.4: Concepto de potencia promedio.

N 1 t1+At 1 t1+At_’
<(P>=fP=/ det:/ F-vdt=
At ),

L At Jy,
_ i /t1+At F’ - Wtotal
At ), At

donde Wiyar es el trabajo realizado por la fuerza en el intervalo de tiempo
At. Es evidente que < P > puede interpretarse como aquel valor de potencia
constante que produciria el mismo trabajo total en el intervalo de tiempo
considerado.

6.3. Energia cinética

Consideremos la fuerza total que acttia sobre una particula:

. dp
F==>" .
dt (6:3)
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En el caso en que la masa permanezca constante, el trabajo realizado sobre la
particula puede expresarse como:

dW:ﬁdﬁmﬁ%ﬁ:mﬁw

A partir de la formula anterior se puede encontrar una relacion sencilla entre
el trabajo total que realiza la fuerza y la modificacion de la velocidad de la
particula sobre la que actia. Asi, el trabajo que realiza la fuerza F cuando la
masa m se desplaza de 7 a T5:

L O N A
W = mvdi= m —d(U-U)==muv;— = muvj
- 5 2 2 2

Si definimos la energia cinética como:
1 2

T=-mwv
2

entonces, el trabajo realizado por la fuerza Fenla trayectoria entre los puntos
1y 2 se puede expresar asi:

Wise =15 -T)

El trabajo de la fuerza total aplicada (el trabajo que realizan todas las fuerzas
que actian sobre una particula) es igual a la variacion de su energia cinética
(se “invierte” en modificar T.)

Hay que tener presente que el trabajo proporciona una informacién parcial:
nos dice como cambia el moédulo de la velocidad entre los puntos extremos de
la trayectoria, pero no da informacién de lo que ocurre en el trayecto.

Ejemplo: Trabajo realizado por una fuerza central.

v
.

Figura 6.5: Trayectoria circular de una particula bajo la accion de una fuerza central.

En el ejemplo de la figura, la fuerza que actia sobre la particula es cen-
tral, en direccion radial. Esa fuerza es la causante de la aceleracion normal o
centripetra de la particula en su trayectoria circular.

F=miy (6.4)
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FLdi=dW =0= AT =0. (6.5)

Como vemos, si una particula describe una trayectoria circular bajo la accion
de una fuerza dirigida hacia el centro de dicha trayectoria, su energia cinética
no varfa. Si F tuviera una componente tangencial el médulo de la velocidad
cambiaria y AT # 0.

6.4. Fuerzas conservativas y disipativas. Energia
potencial

En general, el trabajo realizado por una fuerza en un desplazamiento entre
dos puntos depende de la trayectoria. Existe, sin embargo, un tipo particular
de fuerzas para las que esto no es asi y el trabajo depende exclusivamente de la
posicién de los puntos inicial y final de la trayectoriaﬂ no del camino seguido.
Este tipo de fuerzas reciben el nombre de fuerzas conservativas:

2 2
/ ﬁ.df:/ F.di ¥ Cy,C
1, Ch 1, Oy

Entre las fuerzas conservativas se encuentran la gravitatoria, la elastica y
la electrostatica. Por su parte, entre las no conservativas se encuentran las que
dependen de la velocidad o el tiempo y las fuerzas de rozamiento.

Figura 6.6: Desplazamiento de una particula entre dos puntos, a lo largo de diferentes
trayectoria, C;.

Para una fuerza conservativa, como el trabajo sélo depende de los puntos

'En lo que sigue, y por brevedad, denotaremos Py y P2 o simplemente 1 y 2 los puntos
inicial y final de la trayectoria, (71 y 7> hasta el momento).
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de partida y llegada, el trabajo a lo largo de una trayectoria cerrada sera nulo:
j{ﬁ-d?zo vV C cerrada
C

Para demostrarlo, basta con considerar dos puntos que dividan C en los dos
caminos C7 y Co (ver figura :

2 1
%F-df':/ F'dF+/ F-dr
c 1,4 2, Cy

Puesto que W no depende del camino, | f12 ) Fdi = ff o F.dr |, cambiando
los limites de integracién obtenemos que:

2 - 1 .
/ F~dF:—/ F.dr
1, C1 2, C2

Entonces, sustituyendo el primer sumando por su valor, obtenemos:

fﬁ-d?zo
C

Dado que el trabajo realizado por una fuerza conservativa solo depende de
los puntos de partida y de llegada, se puede definir una funcién escalar llamada
energia potencial, U(7), tal que:

AU=UF) —U®F) = - = —/ F(7")dr"’

donde 7, es un punto arbitrario de referencia.

Es importante tener en cuenta que, de acuerdo con la definiciéon anterior, es
la diferencia de energa potencial entre dos puntos lo que esta definido sin
ambigiiedad. Despejando en la relacién anterior podemos expresar el valor de
la energia potencial en un punto 7, pero sin olvidar que la estamos refiriendo
al valor que adquiere en uno de referencia 7,. (Se suele elegir U(7,) = 0).

U = U(F,) - / CE( )

Es importante tener presente que para poder definir una funcién de energia
potencial, la fuerza tiene que ser necesariamente conservativa (la energia po-
tencial tiene que ser independiente de la “historia” de la particula). Lo podemos
enfatizar mediante la relacion AU = —W,, donde llamamos W, al trabajo de
las fuerzas conservativas.

Las fuerzas no conservativas evidentemente pueden realizar trabajo, pero
el valor de éste no queda determinado por lo que ocurre en los puntos inicial y
final, sino que depende ademas del camino seguido entre ellos.
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Antes de comentar algunos ejemplos de fuerzas conservativas, podemos an-
ticipar que la relacion entre U y F' se puede invertir para obtener la fuerza a
partir de la energia potencial. Més concretamente, restringiéndonos a proble-
mas unidimensionales, tendremos que:

du

df =—-Fdoe=F=———
dx

Ejemplo 1: fuerza y energia potencial gravitatoria:
Recordemos que la fuerza gravitatoria se expresa:

= mip mz

Fg = —G T T, (66)
donde G es la constante de gravitacién universal (G = 6.673-10~ Nm?kg—?2),
mq y Mo las masas de los cuerpos que se atraen, r la distancia que las separa
y # un vector unitario en la direccién que une ambos cuerpos.

Pensemos en la atraccién ejercida por la Tierra, de masa Mz, sobre un
cuerpo de masa m. Es sencillo comprobar que la fuerza gravitatoria es con-
servativa calculando el trabajo entre dos posiciones genéricas cualesquiera de
m:

Figura 6.7: Fuerza gravitatoria ejercida por Mp sobre una particula de masa m, en
una posicion dada por 7 respecto a M; la direccion de la fuerza viene dada por la de

—

r.

W:—/ G]mede:_/ GMrm , _GMrm 11

2 2
0 r 0 T r 0 ror,
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Vemos que el trabajo solo depende de las posiciones extremas de la parti-
cula, quedando demostrado que la fuerza gravitatoria es conservativa.

La forma mas sencilla de calcular la energia potencial gravitatoria es cal-
cular el trabajo de la fuerza gravitatoria y utilizar la expresion:

W =-AlU

Si pensamos en el ejemplo 1 estudiado al hablar del trabajo realizado por
una fuerza constante (seccion , figura , es inmediato reconocer que
el trabajo calculado corresponde a menos la variaciéon de energia potencial
gravitatoria: el trabajo realizado por el peso cuando la particula iba de la
posicién 1 a la 2 era positivo, lo que implica que disminuye su energia potencial
gravitatoria.

Ejemplo 2: energia potencial elastica: E|

Figura 6.8: La fuerza elastica de compresion ejercida por el resorte cuando se ha
estirado respecto a su longitud natural. Se ha representado en trazo discontinuo la
situacion en que el resorte esta sin estirar y la posicion de la masa viene dada por
x=0.

Supongamos un resorte ideal de constante eldstica k unido a un bloque de
masa m (ver Fig. . Veamos que la fuerza elastica F' = —k& resulta ser
conservativa:

Z/l(:v)—u(O):—/m F.d /:—/Ox(—m’) da:’:%kxg

2Se estudiara en profundidad la fuerza elastica en los proximos capitulos; por el momento
nos detendremos en la comprobacion de su caracter conservativo
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6.5. Variacién/Conservaciéon de la energia mecani-
ca

Consideremos una particula sometida a la acciéon simultanea de fuerzas
conservativas y no conservativas:

F=F,+F,
El trabajo realizado por dichas fuerzas sera:
W =Wy + W,
Aplicando lo visto anteriormente:

We=—-AU

W — AT } = Whe = AT + AU

Si definimos la energia mecanica £ = T+ U, la ecuaciéon anterior nos indica:
AE =W, (6.7)

resultado que debe entenderse del siguiente modo: en presencia de fuerzas no
conservativas, la ecuacion antertor permite determinar el cambio de energia
mecdnica que producen dichas fuerzas. Dicha expresion nos da un método para
resolver problemas con fuerzas no conservativas si podemos evaluar W, de
algin modo. Por otra parte, si solo acttian fuerzas conservativas recuperamos
el conocido teorema de conservaciéon de la energia: si sobre una particula sélo
actian fuerzas conservativas (no eziste accion de fuerzas no conservativas), la
energia mecdnica se Conserva. E}

Wpe = 0 = E = constante.

6.6. Representacion grafica y estudio de las curvas
de energia potencial

Como deciamos mas arriba, en ausencia de fuerzas no conservativas (co-
mo podria ser el rozamiento), la energia mecéanica se conserva: E = T+U

3Es importante entender la afirmaciéon que dice que la energia mecanica se “conserva”
cuando no existen fuerzas de tipo no conservativo. Uno de los principios més asentados del
conocimiento cientifico es que la energia se conserva siempre. Lo que ocurre es que el trabajo
producido por fuerzas no conservativas puede convertirse en otras formas de almacenamiento
energia, diferentes de la cinética o potencial
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=constante. Cumpliéndose esa condicién y conociendo la relacion entre fuerza
(conservativa) y energia potencial, que en una dimensién no es sino:

au
U(a:)——/Fd:c:>F =

estamos en condiciones de obtener informacion del movimiento a partir de las
propiedades de U(z). Vamos a verlo con un ejemplo:

E, \ EDOtenciaI\ / /

o

Ep
\ Xa3 X'a3 //
- N AR Y AR IR
@ o Beria B ° A\ ° Xm2 | a
m A Posicion x
it F F
Es — <

Figura 6.9: Representacion grafica de una funciéon de energia potencial de una parti-
cula, junto a diversos posibles valores de energia mecanica.

» Posiciones de equilibrio: son los puntos en que la derivada de U(x) se
anula, esto es, los maximos y minimos de la funcion.

La energia potencial de la figura presenta dos minimos, Tm1 y Tma,
y un maximo x; que corresponden con las posiciones de equilibrio de la
particula.

= Direcciones y sentidos de la fuerza: como F es la derivada de la energia
potencial cambiada de signo, su signo es opuesto al de la pendiente de
la curva. En el ejemplo de la figura, fijémonos en el minimo en x,,2. Alli
la particula estara en equilibrio. Para x > x,,2 la pendiente es positiva,
luego F sera negativa, dirigida hacia la posiciéon de equilibrio, y para
T < Zme la pendiente es negativa luego F serd positiva, dirigida de
nuevo hacia la posicién de equilibrio. Tenemos asi una fuerza que conduce
continuamente a la particula hacia la posicién de equilibrio; x,,2 sera
una posiciéon de equilibrio estable. Un analisis anélogo en torno a x s nos
conduce a identificarlo como una posiciéon de equilibrio inestable. Con
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caracter general se identifican los minimos de U(z) como posiciones de
equilibrio estable y sus maximos como posiciones de equilibrio inestable.
A fuerzas como las que se acaban de describir, que tienden a llevar de
nuevo a la particula a su posicién de equlibrio, se las denomina “fuerzas
recuperadoras”.

= Puntos de retorno. Dependiendo del valor de la energia mecanica F; de
la particula, esta va a poder describir distintos movimientos. Vamos a
centrarnos, por ejemplo, en un nivel como el etiquetado como F3 en la
grafica. Con esa energia la particula solo puede moverse en torno a s,
con un movimiento acotado entre z,3 y /5 (puntos de retorno). La parti-
cula no puede estar fuera de ese rango porque su energia potencial nunca
puede superar el valor de su energia mecénica; los puntos de retorno por
tanto son las abcisas de los puntos de interseccion entre la curva U(z) y
el nivel -constante- E. Veremos que la situaciéon que acabamos de descri-
bir se corresponde con un movimiento oscilatorio en torno al minimo,
con una amplitud dada por z43 y 2,5 que depende del valor de la energia.
Para valores de energia mecanica mayores que E3 (como las Fy y E; de
la figura), la particula podria recorrer un rango méas amplio de posiciones
a lo largo del eje x.
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Parte 111

MOVIMIENTO OSCILATORIO
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INTRODUCCION

Existen muchos movimientos que se repiten una y otra vez. Es decir, si
pensamos en las magnitudes cinematicas, la posicién, velocidad y aceleraciéon
de la particula toman el mismo valor a intervalos regulares de tiempo. Nos
referiremos entonces a movimientos periodicos u oscilaciones. Un movimiento
periédico se caracteriza porque existe una posiciéon de equilibrio estable; cuan-
do el sistema se ve alejado de dicha posicion, actiia una fuerza que tiende a
devolverlo al equilibrio.

En la parte III se va a estudiar la dindmica de sistemas mecénicos osci-
lantes. Se comenzara por el Movimiento Armoénico Simple (MAS, oscilaciones
armonicas), para pasar a analizar en los capitulos siguientes el movimiento de
los sistemas oscilantes sometidos a fuerzas disipativas (oscilaciones amortigua-
das) o a fuerzas externas periddicas (oscilaciones forzadas).
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Capitulo 7

MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE

Comenzamos con este capitulo el estudio de la dindmica de sistemas meca-
nicos oscilantes. Nos centraremos en el anéalisis de la dinamica de las oscilacio-
nes armoénicas, analizando algunos de los ejemplos paradigmaticos. La meto-
dologia comun serd plantear la ecuacion de movimiento del sistema (segunda
ley de Newton) y resolverla (o al menos comprobar la solucién propuesta).

7.1. Ecuaciones basicas y ejemplos

Existen multiples ejemplos de sistemas oscilantes. Se caracterizan por una
magnitud fisica (posicion, velocidad, aceleracion...) cuyos valores se repiten a
intervalos regulares de tiempo.

Un ejemplo interesante es el movimiento arménico simple que encontramos,
por ejemplo, cuando se tiene una masa sujeta a un muelle y se estudia su
movimiento respecto a la posicién de equilibrio.

Figura 7.1: Si se estira el muelle una cierta longitud z respecto a su longitud natural
Ly, cuando se suelta la masa m comienza a oscilar.

Sea z la distancia de m respecto a su posiciéon de equilibrio; corresponde al
cambio de longitud que experimenta el muelle respecto a Ly (ver Fig. [7.1]). Al
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estirar el muelle, este ejerce sobre m una fuerza proporcional a dicha distancia,
siendo la constante de proporcionalidad (k), la constante eldstica del muelle :

F=-kzx

Escribiendo la segunda Ley de Newton:

mdQ—l‘——k:xédQ—x——ﬁx
dt? dt?  m

Para indicar derivada con respecto al tiempo en lo que sigue colocaremos
un punto sobre la variable que se deriva, y si la derivada es doble dos puntos.
Con esta notacion, la ecuacic’)nlﬂ correspondiente al movimiento de m seréa:

Es inmediato comprobar que si, como ocurre en este caso, la aceleraciéon es
proporcional al desplazamiento y con signo opuesto, la solucién del movimiento
es una oscilaciéon arménica:

x=A cos(w, t+0)

siendo w, = y/k/m. En esta expresion A es la amplitud de la oscilacion, w, es
la frecuencia angular natural (w, = 27 v = 2 /T, expresada en el SI en rad/s)
y 0 es el desfase que viene dado por la posicién a t = 0. v es la frecuencia,
medida en hertzios (Hz = ciclos/s=s~!) y T el periodo medido en segundos.
La figura [7.2] ilustra la interpretacion grafica de estos parametros para el caso
d =m/2, es decir x = Acos(w,t + 7/2) = Asen(w,t).

Hemos de destacar que las caracteristicas de la solucién se extienden a
cualquier sistema cuya ecuacién dinamica se pueda expresar como:

£=—uwj &

siendo ¢ una magnitud fisica cualquiera (mecénica, térmica, eléctricas, etc).

'Este tipo de ecuacion, que ha surgido al aplicar la segunda ley de Newton, se denomina
ecuacion diferencial. Para entender su significado pensemos que la funcion z(t) que satisfaga
dicha relacién entre derivadas nos proporcionaré el movimiento del sistema (es la solucion de
la ecuacion diferencial). Existen métodos de resolucion sistematicos, pero aqui operaremos
de modo empirico.
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x(1) ‘
Ar T ]

A2

cosd=0= d=n/2

-A/2F

1 1 1 1 1 1
0 T/4 T/2 3T/4 T 5T/4 3T/2 TT/4 2T
t

Figura 7.2: Tlustraciéon de los pardmetros que caracterizan un movimiento armoénico
simple del tipo x = A cos (w,t + 9).

7.2. Trabajo y energia en el movimiento armoénico
simple

Veamos algunas consideraciones energéticas del M.A.S.
= Energia total: Para calcular la energia mecénica del oscilador evaluare-

mos su energia cinética y potencial. Como vimos en el capitulo anterior,
para la fuerza elastica se define la energia potencial de acuerdo con:

x 5 T 1
U(x)—U(o):—/ F-d:p’z—/(—kx’)dm’:2kx2
xT 0

Con lo que la energia sera, tomando U(0)=0 y desarrollando ambos tér-
minos:

1 1
E=T+U=-mv+ - ka?
2 2
T:EmUQZETnai:2:1mAZw2 sen’(w, t + 0)
2 2 2 0 0

ka? = 1 k A? cos®(w, t+0)
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Entonces, sumando las dos expresiones se tiene:
1
E=_FkA?
2

Puede verse que es constante. Es inmediato ver que podemos tomar el
punto de velocidad nula (puntos de retroceso en el lenguaje del capitulo
@ como referencia sencilla para calcular la energia del sistema oscilante.

Veamos en este caso qué informaciéon puede extraerse del analisis de la
curvas de energia potencial, siguiendo el estudio planteado en el capitulo

(6]

0.75¢

0.5F

0.25¢ -

1/2 k X2
e

U=

Figura 7.3: Representacion grafica de la energia potencial elastica asociada a la fuerza
F = —kx frente a x.

Se muestra en la figura la pardbola que representa a la energia potencial
elastica en funcion de la posicion. Para un valor dado de energia total
(lamémoslo E,), la oscilacion tendra lugar en torno al equilibrio y con
una cierta amplitud. En nuestro ejemplo, si tomamos en particular E, =
0.25, dado que E =T +U y T sb6lo puede ser positiva o nula, los valores
admisibles de U/ son los que pertenecen al intervalo 0 < U < 0.25. Dicho
de otro modo, la particula realiza oscilaciones entre los puntos = —0.5
y * = 0.5, que serfan los “puntos de retorno” como indica el grafico.
En dichos extremos tenemos E = U, es decir, la particula se detiene
(v = 0) y solo tiene energia potencial. Tras detenerse, y debido a la
fuerza F' = —kx, “acelera” hacia la posicion de equilibrio, donde la energia
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potencial es nula y la total coincide con la cinética E =T < U = 0. Las
propiedades del movimiento de la particula sometida a la fuerza elastica
del ejemplo analizado son, en realidad, aplicables a situaciones mucho
més generales. En realidad, lo dicho puede aplicarse a cualquier sistema
sometido a una “fuerza recuperadora”’, que definiremos como aquella que
produce el retorno a la posiciéon de equlibrio de la particula sobre la que
actua.

» Energias cinética y potencial medias:

Vamos a evaluar <T>y <U>, valores promedio de las energias cinéti-
ca y potencial, respectivamente, tomando como referencia un intervalo
temporal igual al periodo T.

1 1 1
Tzimv2:§mj72:§mz42w§ sen?(w, t +0)
m A2 w T
<T>—/ T dt —77, sen?(w, t+0) dt

0
Calculando la integral se obtiene:

<T>=—0 L — | A

De forma analoga puede calcularse el valor medio de la energia potencial:

lkﬁ

< U >= 1

27T

Se tiene por tanto que los valores medios corresponden en ambos casos
a la mitad del valor de la energia mecénica E.

-
/ cos?(w, t +6) dt =
0

1
<u>:<T>:§E
= Deduccién de la ecuaciéon de movimiento a partir de la expresion
de la energia:

1 1
E:§m¢2+§ka}2

Al ser la energia mecanica constante, su derivada respecto al tiempo debe

ser cero.
dE 1 1
Despejando encontramos la ecuacién diferencial de movimiento:

k

T = —— x siendo w?z—
m m
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7.3. Ejemplos

Ejemplo 1: Objeto colgado de un muelle vertical (Fig. 7.4])

Figura 7.4: Objeto de masa m colgado de un muelle vertical.

Ahora, la ecuacion de movimiento es:

mij=—ky+mg = —ky=>my =—ky
. ko,
=y = ——y
m

De modo que si referimos el movimiento a la posicién de equilibrio (dibujo
central en la figura) podemos “olvidarnos” de la gravedad, ya que recuperamos
la ecuacién del movimiento armoénico simple.

Por otra parte, podemos verificar que la expresiéon de la energia poten-
cial total (elastica mas gravitatoria) tomando como referencia la posicion de
equilibrio es:

U=-%kuy

Ejemplo 2: El péndulo simple.(Fig.

En un péndulo simple (particula de masa m en el extremo de un hilo
inextensible de longitud L; movimiento restringido a un plano) el movimiento
cuando se ve apartado del equilibrio y se le deja evolucionar libremente es
oscilatorio, pero como veremos a continuacion sélo es armoénico (M.A.S.) para
pequenos desplazamientos fuera del equilibrio.

En la direccion del hilo (radial), la tensién menos la componente radial del
peso proporciona una aceleraciéon centripeta.

2

T — 0 =m—
mgcos m—
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o A
-mg sené 0

Figura 7.5: Esquema de un péndulo simple, mostrando las fuerzas que acttian sobre
la particula de masa m. Se muestra la componente tangencial del peso. 6 > 0= Fyp =
—mgsenf < 0.

En cuanto a la direcciéon tangencial, la segunda ley de Newton nos proporciona

informacion del movimiento (incluida la modificacion del modulo de 7)
Fr=m ar, donde
aT:i):Lw:LéELa
Sustituyendo ar en la expresion anterior:
—mg senf=mL6b

La ecuacion anterior no corresponde en general a un M.A.S., pero para 6 < 10°
podemos utilizar la aproximaciéon senf = 6, y obtenemos la ecuaciéon de un
M.A.S.

..__g
0= L0

Por analogia con lo visto al analizar el sistema masa-muelle, E| se tiene que en
el caso de las oscilaciones de baja amplitud del péndulo simple la frecuencia
angular natural de la oscilacién libre viene dada por:

Wy =

==

Y la posicion de la particula vendra dada por: 8(t) = 0,cos(w,t + ¢, )

En la siguiente secciéon se profundizara en el hecho de que la aparicion
de oscilaciones armoénicas para pequefias amplitudes es una propiedad muy
general, como ya se indico en el capitulo [6] al analizar las curvas de energfa
potencial.

2La frecuencia se calcula como la raiz cuadrada de la constante que acompaiia al despla-
zamiento en la ecuaciéon de movimiento.
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Ejercicios propuestos:

1. Analogamente a lo que se acaba de mostrar, se propone al lector que
obtenga la ecuaciéon de movimiento para las oscilaciones del péndulo simple
a partir de la ecuacién de su energia; teniendo en cuenta que £ =T + U =
constante = dE/dt = 0.

2. Se plantea igualmente la siguiente pregunta: jcudl es el valor medio - en
un periodo- de la potencia suministrada por el muelle en el caso de la figura
Recordad que P;,s = Fv y que habra que evaluar < P;,s > en un periodo.

7.4. Pequenas oscilaciones. Aproximaciéon armoni-
ca

En esta seccién se va a ver que, en general, los sistemas oscilantes no armo-
nicos pueden ser descritos como si lo fuesen en tanto en cuanto nos limitemos
a oscilaciones de pequena amplitud (“pequenas oscilaciones“).ﬁ Cuando no se
cumpla dicha condicién, el comportamiento se hace sumamente complejo.

Comenzaremos recordando algunos aspectos tratados en el analisis de sis-
temas oscilantes mediante argumentos de fuerza/energia, a los que aqui se dara
una fundamentacion matemética general. [| Hasta el momento se han estable-
cido de modo muy genérico las condiciones que cumple un sistema que oscila
en torno a un punto de equilibrio. Limitandonos a casos unidimensionales y
tomando z.; = 0, la fuerza recuperadora I’y su energia potencial asociada
U = — [ Fdz deben ser tales que

dU
F =—>0 0
(x) . >0, x<
aU
F = - = =
() - 0, z=0
dU
Flz)=-"-<0 0
(x) . <0, x>

Notese que la energia potencial asociada presenta un minimo en x = 0,
posicién de equilibrio estable.

Teniendo en cuenta las expresiones anteriores, muy generales, vamos a con-
cretar la forma de F'y U apoyédndonos en razonamientos basados en la interpre-

3Salvo en situaciones muy excepcionales que no vamos a analizar aqui.
4Se recomienda releer la seccion ademas de la que se acaba de ver.
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tacion del concepto de derivada (Cap. . Asumiendo continuidad en la funcién
F y sus derivadas (algo natural desde el punto de vista fisico), podemos decir
que en puntos z suficientemente préoximos al origen, la fuerza F' seria reempla-
zable por una aproximacion lineal, f, cuya pendiente es la derivada F’'(x = 0).
De acuerdo con esto, se puede aproximar F' como

Flz)= f(x)=—Kz , x—0 (7.1)

donde K = —F’(z = 0). Vemos en la figura[7.6| que F(z) se aproxima por una
recta de pendiente negativa y que pasa por el punto x = OE| Integrando esa
fuerza se encuentra la energia potencial asociada:

Uz) ~u(x)==Kz®> , -0 (7.2)
La expresion de la energia con dependencia cuadratica en x se conoce como

aproximacion armoénica de la energia potencia, y corresponde a la funcion
parabolica de la figura. Notese que K = —F'(z = 0) = d*U /dz?| 0.

f(x) = -k x~F(x)

Figura 7.6: Representacion grafica de la fuerza recuperadora F = —asin (bx) y su
energia potencial asociada U = (a/b) — (a/b) cos (bz), junto con las aproximaciones
lineal /cuadratica.

5 Esto implica reconocer simplemente que, en un entorno suficientemente pequefio, una
curva y su recta tangente son muy parecidas.
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En otras palabras, cualquier movimiento oscilatorio” provocado por una
fuerza F'(z), puede aproximarse por una oscilacién armoénica. La constante K
representa la de un “muelle equivalente”, cuyo efecto seria indistinguible del
de la fuerza propiamente dicha, para oscilaciones de pequena amplitud. En la
figura la fuerza recuperadora es de la forma F'(z) = —asen (bz) con a y b
constantes positivas. En este caso tendriamos por tanto que K = a - b. Notese
que esa fuerza es la del péndulo simple estudiado en el apartado anterior, para
el que hemos visto que la fuerza “recuperadora”’ es Fpr = —mgsen 6.

Evidentemente, el rango de validez de la aproximacién armoénica dependeré
de cada problema concreto. De modo genérico, lo que puede asegurarse es que
en el entorno de la posiciéon de equilibrio la oscilacién es “casi armoénica”, con
una constante recuperadora dada por la ecuaciéon anterior.

LLegados a este punto, vamos a ver que las condiciones de que la posicién
de equilibrio sea x=0 y que la energia potencial en el equilibrio sea cero se
pueden obviar sin que las conclusiones extraidas pierdan validez. Para ilustrar-
lo, vamos a suponer una energia potencial como la analizada en la seccion [6.6]
cuya dependencia con la posicién es algo mas complicada.

E, \ Epotencial\ / /

ol

85T

X ‘ .
m1 m2 Posicion X

Figura 7.7: Curva de energia potencial frente a la posicion de la particula. Se indican
los dos puntos de equilibrio estable: z,,,1 ¥ Z.m2. Se muestra asimismo la parabola que
corresponde a la aproximaciéon armonica, valida en el entorno del minimo x,,2.

La funcion de la figura [7.7] presenta dos minimos, ;1 y Tm2, que corres-
ponden con las dos posiciones de equilibrio estable. Dependiendo del valor de
la energia mecéanica FE; de la particula, esta va a poder describir distintos mo-
vimientos. Vamos a centrarnos en un nivel de energia como el etiquetado como
E5 en la grafica. Con esa energia la particula va a describir una oscilaciéon en
torno a x;,2 y acotada entre z,3 y :Ufl3 (puntos de retorno). De acuerdo con
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lo que se acaba de ver, la energia de la particula podréa describirse, de forma
aproximada pero esencialmente correctaﬂ como:

2
Uz) = U(zm2) + %% (2 — Tp2)? (7.3)

T=Tm?2

donde simplemente se ha sustituido la distancia respecto al equilibrio (z) de la
expresion por la actual (x — z,,2), y donde se ha tenido en cuenta que la
energia potencial toma un valor no nulo en la posicion de equilibrio, U (x,2) #
0. Se interpreta por tanto que la particula describird una oscilacion, esencial-
mente armoénica, de frecuencia w, = \/K/m, siendo K = d*U/dx?|p—s,, ¥
amplitud A= z}4 - Ty = T2 - Tas.

Explicacién alternativa opcional

Hay un modo alternativo de justificar las ecuaciones [7.1] y [7.2] basado en el
desarrollo en serie de Taylor. Recordemos que para una funciéon f(z), en torno
a x = 0, este desarrollo proporciona una representacién polinémica dada por

la serie:
(oo}

1d”
n=0 " =0

Respecto a la fuerza, dado que se anula en la posicion de equilibrio (toma-

da aqui en z = 0), tendria como primer término no nulo el de orden lineal.

Podemos decir
_dF

Flw) dx

z + O(x)? (7.5)
=0

En cuanto a la energia potencial, puede expresarse como

1 d*U

U(z) = 5 da 22 4 O(x)3 (7.6)

=0

donde hemos usado U(x = 0) =0 y U'(x = 0) = 0. Cuando el desplazamiento
respecto al equilibrio esta restringido (=valores de x pequenos), la expresion
de la energia que resulta de despreciar O(z)? es una buena aproximacién para
la energia del oscilador:

_1dU
T 2dr

U(z) z? (7.7)

=0

5Los valores de x compatibles con la energia E3 son cercanos a T2, con lo que las distan-
cias al minimo siempre seran pequenas. Al calcular las potencias sucesivas de la diferencia
(z —m2) cada vez la contribucion es menos importante, por lo que se desprecian los términos
para n>2 sin cometer grandes errores.



90 Pequenas oscilaciones. Aproximaciéon armonica

Y se encuentra de nuevo la expresiéon de la aproximacién arménica para
la energfa potencial. A la vista de esta ecuacion y de la [7.2] se puede ver
que la constante de muelle equivalente para cualquier problema de pequenas
oscilaciones puede obtenerse como

_dF
dx

du

k= =

(7.8)




Capitulo 8

OSCILACIONES AMORTIGUADAS

Vamos a estudiar la dindmica de un oscilador sometido ademas a la accién
de una fuerza de fricciéon de tipo viscoso como la introducida en la seccién
Comenzaremos planteando la ecuacion diferencial de movimiento; ana-
lizaremos a continuacién el comportamiento del sistema en funcién del valor
de la constante de amortiguamiento en relaciéon a la frecuencia angular natural
del oscilador.

8.1. Ecuaciones basicas.

En los movimientos oscilatorios reales se disipa energia debido a la presencia
inevitable de fuerzas de friccién. Eso da lugar a una disminucién paulatina de
la amplitud de oscilacion.

Vamos a contemplar el caso de amortiguamiento de tipo viscoso (ver Fig
y estudiaremos sus caracteristicas principales. No obstante, existen otros tipos
de friccion que seran tratados como problemas de aplicacion. Centrandonos en
el que nos ocupa, una buena descripcién para la friccién es:

Fo=—b@ (8.1)

siendo la fuerza de fricciéon proporcional y de sentido opuesto a la velocidad. b
es un parametro que depende del medio viscoso (en concreto, de su viscosidad
n) y de la geometria del objeto sumergido en él. Entonces, la ecuacion de
movimiento queda:

mi=—-kx—bx (8.2)
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Dividiendo por m la ecuaciéon anterior y agrupando en el primer miembro se
llega a:

. b 2
$+E$+w0x:0 (8.3)

A b/m lo denominaremos constante de amortiguamiento, .

-

Figura 8.1: Esquema de un oscilador mecanico amortiguado. La masa m, sujeta a
un muelle de constante k, se halla ademés sumergida en un liquido viscoso, lo que la
somete a una fuerza adicional —bz.

El analisis de la solucién exacta de esta nueva ecuacion diferencial se aplaza-
ra hasta el apartado siguiente. Aqui comenzaremos por proponer una soluciéon
aproximada, que nos permitiréd ir conociendo las propiedades del sistema. Nos
basaremos en una serie de consideraciones fisicas razonables, que permitiran
hacer una formulacién matematica basica del problema:

1. Si b es muy pequenio es razonable suponer que el sistema oscilard con
una frecuencia muy parecida a la frecuencia natural del sistema. En estas
condiciones, la frecuencia de las oscilaciones amortiguadas serd wy ~ w,.

2. De la misma manera, si el amortiguamiento es débil, la pérdida de energia
en cada ciclo (1 ciclo= 1 oscilacion) debida a la friccion se puede suponer
muy pequena, y la energia puede tratarse de forma similar a la de un
MAS. En el MAS el valor medio de la energia cinética y de la potencial
coinciden: < U >=< T >= %E Si expresamos la tasa de pérdida de
energia con el tiempo (potencia instanténea:ﬁﬁ’) asociada a la friccion
como F,x, se tiene que:

dE
= Fi==b i’ (8.4)
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Y como el cuadrado de la velocidad es proporcional a la energia:

— ~—— FE=-—EFE (8.5)

Se considera que el tiempo caracteristico en el que la energia E varia de
forma apreciable es muy grande comparado con el periodo de oscilacion.
En estas condiciones, podemos considerar que la energia “casi” se conserva
en el intervalo de unos pocos ciclos. En la Fig. se ha representado
esa condicion para la amplitud, de forma que no apreciamos cambios si
nos fijamos en unas cuantas oscilaciones, aunque si que se produce una
disminucién en escalas mas largas de tiempo. La ecuacién obtenida es
facil de resolver:
dE dFE

o= E= =y di= E=E, e (8.6)

X A cos(m t - 8) ‘

A’cos(m t -d) N

t

Figura 8.2: Representacion de la hipotesis cuasi-estacionaria en las oscilaciones amor-
tiguadas. La amplitud disminuye con el tiempo, pero, como lo hace lentamente, se
mantiene practicamente constante en intervalos de varias oscilaciones.

Con esto tendriamos ya una informacion parcial sobre el movimiento del
sistema. Para el caso de una leve friccion viscosa, la energia decrece de
modo exponencial. Esta caracteristica es muy importante y, entre otras
cosas, nos permite definir el denominado factor de calidad, proporcional
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al cociente entre la energia en un instante t : E(t) y la pérdida de energia
en un ciclo, AE = E(t+T) — E(t).[]

Q=27 —— (8.7)

De acuerdo con , cuando el amortiguamiento es débil puede verse que
AFE =~ E~T, con lo que Q puede escribirse también como Q = wy/y =

wo /7.
3. De acuerdo con lo que se acaba de ver, la amplitud de oscilacién puede

también tratarse en la hipdtesis “cuasi-estacionaria” de la figura Re-
cordemos que en el M.A.S. la energia se relaciona con la amplitud del

modo:
1 2 E _ A 2 2 —ty -2t
donde A, = A(t = 0).
8.2. Discusion de la solucién exacta de la oscilaciéon

amortiguada

En este apartado, vamos a estudiar la solucién exacta de la ecuaciéon de
movimiento. No entraremos en el detalle de los métodos sistematicos de reso-
lucién de ecuaciones diferenciales, limitandonos aqui a presentar una hipotesis
plausible de la forma de la solucién, y dando al lector las pautas para verificar
su correcciéon. El argumento es el siguiente: como ya dijimos, para valores de
b muy pequenios la solucién de la ecuacién de movimiento debe asemejarse a
la del M.A.S., pero con una amplitud que en lugar de permanecer constante,
decrece poco a poco. Puesto que en esta hipotesis “cuasiestacionaria” (valida si
b es muy pequefio) se mostré que el decaimiento en amplitud sigue un patron
exponencial ecuaciéon , supondremos que la solucién exacta toma la forma

z(t) = Ayje” 2 teos (wit + ¢) (8.9)

que corresponde a un M.A.S. de frecuencia angular w; y amplitud decre-
ciente.

'En general podemos interpretar fisicamente la magnitud fisica Q en términos de la
pérdida relativa de energia.



Discusién de la disolucién exacta de la oscilacién amortiguada 95

Puede verificarse que la hipotesis anterior es correcta sin més que derivar
y sustituir en la ecuaciéon de la ley de Newton. De hecho, para que asi sea, la
frecuencia w; debe tomar el valor:

wp = (/w2 - — (8.10)

Puede observarse que para que w; tenga sentido como frecuencia de osci-
lacion, debe verificarse que w,>7v/2. Denominaremos a esa condicion como de
“Amortiguamiento débil”. Diremos que la solucion exacta del movimiento
oscilatorio amortiguado viscoso en condiciones de amortiguamiento débil toma
la forma:

2(t) = Age 7% cos (/w2 — (42/4) t + ¢) (8.11)

Es el momento de introducir una consideracién importante: el movimiento
de un oscilador amortiguado va a mostrar caracteristicas muy diferentes en
funcién del signo de la diferencia entre los pardmetros wg y 2 /4.

Pueden distinguirse tres situaciones, que se detallan a continuacién:

(i) Amortiguamiento débil o subamortiguamiento: v/2 < w, = w1 > 0 es
la frecuencia de la oscilacion. Es el caso ya descrito, que se interpreta
como una oscilacion similar a un M.A.S. de frecuencia wi, pero donde
la amplitud presenta un decaimiento exponencial (tanto menos acusado
cuanto menor sea el amortiguamiento)

(ii) Amortiguamiento critico: 7/2 = w, = w; = 0. Cuando se da esta situa-
cion el sistema no va a oscilar, siendo la soluciéon de la forma:

Terit(t) = (A+ Bt)e 2t (8.12)

Los valores de A y B son caracteristicos de cada movimiento, estando
determinados por las condiciones iniciales (posicion y velocidad en t=0):
A=z(0) y B= 2(0) +(v/2)x(0)

(iii) Sobreamortiguamiento: /2 > w, = w1 = i,/(7/2)? — w?. Aparece una
frecuencia “imaginaria”’, indicacién de que el sistema tampoco oscila en
estas condiciones. La forma que adquiere la soluciéon del movimiento del
oscilador sobreamortiguado es:

Taup(t) = Are” GO 4 Ay (G-A) (8.13)
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Noétese que hemos definido la constante (con dimensiones de [T]7!) g =
v/ (7/2)? — w? para simplificar la notacion. A; y Ay se deteminaran igual-

mente a partir de las condiciones iniciales.

En la figura se representa la solucién del movimiento de un oscilador
amortiguado para cada uno de los casos discutidos anteriormente. Deben des-
tacarse varios aspectos: (i) la modulacion de amplitud de la solucién oscilante
para el caso subamortiguado, que viene dada por el factor exponencial, (ii) en
las soluciones critica y sobreamortiguada no llega a producirse una oscilacion
y (iii) la solucién sobreamortiguada se separa menos del equilibrio (para con-
diciones iniciales idénticas), pero regresa hacia este con mas lentitud que la
critica.

-7 Subamortiguado

03 <——Amortiguado critico

0.2
Sobreamortiguado

0.1

0 5 10 15 20 25

Figura 8.3: Soluciones subamortiguada, critica y sobreamortiguada para un oscilador
armonico sometido a una fuerza de friccion creciente (y/w, = 0.2,2 y 4, respectiva-
mente) y con las mismas condiciones iniciales.

Lectura opcional (hasta el final de la seccion)
Para finalizar este capitulo, vamos a reconsiderar la evolucién de la energia
del sistema. Recordemos que bajo la hipétesis cuasiestacionaria obteniamos el
decrecimiento exponencial de la energia, dado por la expresion Realmente,
puesto que se conoce ya la forma exacta de la solucion z(t) de la oscilacion,
se puede obtener la forma exacta para la energia que deberia parecerse a la
aproximada tanto mas cuanto mejor pueda aplicarse la citada hipdtesis, esto
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es, cuando en un conjunto de varias oscilaciones la amplitud haya decaido muy
poco. Es posible evaluar de manera exacta la energia del sistema para un caso
subamortiguado partiendo de la ecuacion (8.11)), y teniendo en cuenta que:

1 1
Et)=U+T = 5@:2 + 5m:‘c? (8.14)

A modo de ejemplo, se muestra en la figura la evolucion de la energia
para un sistema con m = 1 kg,w, = 1 rad.s™',y = 0,2 s~ Aunque puede
apreciarse la diferencia entre la dependencia E(t) exacta y la aproximada, esta
proporciona una descripcion aceptable. Se comprueba facilmente que disminu-
yendo v el acuerdo mejora notablemente. En general, para valores del factor
de calidad superiores a 5 ( Q = wo/7>5), la formula exponencial E = E e~
da resultados razonables, por lo que la usaremos para describir el decaimiento
de la energia con el tiempo.

E/E

3 Aproximada: E et

0.8F !

Figura 8.4: Evolucién temporal de la energia mecanica de un oscilador subamor-
tiguado. Se compara la expresion exacta, obtenida a partir de con la solucién
aproximada dada por Se ha tomado m = 1,w, = 1,7 = 0.2 como en el ejemplo
anterior.
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Capitulo 9

OSCILACIONES AMORTIGUADAS Y
FORZADAS

En este capitulo se introduce un nivel més en la complejidad del oscilador.
Ademas de considerar la accion de la fuerza recuperadora y la de amortigua-
miento viscoso sobre la particula, supondremos que se le aplica una fuerza
externa de tipo oscilante. Sin pérdida de generalidadE] la tomaremos de la for-
ma F coswt, con F, una cierta amplitud (maximo valor de al fuerza externa
aplicada) y w su frecuencia angular, siendo en general ambos parametros “va-
riables”. Si se deja transcurrir tiempo suficiente, el movimiento del sistema
es una oscilacion armonica, de frecuencia w (la de la fuerza externa) y cuya
amplitud depende del valor de w en relacién con wy

9.1. Ecuaciones basicas y soluciones

Un planteamiento bésico de sistema amortiguado y forzado puede hacerse
en términos del esquema que muestra la figura [9.1] que no es otra cosa que
el prototipo del capitulo anterior, al cual se introduce una fuerza adicional a
través de la vibraciéon del soporte.

!Basandonos en el Teorema de Fourier, podemos afirmar que cualquier accion periédica de
frecuencia w puede construirse por superposicion de funciones armonicas sen(wnt) y cos(wmt),
(con wy, = nw; wm = mw ), que actiian como base de funciones. Ademas, la restriccion de
la forma cos(wt) no afecta a las propiedades que aqui estudidremos ya que se relaciona
bésicamente a las condiciones iniciales, aspecto no fundamental en lo que sigue.
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W [ X cos(wt)

/

it/

Figura 9.1: Esquema de un oscilador mecanico amortiguado y forzado.

Puede verificarse que cuando el soporte del muelle oscila del modo indicado:
X, cos (wt), esto se traduce en una acciéon del tipo Fj cos (wt) sobre el bloque
de masa m, siendo F, = kX,. Asi pues, la ecuaciéon de movimiento del sistema
(ma =Y F;) va a quedar:

md = —kx — b + F, coswt (9.1)

Una vez mas, prescindiremos del analisis matematico detallado para re-
solver esta ecuacion. Nos limitaremos a ofrecer argumentos fisicos razonables
sobre la forma que ha de tener la solucién y estudiaremos la validez mediante
sustitucion directa en la ecuacién diferencial. En primer lugar debe notarse
que los fenémenos fisicos involucrados en este problema guardan relaciéon con
varias escalas de tiempo, relacionadas con tres valores de frecuencia:

(i) la frecuencia natural, a la que oscilaria el sistema en ausencia de friccion

y de fuerza externa w, = \/k/m

(ii) lafrecuencia de las oscilaciones amortiguadas, no forzadas wy = \/w? — (v/2)?,
que corrige a la anterior en presencia de friccion.

(iii) la frecuencia de la fuerza externa oscilante w.
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9.1.1. Primera aproximacién: régimen estacionario

Como se ha adelantado al principio del capitulo, a pesar de su tendencia
natural el sistema acabara oscilando con frecuencia w en respuesta a la fuerza
externa. Plantearemos entonces su solucién como:

zp(t) = Acos (wt —§), (9.2)

entendiendo que esto serd la solucién valida una vez transcurrido un cierto
tiempo “de acomodo” desde el comienzo de la oscilaciéon. Se propone verificar
que esa solucion satisface la ecuacion de movimiento[9.1] es decir que se cumple

miy = —kxy — big + F, cos (wt), (9.3)

Para ello se derivard xp y se sustituird en la ecuaciéon diferencial. Puede ver-
se que la soluciéon propuesta satisface la ecuacion diferencial de movimiento
anterior siempre y cuando los valores de amplitud y fase cumplan

Fo/m

A =
\/(wg — w22 4 422

tand = —— (9.4)

Mas adelante analizaremos con detalle las implicaciones de las dependencias
de los parametros A,d que caracterizan el M.A.S. que describe el sistema en
el estado estacionario. Estudiemos primero el sentido de la solucion (9.2)) y su
validez.

9.1.2. Solucién completa: régimen transitorio y estacionario

Fisicamente, la solucion x(t) representa una oscilacién armonica que des-
cribe el comportamiento del sistema a largo plazo. Por otra parte, la ecuacién
diferencial (ley de Newton) rige obviamente en todo momento. Cabe pues
preguntarse: jqué es lo que ocurre para los valores del tiempo que van desde el
instante inicial hasta que se establece el régimen estacionario armoénico? Para
resolver la aparente inconsistencia basta poner la vista en el capitulo anterior,
en el cual se estudio la solucion amortiguada. Supongamos que llamamos ()
a una cierta solucién de la ecuacién amortiguada, es decir, que cumple
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Es obvio que la combinaciéon x = x; + x5 cumple la ecuacién (ley
de Newton para el oscilador forzado), como puede verse por mera sustitucion.
Puede decirse que la solucién completa x se compone de una parte “transitoria”
T que se amortigua con el tiempo y una parte “estacionaria” xx que es una
oscilacién armoénica simple. La suma de ambas, al transcurrir el tiempo, tiende
asintoticamente a xg.

Todo lo anterior se ilustra en la figura[0.2] que se ha obtenido combinando
las soluciones descritas. Notese que, efectivamente, tras un tiempo de acomodo
se observa un M.A.S.

Por ultimo, debemos aclarar que la forma exacta que adopta el transitorio
incial depende fuertemente de los parametros que caracterizan al sistema w,,, wy
(determinada por v) y w y que lo que aparece en la mencionada figura es
propio de una eleccién concreta de valores. Recomendamos al lector estudiar
la influencia de la relacién entre w y w,.

i
xe(®
10
-0.5
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
1.5 T T T
X, (H)+x _ (t
T IOIEN) 7
0.5
O, -
-0.51 *
-r R —— > estacionario
15 | | | | 1 | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 9.2: Solucién de la ecuacién de Newton para el desplazamiento del oscila-
dor amortiguado y forzado de la figura[0.I] Se muestran las componentes “parciales”
transitoria y estacionaria (arriba), asi como la solucion completa (abajo), suma de las
anteriores.



9.2. Trabajo y energia 103

9.2. Trabajo y energia

Evidentemente, al disponer de la solucién z(t) podemos analizar con deta-
lle todas las magnitudes fisicas de la dinamica del sistema, en particular sus
energias cinética y potencial. Nos centraremos en el régimen estacionario, y
dado que se trata de un fenémeno periddico, la magnitud fisica que adquiere
sentido es el valor promedio de la potencia <P >, definida en el capitulo[0] .

Surge la cuestion de cuél de las tres fuerzas que acttian sobre el bloque (o
combinacion de ellas) tiene sentido utilizar para el calculo de la potencia. En
el régimen estacionario la respuesta es clara: por un lado, la potencia media
asociada a la fuerza recuperadora es nulaE| mientras que, por otro lado, las
asociadas a la fuerza de friccion (disipada) y la de la fuerza externa (absorbida)
han de ser opuestas.

<P>gis= — <P>ups

Esto dltimo ha de ser asi porque si el sistema recibiese mas o menos potencia
de la que consume no podria mantener una oscilaciéon de amplitud constante.
Habria o bien un aumento neto de amplitud o una disminucién, dependiendo
de si entra méas energia de la que sale o viceversa. Puede por tanto evaluarse
la potencia media a partir de cualquiera de las dos expresiones anteriores; a
continuacién se recoge el calculo basado en la fuerza disipativa.

<(P>abs: = - <T>dis
<P>= = — < bi? >=< F, cos (wt)ip >

= bA%w? < sen’(wt — §) >= —F, Aw < cos(wt)sen(wt — §) >

bA*w?  F,Aw
2 2

sen(0) (9.6)

Sustituyendo A y sen(d) por las expresiones que se deducen de 1' la po-
tencia media se expresa como

1F? yw?
<P>=--10 . 9.7
2m (w2 —w?)? 4 y2w? (9.7)

2Invitamos al lector a comprobarlo, como se propuso en el ejercicio n? 2 del capitulo E

3Recordad que sen(d) = tan(8)/+/1 + tan2(9)
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Es evidente que los intercambios energéticos del sistema dependen notable-
mente de la relacién entre los parametros de oscilaciéon. Este aspecto conduce
al concepto de resonancia, que estudiaremos en el apartado siguiente.

9.3. Resonancia

Vamos a estudiar las caracteristicas de la grafica de amplitud A de la oscila-
cion estacionaria frente a la frecuencia w de la fuerza externa, haciendo hincapié
en la informacién que puede obtenerse a partir de dicha representacion.

30 : | : L :

254

204

154

10 )

Figura 9.3: Curvas de resonancia en la amplitud de un oscilador amortiguado y
forzado para dos valores del coeficiente de friccion. El mayor de ellos da lugar a la
curva en linea discontinua. Se detalla también el comportamiento de la constante de
fase §.

Como ya se ha visto, tanto la amplitud de oscilacién en el régimen estacio-
nario, (expresion como la potencia disipada/transferida (9.7) tienen una
dependencia funcional singular en los parametros fisicos del oscilador. En con-
creto, es patente que la relacién entre las frecuencias w, y w resulta critica.
Este hecho, de relevancia muy similar en ambos casos, se ilustra para la am-
plitud en la figura [0.3] Nétese el marcado méaximo de la funcién A(w) cuando
la frecuencia aplicada es proxima la frecuencia libre del sistema (w ~ w,). Este
hecho se conoce como “resonancia” y tiene una interpretacién fisica evidente:
el acoplamiento entre la fuerza externa y el sistema oscilante resulta éptimo
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cuando se le impulsa a su frecuencia natural de oscilaci(’)nﬁ

Para finalizar, estudiaremos de modo cuantitativo el fenémeno de la reso-
nancia. Nos centraremos en dos aspectos que quedan patentes en la figura[0.3]
Es notable, que si bien la aparicién del maximo para w ~ w, es un hecho gene-
ral, la anchura de las curvas depende de modo evidente del valor del coeficiente
de friccién, cosa que puede constatarse representando la ecuacion para
diferentes valores de los parametros como se hizo en la citada figura.

Mientras que la altura de la curva disminuye, su anchura aumenta conforme
aumenta la friccion. Es inmediato comprobar a partir de la expresion de A(w)
en , que el valor que alcanza la amplitud en la resonancia en sistemas poco
amortiguados es proporcional al factor de calidad:

F /m Fo
Apar R Alw=w,) = 2— = — 9.8
e % Al = ) = 2 = 93)
donde F /k representa la amplitud de la oscilaciéon en el caso de que la frecuen-
cia de la fuerza externa fuera w = 0, es decir si actuamos instantaneamente
con una fuerza F,; no periddica. Graficamente se corresponde con el valor de

la ordenada en el origen de la figura[9.3

Existe un modo normalizado de cuantificar la anchura de una curva como
la que estamos analizando. Se usa el criterio de “medir” la anchura a mitad de
la altura maxima, llamémosla Aw. Nuestro objetivo aqui es aplicarlo al caso de
la curva de la amplitud de la oscilacién forzada, pero también es aplicable a la
de potencia media. Para encontrar la “anchura” Aw de la grafica, se buscan los
dos valores de frecuencia para los que la amplitud es la mitad de la maxima.
Para ello, mateméaticamente hay que plantear la ecuacion A,,../2 = A(w), y
resolverla en la variable w:

AmawaO/m: FO/m
2 27w, V(@Z =) 14202

o~

(9.9)

Es evidente que la resoluciéon implica una ecuacién polindémica de grado
4. Procederemos mediante un método aproximado, basdndonos de nuevo en
argumentos de tipo fisico y geométrico. Comencemos notando que al elevar al
cuadrado los miembros de la igualdad se obtiene

2
0

P02 = (W2 =W 4% = [y + @)y + @)+ 9% (9.10)

4En realidad, es sencillo demostrar que el maximo de amplitud aparece para la frecuencia
Wmaz = Wyy/1 — 1/(2Q?). Sin embargo, en osciladores poco amortiguados Q es elevado y se

cumple Wmae = w, -
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Resolviendo esta ecuacién, tendremos los dos valores de w indicados en la
ﬁgura (dos frecuencias para cada curva). La diferencia entre esos dos valores,
proporciona la anchura de la curva. La resolucién se simplifica si el problema
se centra en sistemas de poca friccion. Como se decia antes, mediante una
evaluaciéon numérica puede comprobarse graficamente que cuanto menor sea
el valor del coeficiente de friccion v, tanto més estrechas (y elevadas) seran
las curvas de A(w). Entonces, suponiendo que nos encontramos en el caso de
una gréafica “estrecha”’” podemos hacer la siguiente aproximaciéon para evaluar
su anchura a altura mitadP]

(wy +w)(w, —w) = 2w, (w, —w) = w,Aw (9.11)

de donde, sustituyendo en la ecuaciéon[0.10] inmediatamente obtenemos la cuan-
tificacion deseada

472w§ ~ w?Aw 21420 = 392 = (Aw)? = Aw = V3y (9.12)

Es decir, como ya habiamos adelantado, la anchura de la curva aumenta con
la friccién, de hecho mediante una sencilla regla de proporcionalidad. Mediante
un anélisis muy similar al que hemos mostrado, puede obtenerse el ancho de
la curva de resonancia en potencia. Esta curva, que corresponde a la funcién
< P> (w) dada por la ecuacion , presenta igualmente una estructura de
méaximo (estrictamente en w,) con una anchura. Awp = 7.

La aproximacién se basa en lo siguiente. Queremos evaluar de forma aproximada una
expresion que involucra dos valores muy similares, w,,ws o bien w,,w<. Se puede entonces
sustituir su suma por el doble de uno de ellos (2w,) sin que el resultado cambie de modo
apreciable, pero no podemos sustituir su diferencia por 0 ya que eso conlleva un error relativo
infinito. Pensemos por ejemplo, que tenemos el caso w, = 1000, w- = 1001 y w. = 999, ...
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DINAMICA DE SISTEMAS DE
PARTICULAS
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INTRODUCCION

Ya hemos analizado diferentes aspectos de la dindmica de una particu-
la. Partiendo de los conceptos basicos introducidos con las leyes de Newton
(fuerza, masa inercial y variacion del momento lineal) se desarrollaron los con-
ceptos de trabajo, energia y leyes de conservacion, cuya utilidad para descri-
bir /resolver diferentes tipos de movimientos resulta incuestionable.

En esta parte que comenzamos veremos como estos mismos conceptos van a
ser fundamentales para el estudio de sistemas de particulas. De hecho, veremos
que la dindmica de los sistemas no requiere nuevas ideas, sino que se formula
en los mismos términos, combinandolos del modo adecuado.
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Capitulo 10

CENTRO DE MASAS: ECUACION
DE MOVIMIENTO

La complejidad de los sistemas con muchas particulas no permite, en ge-
neral, hacer una descripcién detallada del movimiento de cada una de ellas
mediante técnicas sencillas. No obstante, introduciendo algunos nuevos con-
ceptos y extendiendo el uso de magnitudes aditivas (momento lineal del siste-
ma, energia del sistema, etc), podremos plantear y resolver algunos problemas
que ayuden a caracterizar la dinamica global del sistema. Veremos que para
cada sistema de particulas existe un punto especial (su denominado Centro
de Masas) cuya mecanica responde a ecuaciones sencillas y bien conocidas. El
movimiento de dicho punto nos dara idea de como se desplaza el sistema de
modo genérico. En lo que sigue vamos a ver como definir la posicion de dicho
punto y como obtener la informacion de su trayectoria.

10.1. Definicién de Centro de Masas: ejemplos

Se demostrara en lo que sigue que en todo sistema existe un punto llamado
Centro de Masas, que posee una propiedad muy notable: se mueve como lo
harfa una particula de masa igual a la del sistema (concentrada en su posicion),
sometida a la accién de la resultante de las fuerzas externas que actiian sobre
el sistema.

Definimos las coordenadas del Centro de Masas de un sistema de particulas
de masas m; situadas en posiciones dadas por los vectores 7; de la siguiente
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manera:

Roy = ——— (10.1)

Figura 10.1: Sistema de particulas puntuales m1,mas, ... my y posicion de su Centro
de Masas. Si en lugar de particulas puntuales se tienen objetos extensos, 7; haria
referencia a la posiciéon del centro de masas de cada objeto.

En cuerpos continuos, como se vera en el ejemplo del apartado [10.1.1} la
expresion anterior se convierte en:

. 1 [
Roy = i /T‘ dm (10.2)

Nota: frecuentemente se identifica Centro de Masas y Centro de Grave-
dad. En realidad se trata de conceptos distintos, pero ambos puntos coinciden
en la aproximacién de § uniforme, como veremos en el capitulo

Notacién Debemos tener presente que existen magnitudes fisicas de caracter
aditivo (es decir, la correspondiente al sistema es la suma de las individuales
de cada elemento que lo compone) y otras que no lo son. En este capitulo y
subsiguientes, se utilizara la notacién que se indica a continuacién en la tabla.
z representa una magnitud fisica de las que presentan caréicter aditivo en el
sistema (momento lineal, momento angular, energia).
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Notacion | Qué representa:

Z magnitud fisica de la particula i
Z magnitud fisica del sistema:
7 = Z Z;
i
z%, 2 magnitudes referidas al sistema Centro de Masas:

z* :Zz;‘

3

Cuadro 10.1: Notacion utilizada en sistemas de particulas.

10.1.1. Ejemplo: Centro de Masas de un alambre semicircular

y

dm— r = (Rcos(9) , Rsen(9))

Figura 10.2: Esquema de calculo del Centro de Masas de un semianillo con densidad
lineal de masa A = M /7 R.

Por simetria es evidente ver que Xcp=0 (el CM debe estar sobre el eje y

de la figura [10.2))
/ y dm

You =4
/dm

N N
/ydm:/y)\Rdez/ (RsenG)ARdHZ/\R2/ senf df =2 \ R
0 0
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Como M = [dm = X\ 7R:
Yo =2 R/m

10.2. Momento lineal y angular de un sistema de
particulas

10.2.1. Velocidad y aceleracion del Centro de Masas.

Vamos a verificar que, tal como se dijo, la “pseudoparticula” CM (posicion
Rear, masa M = > m,;) se mueve sometida a las leyes de la dinamica, debido a
las fuerzas exteriores que actiian sobre el sistema. Para determinar la velocidad
y la aceleracion del CM derivamos la expresion de sus coordenadas:

M Rey =) mi i
i
M VC’M = Zmz Ul (10.3)
i
M Acy = Z m; a;
i
Para relacionar esta tltima expresiéon con la segunda ley de Newton, sepa-

ramos la fuerza que actiia sobre cada particula, Fj;, como suma de la accién
exterior, por una parte, y su interaccién con el resto del sistema por otra. Deno-

taremos como ﬁij la fuerza que la particula “j” ejerce sobre la “i”. Supondremos
que ambas interacciones verifican las leyes de Newton.
Fi=my;a; = F;E + ZF;] (10.4)

J#i
Ahora bien, si la interaccién interna es newtoniana:
Fij +Fji =0 VZ,]

—

Fy=0 Vi

Entonces:
MAcy =Y midi=Y» (FF+Y F;) =
i i ji
S ILED IR Wt
i i, i

i#]



Momento lineal y angular de un sistema de particulas 115

Con lo que resulta
M Acy =Y FF=FF (10.5)
i
En conclusién: E1 CM se mueve como una particula de masa M some-
tida a la acciéon de la fuerza externa resultante que acttia sobre el

sistema.

10.2.2. Momento lineal. Conservacion.

Definimos el momento lineal de un sistema de particulas como la suma de
los individuales (de cada particula):

P=> mt; =M Vou (10.6)
7

Entonces, la derivada temporal del momento lineal del sistema sera:

dﬁ dVCM — = =305
— =M =M A = F= =F 10.

resultado fundamental que dice que el momento lineal de un sistema de parti-
culas no sometido a acciones externas se mantiene constante.

10.2.3. Momento angular. Conservacion.

El momento angular de un sistema de particulas se define igualmente como
la suma de los momentos angulares particulares:

) 7

Donde 7; es la posicion de la particula ¢ respecto a O.

El momento angular de un sistema de particulas posee varias propiedades
que van a resultar de interés. Una de ellas se refiere a la consideracion de la
relacién entre el momento angular del sistema y el de “la pseudoparticula CM”.
Al contrario de lo que hemos visto que ocurre con el momento lineal, en este
caso ambas magnitudes no van a coincidir (al menos en una situacion general).
Esto puede deducirse del siguiente analisis, basado en la relacién que existe
entre la posicion (y la velocidad) de una particula expresada respecto a un
origen O, y las correspondientes magnitudes referidas al CM. Es inmediato ver
en la figura[10.3] que:

7 =7 + Row (10.9)
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y derivando respecto al tiempo se tiene que:

T =T + Vou (10.10)

Figura 10.3: Relacion vectorial entre el vector de posicion referido al origen en O y
referido al CM.

Sustituyendo las expresiones ((10.9) y (10.10) en la ecuacién del momento
angular del sistema (ecuacion [10.8]) se tiene que:

Ly = Zmz Ty X U; = Zmi(f}* + Rowm) % (U7 + Vo)
i i
=2 ma 7 X T+ Y my Roa x 5 (10.11)
i i
+ mi 7 x Ve + > mi Ron x Vou
i i
Teniendo en cuenta que se anulan tanto la velocidad del CM referida al
CM (sumatoria del segundo término en la expresion anterior, V*cpr=0) como

la posicion del CM referida al CM (tercer término, R*ca—0 ), se tiene que:

Lo=L*+ Roy x MVey (10.12)

Asi pues, Ly se puede expresar como el momento angular del sistema re-
lativo al CM (L* en la expresion anterior) mas el momento angular de la
"pseudoparticula” CM.
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Ley de conservaciéon: Veamos ahora la evoluciéon temporal del momen-
to angular total. Para simplificar, consideremos un sistema formado por dos
particulas, aunque el resultado tendré validez general.

Figura 10.4: Sistema formado por dos particulas.

Eo=a0+f20

Tomando derivadas y aplicando la segunda ley de Newton:

dly L ap =z o=
WZTNZHX(FF+F12)=7“1><F1E+7“1><F12
dlz S RE | 7 S U FE = R
W:TQOZT‘QX(FQ —|—F21):7“2><F2 — 19 X Fio
Entonces:
dLo .  ap . . o=p . =
ditoz’l"lXFIE—F’I“QXFQE—{—(Tl—’I“Q)XFlQ

Pero como (7 — 72) x Fio = 0, se cumple:

df;o >E

Es decir, el momento angular total respecto al punto 0 se conserva si
las fuerzas exteriores tienen momento nulo respecto de ese punto.
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10.3. Energia de un sistema de particulas

10.3.1. Energia Cinética.

En la linea de lo anterior, definiremos la energia cinética de un sistema de
particulas como la suma de las individuales:

T:ZTZ-:;Zmi v2 (10.14)

Del mismo modo que hicimos con el momento angular, resulta sencillo
mostrar que la energia del sistema no va a coincidir en general con la de la
particula CM. Para ello basta sustituir 7; en la ecuacion [10.14] anterior por la

expresion [10.10

1 m; — — %
T:§Zmi 0?2271 (Vem + 77)?
K3

%

= ij V(%M_‘_Z%(ﬁi*)Q‘i‘ZmngM-ﬁi* (10.15)

i
1
=M Véy +T*
donde se pone de manifiesto que la energia cinética del sistema tiene dos
“contribuciones™ la energia cinética de la particula CM y la "relativa” al CM.
10.3.2. Energia Potencial.
Si las fuerzas externas que acttian sobre las particulas de un sistema son
conservativas, podemos asociar el trabajo que producen a la variaciéon de un

potencial. Para cada particula tendremos: dWiE = —dL{ZE . Entonces, para el
conjunto de particulas del sistema se tiene

AWE =D dWE =3 Fidr==) duf(R)  (1016)
Entonces, definimos la energia potencial total:

U, Ty ooy Ty o) = Y U
7
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10.3.3. Energia Mecanica. Teorema de conservacion

Ahora podemos establecer la variacion de la energia mecanica de un sis-
tema de particulas sometido tanto a fuerzas internas como a fuerzas externas
conservativas:

dT = dW"™ + qWF¥ = aw™ — qu

d(T +U) = dE = dW™ (10.17)

Resultado muy importante que puede interpretarse como: La energia meca-
nica de un sistema sometido a fuerzas exteriores conservativas puede
variar a expensas del trabajo producido por las internas. Este prin-
cipio explica, por ejemplo, el hecho de que un sistema inicialmente en reposo
pueda adquirir energia cinética debido a la accién de fuerzas internas.

10.4. Consideraciones generales sobre el movimien-
to del sistema de particulas

Como hemos visto, existe un punto univocamente definido para un sistema
de particulas, su CM, cuyo movimiento corresponde al de una particula de
masa M = Z m; que se viera sometida a las fuerzas externas.

i

Para dicha "particula” se han obtenido las ecuaciones de movimiento FE =
MAcy y dﬁ/dt = FF siendo P = MVgy,. No obstante, resulta obvio que
describir el movimiento del CM da una informacién parcial sobre la dindmica
del sistema, que debe ser completada con otros aspectos.

En general, la informacién completa consiste en:

s Informar sobre cémo se mueve el centro de masa.

= Decir coémo se mueven las particulas respecto al centro de masas.

Ya hemos visto que este tltimo aspecto esta contenido en las magnitudes del
sistema L y T'. El modo natural de expresarlo consiste en referir las magnitudes
citadas al denominado “sistema de referencia Centro de Masas”, que como se
ha indicado en la ﬁgura es una referencia (movil, en un caso general) cuya
posicion coincide con el CM del sistema de particulas.
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Ejemplo. Colisiones

10.4.1. Cuadro-resumen:

Magnitud: Cémo se calcula:

i

Momento lineal Z = P=
i
Momento angular Zl_; =L=L*+M Rem x Veu

1
Energfa cinética Z T, =T+ - M VZ,

Jz +M Vo =M Vou

2

Ecuacién de movimiento:

Ley de conservacion:

—

o = dP
FE=M Acy=
CM dt
dL
~E 0
T T n

Si FE =0« P = cte

Si’f’sz@EO:cte

Cuadro 10.2: Recopilaciéon de expresiones vistas en el tema.

Podemos interpretar que M, Rc_:M y Vo definen el movimiento de la

particula CM, mientras que ]3*, L* y 1™ son magnitudes relativas a éste. Notese

que el momento lineal del sistema se anula siempre respecto al CM, cosa que

no ocurre con el momento angular o la energia.

FEy ”E'OE son la resultante de las fuerzas exteriores y el momento resultante

de las fuerzas exteriores, respectivamente.

10.5. Ejemplo. Colisiones

Ya hemos analizado diferentes aspectos del comportamiento dindmico de

sistemas de particulas, constatando que, en buena medida, se puede formular

en los mismos términos usados al estudiar la dindmica de un particula.
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Vamos a revisar a continuacién un ejemplo que, siendo bastante sencillo,
involucra las ideas bésicas del analisis de la dinamica de un sistema de parti-
culas.

Ejemplo: choque entre dos particulas aisladas.

E— —> —> —>
m, m, m, m,

Esquema de una colision frontal entre dos particulas que se mueven a lo largo de la
linea que las une y sometidas tinicamente a interacciéon mutua. En el texto con v nos
referiremos a las velocidades antes del choque y con u a las correspondientes tras el
choque.

Resulta evidente que en el proceso de interaccion entre las dos particulas
consideradas habra variaciéon del momento lineal de cada una de ellas y que
las fuerzas que son responsables de la interaccién pueden producir variaciones
de la energia mecénica (pueden producirse deformaciones, por ejemplo). Sin
embargo, en virtud del principio de accién y reaccion (ﬁlg = —ﬁgl) se sigue
que la suma de los momentos lineales ha de permanecer constante, es decir el
momento lineal del sistema permanece constante(dP/dt = dpy /dt + dps/dt =
Fiy + Fy = 0).

De acuerdo con lo anterior, el problema habitual de determinar las caracteris-
ticas del movimiento tras el choque, conocidas las velocidades antes del mismo,
puede resolverse mediante un sistema de ecuaciones:

» La primera corresponde a la conservacion del momento lineal del sistema:

Aﬁ = Ap1 + Apy = mqiy + motly — (m1171 + mgﬁg) =0 (10.18)

» En cuanto a la energia (que en general no se conservaré), puede escribirse
la expresion siguiente, que cuantifica la pérdida de energia mediante el
valor del parametro @), que dependera de los detalles de como se produce
el choque, del material que compone las particulas, etc.

2 2 2 2
AE = ABy + AB, = m12u1 + m;% - mg’l - m;“Z —Q (10.19)

Atendiendo a la ultima expresion, diremos que el choque es eldstico si QQ =
0, es decir, si se conserva la energia. En muchas ocasiones tendremos valores
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de @ negativos, correspondientes a choques con pérdida de energia (Q < 0). E|
Al caso particular de choque ineléstico en el cual las particulas salen “pegadas”
(i1 = 12) lo denominamos totalmente ineldstico. Proponemos como ejercicio
demostrar a partir de las ecuaciones anteriores que:

(i) En un choque elastico se cumple

7 (m1 — m2)271 + 2m2172 i (mg — ml)ﬁz =+ 2m1271
1= ; U2 =
mi1 + mso mi + mso

(ii) En un choque totalmente inelastico se cumple

L L MUl +mely o
U] =ly = ——— = Vou
mi + ma

En este caso, la expresion de Q -en funcién de las velocidades iniciales-
sera: )
mima(vh — ¥a)

Q - 2(m1 + mg)

Es inmediato, partiendo de estas expresiones, discutir algunos casos parti-
culares. Por ejemplo, cuando se tiene un choque elastico, se propone analizar
las situaciones en que la segunda particula esté inicialmente en reposo (ve = 0);
es interesante ver qué ocurre cuando las masas de ambas particulas son iguales,
m1 = me, o por el contrario, cuando una de ellas es mucho mas grande que la
otra m1 << ma.

Por otra parte, es frecuente utilizar en la descripcion de los choques (uni-
dimensionales) entre particulas un parametro, denominado coeficiente de
restitucion e, que caracteriza igualmente la pérdida de energia cinética. Se
define como:

e(B1 — o) = — (@1 — @) (10.20)

Es decir, puede calcularse a partir del cociente entre la velocidad relativa
de ambas particulas después del choque y la velocidad relativa antes del cho-
que. El coeficiente de restituciéon tiene distintos valores dependiendo del tipo
de choque:
e=1, en los choques elasticos (la velocidad relativa de las particulas antes y
después del choque es igual en modulo y de signo opuesto)
e=0, en los choques totalmente inelasticos.

'En un esquema general se pueden describir las explosiones como “choques” con ganancia
de energia (Q > 0).
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0<e<1, en los choques parcialmente inel4sticos.

Notese que ) y e son parametros alternativos, relacionados entre si, para
describir un choque. Se propone como ejercicio la obtencién de la expresion
de Q en funcion de e (y de las velocidades iniciales), en el caso general de un
choque inelastico.

En la resolucion de los problemas de choques pueden usarse las ecuaciones
m y o, alternativamente, la ecuaciéon junto con la (P; =
Py). Ambas vias permiten determinar las velocidades tras el choque conocidas
las iniciales (o viceversa).

Digamos como conclusion del anélisis de este sistema que hemos comproba-
do el interés del concepto de accién y reaccion en las fuerzas internas, asi como
la idea de magnitudes globales aditivas y sus leyes de conservacién. En este
caso, se han obtenido las relaciones entre las condiciones de entrada/salida de
dos particulas en una colisiéon. Para sistemas mas complejos, el grado de des-
cripcidon serd menos detallado, pero las mismas ideas permitiran obtener un
buen niimero de conclusiones acerca de la dinamica global.
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Capitulo 11

DINAMICA DEL SOLIDO RIGIDO

Hemos concluido el capitulo anterior mostrando que existe una descrip-
cion de la dindmica de los sistemas de particulas que resulta ttil e intuitiva.
Consiste en resolver el movimiento de la particula Centro de Masas, lo cual
nos proporciona la informacién global sobre el “desplazamiento neto” del siste-
ma y agregarle la informacion correspondiente a la dindmica de las particulas
respecto a dicho punto. En particular, esta ultima quedara reflejada en las
magnitudes L* y T*.

Es evidente que, en una situacién general, puede resultar muy complicado
describir la dinamica de las particulas respecto al CM. Sin embargo, hay un
caso muy importante en el que este problema se simplifica, reduciéndose de
nuevo a una ecuaciéon del tipo de la segunda ley de Newton para una particu-
la. Se trata del Sélido Rigido, de cuyo estudio - a un nivel introductorio- nos
ocuparemos en este capitulo. Como su nombre indica, un solido rigido es un sis-
tema en el cual las particulas se mantienen a la misma distancia unas de otras,
a diferencia de lo que ocurrirfa en un sistema deformable. Por consiguiente, el
movimiento completo vendra descrito por la composiciéon de la traslacion del
CM del objeto y los posibles giros del objeto alrededor de un eje. Puesto que
la primera parte ya es bien conocida (dindmica de una particula), aqui nos
ocuparemos fundamentalmente de la que corresponde a los giros. Obviamen-
te, en la resolucion de los casos practicos deberd considerarse la composiciéon
de ambos aspectos lo que se ilustrara al final del capitulo mediante algunos
ejemplos.
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11.1. Rotacién del sélido rigido en torno a un eje.
Momento angular

Como hemos visto, el momento angular es una magnitud fisica que contiene
informacion bésica acerca de los movimientos de rotacion.

Figura 11.1: Particula que describe una trayectoria circular en el plano XY. Su
momento angular seré perpendicular al plano, en la direcciéon del eje Z.

Cabe recordar que el momento angular de una particula en una trayectoria
circular como la de la figura admite la siguiente expresion:

o=mRxt=mRwk (11.1)

siendo w la velocidad angular y R el radio de giro, y donde el punto de referencia
O se eligi6 en el plano que contiene la trayectoria de la particula. Notese que se
ha utilizado la relacion entre las magnitudes cinemaéticas velocidad lineal (v)
y angular (w).

Es evidente que dicha expresién no se puede extrapolar directamente al
caso de un solido rigido. En general, cuando el sélido gire alrededor de un eje,
las trayectorias de las particulas estaran en muchos planos distintos, tal como
se deduce de la figura [11.2

No obstante, vamos a demostrar que si la rotacién tiene lugar en torno a
ejes de simetria, la expresién del momento angular adquiere una forma sencilla,
en cierto modo analoga a la ecuacion ((11.1)) anterior.
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- Eje de giro (2)

Figura 11.2: Esquema de la rotacion de un soélido rigido en torno a un eje. Se indica
la orbita circular (radio d;) de la particula genérica m; y la referencia “O” en un punto
del eje de giro. Este se identifica en la deduccion con el eje de coordenadas Z.

Tomando como referencia un punto cualquiera “O” sobre el eje de rotacion,
tenemos que la posicion y velocidad de una pequena porcion de solido (la
“particula m;”) vendran dadas por:

7 = (x4, yi, 2i) = (d; coswt, d; senwt, z;)

U; = (—d; wsenwt, d; w coswt, 0)
do;

W= —

dt
Por lo que es facil deducir que
l_E)i = mw(—2ziTi, —2iYi, d?) = m;d; w(—z; coswt, —z; senwt, d;) (11.2)
Esta expresion nos conduce a varias conclusiones muy importantes:

= Si la figura es plana y rota en torno a un eje perpendicular a la misma,
tenemos z; = 0 Vi.

= Si la rotacion es en torno a un eje de simetria, de modo que para cada
particula m; en (x;, y;, 2;), se tiene su pareja de coordenadas (—z;, —y;, 2;)
y cuya contribucién al momento angular es:

loyw = my d; w (z; coswt, z; sen wt, d;)
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se tiene que las componentes x de l_f)i y fm, se anulan (y lo mismo ocu-
rre con las y), quedando un momento angular con solo componente z,
que ademés no depende del punto del eje donde se coloque el origen o
referencia O. [

Podemos concluir entonces que, para rotaciones simétricas (en torno a ejes
principales, también denominadas planas) el momento angular del sistema to-
mara la forma:

EO = Loz ]25 = Zmz di2 w 125 (11.3)

)

(el eje z seria un eje principal del solido)

A la magnitud entre paréntesis se la denomina, “momento de inercia”
del sistema I, que solo depende de la distribucién de la masa en torno al eje de
gir0E| Asi pues, cada fraccion del solido (“particula” genérica m;) contribuye
con el producto de su masa y su distancia al eje de giro. Por otra parte, dado
que sélo consideraremos problemas “simétricos” en los que como deciamos L,
y Loy se van a anular, expresaremos Ly del modo siguiente:

Lo=1&, conl= > oMy d?, ya que Ly sélo posee una componente (a
lo largo del eje de giro) y ademas no depende del punto exacto O donde se
tomo la referencia. En las rotaciones planas, vemos que el momento angular y
la velocidad angular son paralelos (I es un escalar).

Antes de pasar a describir las ecuaciones de la dindmica del momento an-
gular del sélido, vamos a introducir en la siguiente seccién algunos conceptos
utiles para el calculo del momento de inercia.

1Este sencillo argumento es valido para ejes de simetria binarios, cuaternarios... pero se
puede demostrar con caracter general. Consideremos un soélido rigido que rota en torno a
un eje de simetria cualquiera. Pensemos en una rodaja del s6lido, perpendicular al eje, a
una altura z, respecto a 0; el CM de esa rodaja estara en dicho eje. Su momento angular
serd lon = > l_{)i, donde la suma en i se extiende a todos los elementos m,; de la rodaja,
con posiciones (ZTni,Yni,2n) respecto a 0. (Notese que Zn; € yn; son las coordenadas de
cada elemento respecto al CM de la rodaja.) Basandonos en la expresion se tiene que
l_z)n =w >, Mi(—2nTni, —2ZnYni, df) Pero Y. mixn; = M, X ¢ corresponde a la coordenada
X del CM de la rodaja, que evidentemente es cero al calcularse respecto al CM. Por el
mismo argumento se anula la componente y del momento angular l_E)n, de forma que la tnica
componente no nula es la z y el momento angular total viene dado por la ecuacién

2En el apartado siguiente se vera como calcular realmente el momento de inercia de
sistemas con distribucién continua de masa, para lo que seré necesario adaptar la expresion
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11.2. Mlomento de inercia: calculo, teoremas y ejemplos

En el apartado anterior se ha introducido una nueva magnitud, el momento
de inercia, que informa sobre la inercia que opone el sblido al giro. Depende
de cual es el objeto rotante y en torno a qué eje ocurre la rotacién; una vez
calculado su valor en torno a un cierto eje, se podra usar para todo movimiento
de rotacién en torno a dicho eje. Veamos algunas expresiones bésicas para el
calculo del momento de inercia:

La ecuacion ((11.3) puede aplicarse para calcular el momento de inercia si
se tiene un sistema discreto, formado por particulas de masa m;, a distancia
r; del eje:

Cuando se tiene un objeto extenso (sistema continuo), para calcular su
momento de inercia respecto a un eje habra que considerar las porciones del
mismo, de masa dm, a distancia 7 del eje de giro:

I:/ dm r? (11.5)
objeto

Maés adelante en esta seccidn se veran algunos ejemplos de célculo de mo-
mentos de inercia de objetos de distinta simetria. Antes, veamos algunos teo-
remas tutiles.

11.2.1. Teorema de los ejes paralelos o de Steiner.

Como hemos visto, el momento de inercia de un so6lido depende del eje
escogido para calcularlo. Veamos cémo relacionar los valores obtenidos para
distintos ejes. Recordaremos la expresion , vista en el tema anterior,
que relacionaba el momento angular de un sistema de particulas calculado
respecto a un punto O cualquiera (Lg) y el calculado respecto al CM (L*). En
esta ocasion, el sistema va a ser un soélido rigido plano, y vamos a considerar
rotaciones en torno a un eje perpendicular arbitrario, que pasa por un punto
O y otro que pasa por el CM. Al hablar de dos ejes de rotacion, habra que
considerar dos momentos de inercia. De acuerdo con , escribamos la
relacién entre los momentos angulares:
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Figura 11.3: Rotaciones respecto a ejes paralelos.

Lo=L"+RxP

Teniendo en cuenta que la particula CM realiza una rotacién de radio R en
torno al origen O: R x P = M R? (Z)’ y expresando el momento angular como
el producto del momento de inercia por la velocidad angular &:

L=+ MREG=I"G+ MR G=1&

De la expresion anterior se deduce la relacion:
Iy=I"+M R?

Conocido el momento de inercia respecto al eje que pasa por el CM del cuer-
po, el teorema de Steiner nos permite calcularlo respecto a cualquier otro eje
paralelo, a distancia R del primero.

11.2.2. Teorema de los ejes perpendiculares.

Este teorema relaciona los momentos de inercia respecto a ejes perpendi-
culares contenidos en una figura plana.

3Hemos utilizado la convencién & = wk.
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Figura 11.4: Esquema de rotacion respecto a ejes perpendiculares.

Partiendo del esquema de la figura [11.4] y utilizando el caracter aditivo de
la integracion:

Iz:/r2dm:/(x2+y2)dm:/xQdm+/y2dm

L=I+1I

11.2.3. Ejemplos.

s Calculo del momento de inercia de un anillo de radio R y masa
M respecto de distintos ejes de giro.

Figura 11.5: Diferentes ejes de giro para un anillo.

El aro tiene una densidad lineal de masa: A = M /(2 m R), que conside-
raremos uniforme.

Célculo del momento de inercia respecto del eje a:

@iﬁﬁmzﬁ/mpMR2
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Calculo del momento de inercia respecto del eje b:

ILh=I"+MR>=1,+M R>=2 M R?

Céalculo del momento de inercia respecto del eje c:
Aplicamos I, = I, + I,,.

En nuestro caso, aprovechando la simetria del aro, I, = I, = I, I, = I,.
Sustituyendo en lo anterior:

=21 =1I,=1,/2

= Calculo del momento de inercia de un disco, y de un cilindro
macizo respecto a su eje de simetria.

Aprovecharemos que conocemos el momento de inercia de un anillo y que
el momento de inercia es aditivo: calcularemos el momento de inercia de
un disco, considerando la superposiciéon de anillos, y el de un cilindro
como superposicion de discos. Para ello, (figura partimos de una
“fracciéon de disco”, en forma de anillo genérico de radio r y anchura
dr. (Puede verse como una corona circular, de radios r y r + dr, cuya
superficie sera 27 rdr). Por integracion en r se convierte en un disco.
Pensemos en que el disco tiene radio R y masa Mp;s.,, de forma que la
densidad de masa es: 0 = Mpjseo/ (7 R?).
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.Eje z

drw

Figura 11.6: Esquema de calculo del momento de inercia de un disco y de un cilindro
macizo.

Recordemos que el momento de inercia de un anillo aislado de masa M
y radio R es I = M R?, por lo que podemos expresar el del anillo (de
masa dm y radio r) senalado en la figura ) como:

dl, =dmr* =g dr 2 nr r? (11.6)

dm

Integrando en r, obtendremos el momento de inercia de un disco:

R R4
Idiswz/d[z:/ adr27rr3:27raz (11.7)
0

Puede verse que o m R? es la masa del disco, por lo que su momento de
inercia seria:

_ Mdisco R74
2

1
R2 = Idisco = 5 Mdisco R2 (118)

Para hallar el momento de inercia del cilindro podemos considerar que
esta formado por infinitos discos (“rodajas’)’ de grosor dz (figura [11.6p);
al integrar en esta variable obtendremos el momento de inercia del cilin-
dro; es decir, sumamos las contribuciones de todos los ”discos” a lo largo
del cilindro, desde z = 0 hasta z = L). Ahora bien, por analogia con la
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expresion ((11.8)) cada uno de esos discos que tiene una masa dm (fraccion
de la masa del cilindro) contribuye al momento de inercia con:

1
dl. = dm R? (11.9)

Al sumar todas las contribuciones, dado que el radio R es comun para
todos los discos, se tendra:

1 L 1
Loitindro = 2R2/ dm = 5 M R2 (1110)
0

Notese que las expresiones del momento de inercia para el disco y el
cilindro son idénticas (sin olvidar que M representa la masa de cada uno
de ellos). Esto indica que la dimensién L no es relevante, salvo por el
hecho de influir en el valor de la masa total.

11.3. Ecuacién de rotacién del sélido rigido

A continuacién vamos a describir la dindmica de rotacién del solido y ob-
tendremos la ecuacién fundamental del movimiento de rotacién.

Figura 11.7: Rotacion de un sélido respecto a un eje fijo.

De acuerdo con la ecuacién , para un sistema de particulas girando
en torno al eje z, la variaciéon temporal de la proyeccién de L sobre este eje
(componente z del momento angular) viene dada por el momento (par) de las
fuerzas externas que actian sobre el sistema.

dLOz
dt

= T0z (11.11)
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Ahora, si se trata de un solido rigido que realiza una rotaciéon plana en
torno a uno de sus ejes principales (eje z), se tiene Lo, = I, w y evidentemente
I, es constante en la rotacién. Entonces:

(I, w) dw

:I _— =
dt = gr s

que también podemos escribir:

d2
Iz %(f = T0z
(11.12)
I, o =71,

siendo « la aceleraciéon angular del s6lido. Notese que, tal como habiamos anun-
ciado, la dindmica de rotacién viene descrita por una ecuaciéon formalmente
idéntica a la segunda ley de Newton. Bastara reemplazar, masa, aceleracién y
fuerza, por momento de inercia, aceleraciéon angular y momento de la fuerza,
respectivamente.

M-I , a—a , F—r

Por tanto, en nuestro nivel, resolver problemas con la presencia de sélidos
en rotacion no introduce novedades conceptuales en las ecuaciones dinamicas.
Utilizaremos ecuaciones del mismo tipo que las ya conocidas para el caso de
una particula.

Es evidente que la magnitud responsable de los cambios de movimiento
rotacional es el momento de las fuerzas, a cuyo célculo vamos a dedicar el
siguiente apartado.

11.4. Caélculo del momento de una fuerza. Ejemplos

Como ya se ha dicho, el momento de una fuerza respecto a un punto es el
producto vectorial del vector de posicién del punto de aplicacién de la fuerza
() por la fuerza (F ). En general, calcularemos el médulo del momento como
To=rF'senf, siendo € el angulo que forman los dos vectores. La direccion del
vector momento seré perpendicular al plano definido por dichos vectores, y su

sentido, el que corresponda a llevar 7 sobre F', de acuerdo con lo siguiente:
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- ,=rFsend -
r r
Fo= —rF|sen¢9|I2 To= rF|sen<9|I2
0 0

Figura 11.8: Calculo del momento de una fuerza respecto a un punto.

A la distancia d = rsen#, indicada en el dibujo, se le da el nombre de
"brazo de palanca".

Por otra parte, también es posible obtener el producto vectorial mediante
el calculo del determinante correspondiente:

i 7 k
th=rxF=| 2 vy =z
F, F, F,

donde z, y, z son las componentes del vector de posicién 7. El uso del determi-
nante es particularmente conveniente en situaciones donde no resulta inmediato
ver cuél es el angulo formado por 7y F.Un ejemplo seria el sistema de la figura
, donde se tiene una fuerza en la direccion z mientras que el vector de
posicion esta en el plano X0Y'.
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Figura 11.9: Ejemplo para ilustrar el cilculo del momento ejercido por una fuerza
respecto a un punto, en un problema en tres dimensiones.

En este caso obtendremos el momento calculando el siguiente determinante:

= dFi — LFj

Su

|
O N ™
(eI ST N
N o

El momento tiene dos componentes: una a lo largo del eje =, que identificare-
mos como momento torsor, y otra a lo largo del eje y, que corresponde al
momento flector.

11.5. Energia cinética de rotacién

Veamos como se expresa la energia cinética de un sélido rigido en rotacion,
a partir de la suma de las contribuciones de todos los elementos. Tomando
como referencia la figura recordemos que cada elemento del sélido, de
masa m;, describe una trayectoria circular de radio d;, siendo w la velocidad
angular comin a todos los elementos.

T:Z;mi v?zZ;miUi-ﬁi:Z;mi (wdié>‘<wdié>

Donde se ha sustituido el modulo del vector velocidad v; por su valor wd;
(revisad la figura (11.2). Por lo tanto:

1 2| o 1 2
T:2<Zi:midi>w :ilw
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11.6. Aplicaciones de la teoria del sélido rigido

En esta seccién analizaremos algunos ejemplos de sistemas representativos
cuya dindmica se puede resolver mediante las ecuaciones que hemos introduci-
do en los apartados anteriores. Junto a las oscilaciones del denominado péndulo
fisico, se estudiaran dos ejemplos que combinan movimiento traslacional y ro-
tacional. Recordemos que las dos ecuaciones fundamentales seran:

(11.13)

siendo F y Tp la fuerza resultante y el momento resultante (respecto a un punto
0) ejercidos sobre el solido, respectivamente.

11.6.1. Ejemplo: el péndulo fisico

Un caso de particular interés es el denominado “péndulo fisico”, que consiste
en un sodlido rigido oscilando en torno a un eje fijo (en este caso el eje z,
perpendicular al plano del papel).

I
|
\ |
|
|
|

R

Figura 11.10: Esquema de oscilacion de un péndulo fisico en torno a un eje. La linea
vertical en trazo discontinuo indica la posicién de equilibrio, con el CM en la vertical
desde el punto O.
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Dado que la tnica fuerza que ejerce un par respecto al punto O es el peso,
la aplicacién de la ecuacion (11.12) conduce a:

d%¢

I _ "
0 g2

= —MgDsen ¢, (11.14)

donde D es la distancia entre el CM del sélido y el punto O del eje de giro
(es decir, el modulo del vector de posicion Roys) v d2¢/dt? es la aceleracion
angular. Para pequenos adngulos (¢ < 10°), esta ecuaciéon toma la forma:

d*¢ MgD
—_— = - 11.15
dt? Iy ( )
que corresponde a un oscilador armoénico simple E| de frecuencia angular dada
por:
MgD

Iy

Wo =

A la vista de esa expresion, es habitual introducir la definiciéon de una
longitud equivalente para el péndulo fisico Le, = Io/MD, con el siguiente
sentido: un péndulo fisico con longitud equivalente L, oscila con la misma
frecuencia que un péndulo simple de longitud real L.

Para completar el analisis del péndulo fisico, obtengamos su energia meca-
nica, considerando que el origen de la energia potencial esta en la posicién de
equilibrio:

E = (1/2)Iow* + MgD(1 — cos®)

donde w es la velocidad angular (que depende del tiempo). En la expresion
de la energia potencial hay que tener en cuenta la altura del CM del sélido
respecto a la de la posicién de equilibrio.
Como la energfa mecanica es constante, derivando respecto al tiempo la expre-
sion anterior e igualando a cero:

dw do dw
0= IOWE + MgDsenqu — IOE = —MgDsen¢

La derivada temporal de la velocidad angular dw/dt representa la acele-
racion angular o = d?¢/dt? con lo que encontramos de nuevo la ecuacion de

movimiento [1T.141

4Recordemos (puede revisarse el capitulo [7)), que si la aceleracién es proporcional y de
signo opuesto al desplazamiento, estamos ante un movimiento armoénico simple.
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11.6.2. El movimiento de rodadura

Entendemos por rodadura el movimiento de un sélido rigido en el cual la
traslacion y rotacion estan “sincronizadas”. Esto ocurre si el punto de apoyo en
el suelo esta en reposo respecto a este, es decir, no hay deslizamiento. Mate-
méaticamente, si llamamos AX a la distancia recorrida por el CM, se cumple

que:
AXZASZRAQiVCM:R%i:Rw

El movimiento puede ser acelerado, en cuyo caso se cumple ademas:

ACM:ROé

Figura 11.11: Movimiento de rodadura.

En cuanto a la energia cinética de rodadura, se particulariza a la expresiéon
T = T*+(1/2) M VZ,,, donde T* describe la rotacién en torno al eje que
pasa por el CM, que como hemos visto toma el valor:

1

Sustituyendo en la expresion general se obtiene:

1 1 1
T=5T w2—|—§MR2 w2:§(l*+MR2)w2

Ejemplo de movimiento de rodadura

Para que sea posible la rodadura es importante que se cumplan las condi-
ciones apropiadas entre la superficie del sélido y el suelo en el que se apoya.
Consideremos el siguiente ejemplo para analizar la accion de la fuerza de ro-
zamiento sobre un cuerpo rodante.

= Hallese la relacion entre 6 y el coeficiente de rozamiento para
que el objeto de la figura pueda descender rodando por el plano.
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Figura 11.12: Objeto rodando sobre un plano inclinado.

Escribiremos las ecuaciones dinamicas e impondremos la condicién de ro-

dadura. J
w
I* —=RF
dt "
m g senf) — Fr = mA
dw
A=—R
dt

de donde se deduce:
A g senf _ Ir

R R m R

(9 senf  Fp
R m R

y, por tanto, obtenemos que la fuerza de rozamiento debe tener el valor:
I*
- I*+m R?

)= F

Fr mg sen 6

Como se trata de la fuerza de friccion estética,lﬂ no podra superar el valoruy N =
uwm g cosf. Con esta condicién, obtendremos el valor maximo de 6 para que
haya rodadura dado pu:

*

W= —————5 tanf
I"+mR

Analicemos este resultado. En primer lugar, en una situaciéon ideal en que
un objeto rueda a velocidad constante sobre el suelo horizontal (6§ = 0) no
se requiere fuerza alguna de fricciéon. De hecho, si ésta existiera j el cuerpo
aceleraria ! Sin embargo, cuando este rueda bajando por un plano inclinado,
la fuerza de friccién es necesaria para que se acomoden las aceleraciones lineal
y angular. Més en detalle, para cada angulo se requiere un valor minimo del
coeficiente de friccion dado por la expresion anterior.

SEn condiciones de rodadura, el punto de contacto rueda/suelo permanece “instantanea-
mente” en reposo; no hay deslizamiento en ningiin momento.
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11.6.3. Las poleas reales

Una polea real se modeliza como un disco de radio R que puede girar en
torno a su eje de simetria. La rotacion es provocada por el momento (o par)
que crean las tensiones de la cuerda, a lo que el sistema se opone mediante su
momento de inercia. Vedmoslo en detalle.

Analizaremos los movimientos asociados a las poleas reales bajo las siguien-
tes hipoétesis:

= Cuerdas sin masa, por lo que sus elementos estaran sometidos a fuerza
total nula

= Cuerdas intextensibles
De acuerdo con lo visto anteriormente, la aceleracién angular de la polea viene
descrita por la ecuaciéon

Ta=1

siendo T el par asociado a las fuerzas externas respecto al eje de la polea,
en este caso, las debidas a la tension de la cuerda.

.
\
T1l T2

T'=T+Fy
Polea real

N

Figura 11.13: Esquema de fuerza en la rotacion de una polea real. El detalle muestra
las acciones sobre un elemento de cuerda.

Con la ayuda de la figura anterior, veamos las diferencias entre una polea
real y una polea ideal:

= POLEA IDEAL (I-0):

Como no hay inercia, podemos tener aceleracion angular a # 0 sin
ar de fuerza (T = 0). En este caso, no aparece I'r v la tension permanece
5 R
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constante a lo largo de la cuerda. La normal compensara las componentes
radiales de la tension.

» POLEA REAL (I = M R?/2):

La diferencia de tensiones en los extremos crea un par (momento)
resultante respecto al eje (T — T1)R y este produce una aceleracion
angular «. En este caso se requiere la presencia de friccion Fr, de modo
que pueda darse la condiciéon D F' = 0 sobre cada elemento de cuerda a
la vez que se tenga una tensién variable.

Ejemplo de problema con poleas reales

Vamos a mostrar con un ejemplo la resoluciéon de la dinamica de un siste-
ma que contiene poleas reales. Concretamente, supondremos que se tienen dos
poleas iguales (radio R y masa M), una de las cuales se halla suspendida del
techo mediante un sistema que le permite girar respecto a su eje. La segun-
da polea "cuelga” de la anterior mediante una cuerda inextensible enrollada
alrededor de ambas.

lA

Figura 11.14: Movimiento de poleas reales acopladas.

Obtendremos la aceleracion con que baja la polea libre basandonos en los
conceptos de las secciones anteriores (3 primeras ecuaciones) y en la condicion
de inextensibilidad de la cuerda. Esto dltimo se traduce en que el aumento de
longitud de cuerda entre las poleas se obtiene sumando las que aparecen al
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desenrollarse esta de cada una de las poleas.

IOq:TR
IQQZTR
Mg—T=M A,
As =R a1+ R ay

Se plantea como ejercicio comprobar que el resultado del sistema es A = 4¢/5
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INTRODUCCION

En el primer capitulo de esta parte se van a estudiar las condiciones necesa-
rias y suficientes para que los sélidos estén en equilibrio, haciendo hincapié en
las diferencias respecto a lo estudiado al analizar el equilibrio de una particula.
Se vera que la condicién de que la resultante de fuerzas se anule no es suficiente
para garantizar el equilibrio de un sélido.

En el capitulo siguiente se insistira en la necesidad de realizar correctamente
los diagramas de fuerzas actuando sobre los s6lidos; se estudiaran con detalle
diversos tipos de fuerzas de ligadura o reacciones a los que los s6lidos pueden
verse sometidos, tanto las ejercidas externamente como las ejercidas entre si
por diferentes partes de un sistema.

Se finalizaré esta parte con un capitulo introductorio sobre elasticidad,
donde se pondra de manifiesto que los sélidos reales son deformables bajo la
accion de las fuerzas que se ejercen sobre ellos, algo no tenido en cuenta en los
dos capitulos anteriores.
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Capitulo 12

EQUILIBRIO DEL SOLIDO RIGIDO

En este capitulo se va a estudiar qué condiciones deben darse para que un
solido rigido esté en equilibrio. Junto a la formulacién general de esas condi-
ciones, se introduciran o revisaran algunos conceptos como el de sistemas de
fuerzas equivalentes y centro de fuerzas, entre otros. La relevancia de estos
conceptos no se limita desde luego al &mbito de la estética, pero dada la natu-
raleza de algunos problemas particularmente interesantes para la formacion de
un futuro arquitecto, se ha considerado su inclusion en este capitulo en lugar
de en el general de dinamica de sélidos.

En el capitulo siguiente se estudiaran diversos tipos de ligaduras, tanto las
ejercidas externamente sobre los sistemas en equilibrio como las ejercidas entre
diferentes partes de un sistema.

12.1. Condiciones de equilibrio de un sélido rigido

Al analizar la dinamica de una particula ya vimos que el concepto de equili-
brio equivale a no aceleracién: una particula se encuentra en equilibrio cuando
permanece en reposo o se mueve a velocidad constante. Eso puede expresarse
con la segunda ley de Newton imponiendo que la resultante de fuerzas que
acttian sobre la particula es cero.

> Fi=mi=0 (12.1)
)

Veremos a continuacion que el equilibrio de un sélido rigido (caso particular
de sistema de particulas) exige que se verifiquen dos condiciones. En los temas
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anteriores, al analizar el movimiento de los sélidos rigidos, hemos considera-
do su movimiento de traslacién bajo la accién de las fuerzas exteriores y el
movimiento de rotacién, determinado por el par o momento resultante de las
fuerzas exteriores respecto al eje de giro. (Ver ecuaciones y Por
lo tanto, para que un cuerpo perfectamente rigido se encuentre en equilibrio
debera cumplirse:

= La suma de las fuerzas externas que actuan sobre el cuerpo en equili-
brio tiene que ser cero.

» Las fuerzas externas no pueden hacer girar el cuerpo alrededor de cual-
quier eje, es decir no ejercen un momento neto.

Las expresiones matematicas que expresan estas condiciones se denominan
ecuaciones de equilibrio.

S FFT = MAcy =0 (12.2)

d o wmt=1d=0 (12.3)
%

Conviene incluir aqui un comentario respecto a la dependencia del momento
de las fuerzas respecto al punto «O» elegido. En general, el momento depende
del punto «O», pero vamos a demostrar que cuando la resultante de las fuerzas
es nula, el momento total (suma vectorial de los momentos ejercidos por las
fuerzas) es independiente del punto respecto al que se calcula.

Supongamos el solido de la figura, sobre el que acttian un conjunto de
fuerzas, Fj, tales que su resultante es cero (ZF; = 0). Consideremos dos
puntos cualesquiera, O y O’ respecto a los que vamos a calcular el momento
de las fuerzas.
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Fy
F;
\
F
0

Figura 12.1: Solido rigido sobre el que acttia un sistema de fuerzas de resultante nula.
En esta situacion, el momento resultante de las fuerzas es independiente del punto
respecto al que se calcula.

La expresién del momento respecto a O y O “serd, respectivamente:

> T=) #xF (12.4)
% 7

Ty = vl x F (12.5)
7

i

Si restamos esas dos ecuaciones, se tiene que:

dow - Ty = (Fi—ri)x F,=Y Ry x F, (12.6)

%

Donde Ry es el vector que une los dos puntos elegidos de forma arbitraria.
Evidentemente puede sacarse como factor comin, con lo que

WY Ty =Ry x Yy Fi=0 (12.7)

El resultado general anterior puede ilustrarse mediante un ejemplo de sis-
tema de (2) fuerzas bien conocido, el llamado “par de fuerzas”. Se trata de
dos fuerzas iguales en médulo y direccién y sentido opuesto aplicadas en dos
puntos distintos de un cuerpo, tal y como se representa en la figura 14.2. En
primer lugar, es evidente que el sélido de la figura no esta en equilibrio, ya que
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aunque la resultante de fuerzas es cero, no lo es el momento. Vamos a calcular
el momento resultante de las fuerzas respecto al centro 0 y respecto a A.

Figura 12.2: Par de fuerzas actuando sobre un soélido.

Es inmediato ver que el momento total respecto al centro 0 sera:

”?0:7?1Xﬁ1+F2Xﬁ2:FR(_'ZXj)+FR(iX(_j)) (12.8)
— —FRk — FRk = —2FRk |

Por otra parte, la fuerza 131 no ejerce momento respecto al punto A por lo que
se tiene:

Ty = AB x Fy = 2Ri x Fy = —2F Rk (12.9)

Vemos como en este caso, en el que ZZ F’l = 0, el momento resultante es
independiente del punto respecto al que se calcule.

LLegados a este punto, es importante recordar lo visto en el capitulo an-
terior respecto al cédlculo de momentos. En caso de duda, debe revisarse lo
estudiado en el punto [I1.4]
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12.2. Fuerzas equivalentes. Sistemas de fuerzas pa-
ralelas. Centro de fuerzas

Al estudiar la dindmica de una particula se vio que cuando hay varias
fuerzas aplicadas el movimiento de la particula puede explicarse sustituyendo
el sistema de fuerzas por su suma vectorial; diferentes sistemas de fuerzas
actuando sobre una particula son equivalentes si su resultante es la misma. Asi,
puede hablarse de una fuerza equivalente que es igual a la resultante de fuerzas
del sistema dado: ﬁeq =) F; Sin embargo, al estudiar el movimiento de un
cuerpo rigido vimos que estd determinado por la fuerza total aplicada y por
el momento total ejercido sobre él. En este contexto, se dice que dos sistemas
o conjuntos de fuerzas actuando sobre un cuerpo rigido son equivalentes si la
resultante de ambos sistemas y el momento total ejercido respecto a cualquier
punto son iguales.

Teniendo en cuenta lo anterior, es facil prever que la traslaciéon del con-
cepto de “fuerza equivalente a un sistema dado” cuando estédn aplicadas sobre
un cuerpo extenso no es inmediatoﬂ Pueden estudiarse algunas situaciones
particulares sencillas, como la de un sistema de fuerzas concurrentes en un
punto: cuando las lineas de accién de todas las fuerzas que actiian sobre el
solido confluyen en un punto P, el sistema puede representarse por una dnica
fuerza igual a la suma vectorial de las dadas y cuya linea de accién pase por P.

R  Fy

Figura 12.3: Fuerza equivalente a varias concurrentes.

Analicemos ahora un caso en el que es posible encontrar una tnica fuerza
equivalente a un sistema dado. Imaginemos un sélido sobre el que actta un
sistema de fuerzas paralelas, de forma que: Fi = F;4 para todo i. El anélisis
de este problema pondra claramente de manifiesto la relevancia del punto de

! En general, cualquier sistema de fuerzas y momentos podra ser representado con una
determinada fuerza actuando en un cierto punto y un determinado par.
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aplicacion de las fuerzas.

Figura 12.4: Solido sobre el que actia un conjunto discreto de fuerzas paralelas. Por
claridad se muestran, con caracter genérico, los vectores de posiciéon de algunas de
las fuerzas. Se muestra la fuerza equivalente aplicada en el punto CF. Ec F marca la
posicion del centro de fuerzas respecto al origen O.

Vamos a plantear si existe una fuerza equivalente a ese sistema. Por una
parte, la fuerza buscada debe ser igual a la resultante del sistema para que
su efecto sobre la traslacion del cuerpo sea el mismo, y ademés debe tener el
mismo efecto en cuanto a su rotacion (=el momento debe ser el mismo que el
del sistema).

Por tanto, tenemos que responder la siguiente pregunta: jen qué punto,
que etiquetaremos como CF, habria que aplicar la fuerza igual a la resultante
del sistema original, para que su momento sea igual al momento resultante
del sistema de fuerzas respecto a un punto cualquiera O7 Nuestro objetivo es
calcular la posicion de ese punto, que denotaremos por ﬁcp. Comenzaremos
por expresar el momento o par de la fuerza resultante, aplicada en el punto
CF cuya posicién queremos determinar.

Ty =Ropx Y Fi=Ropx» Fi=Y FRepxi (12.10)

Por su parte, el momento resultante del sistema de fuerzas paralelas es:
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dTo=> FxFy=Y 7 xFi=Y Fixi (12.11)

Imponiendo que sean iguales los dos momentos anteriores, se tiene que
cumplir que:

Y FiRop =) Fir
5 5

de donde se deduce que la posiciéon del punto CF respecto al origen 0 viene
dada por:

Rop = —— (12.12)

Al punto CF cuya posicién acabamos de obtener se le conoce como centro
de fuerzas. Una conclusion obvia de la deduccién anterior es que un sistema de
fuerzas paralelas no puede hacer girar el objeto respecto a su centro de fuerzas.

Un caso particular, bien conocido, lo encontramos en la fuerza de la grave-
dad actuando sobre un cuerpo cualquiera. En el caso de ¢ constante y uniforme
para todo el sistema, 131 = m;g, siendo m; la masa de cada fragmento en que
dividimos el cuerpo. La posiciéon del punto de aplicaciéon de la resultante, o
centro de gravedad, seré:

Roo = = =& = Rem (12.13)

Vemos que en estas condiciones, el centro de gravedad coincide con el centro
de masa.

Es inmediato extender lo que acabamos de estudiar a situaciones en las
que no se tiene un conjunto discreto de fuerzas, F;-, sino una fuerza distribuida
actuando sobre un cuerpo extenso. Vamos a considerar sélidos esencialmente
unidimensionales (barras). Estas situaciones suelen caracterizarse por el valor
de la fuerza por unidad de longitud, ¢ (dimensionalmente [F][L]~! =
[M][T]~2), que puede ser constante (fuerza distribuida uniforme, como en el
caso a) de la ﬁgura donde g es fijo), o variar a lo largo del solido (como

en el caso b), donde se muestra una variacion lineal).
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a)
‘ [ap]=[FI/[L]
q, = constante
0 L
b) [al=[FV/IU] varia
“‘|||| linealmente a lo
largo de la barra
vwlllllluuu
[
0 L

Figura 12.5: Ejemplos de fuerzas distribuidas.

Para calcular el valor de la resultante tendremos en cuenta que la fuerza
que actia sobre un fragmento de barra de longitud dz sera: dF = g(z)dx donde
q(z) representa el valor de la fuerza por unidad de longitud en un punto a una
distancia z del extremo de la barra. Para calcular la fuerza total habra que
integrar dF' para toda la barra. En el caso a) es inmediato ver que la fuerza
equivalente serd Foq=qoL. En cuanto al caso b) tendremos que:

L L

L
Feg = / q(z)dz = / D gy = L2 (12.14)
0 o L 2

Para calcular el punto de aplicacion de esa fuerza tendremos en cuenta la
ecuacion [12:12] sustituyendo las sumas por las integrales correspondientes, de
forma que escribiremos:

R [Hao/Lade 2 fE o, 2

Por tanto, los sistemas de fuerzas distribuidas de la figura [12.5] actuando
sobre la barra pueden sustituirse por una tnica fuerza, aplicada en un punto
determinado de la barra, tal y como se muestra en la figura [12.6

bV
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a
) Feq=q0L
0 L/2 L
b)
Feq=q0L/2
0 2L/3 L

Figura 12.6: Fuerzas equivalentes de los sistemas mostrados en la ﬁguram
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Capitulo 13

DIAGRAMAS DE FUERZAS.
FUERZAS APLICADAS Y DE
LIGADURA

Al analizar el equilibrio de una particula se vio la utilidad de los diagramas
de fuerzas como paso previo al planteamiento de las ecuaciones correspondien-
tes a las condiciones de equilibrio. Los cuerpos rigidos cuyo equilibrio vamos a
estudiar estan habitualmente apoyados o unidos a otros elementos, que ejercen
fuerzas o momentos sobre ellos. Para poder trazar los diagramas de cuerpo
libre es fundamental conocer dichas reacciones (ligaduras externas). En este
capitulo se van a analizar diferentes tipos de apoyos o uniones, viendo cémo
son las fuerzas y los momentos que se ejercen en los puntos de enlace.

13.1. Enlaces en sistemas planos

Los elementos de unién de un sistema con el exterior o de diferentes partes
del sistema entre si se denominan enlaces. Los enlaces imponen coacciones
sobre el sistema, es decir, pueden limitar su traslacion (en una direccion o dos,
restringiéndonos a problemas en el plano) y pueden impedir su giro. En los
problemas de estatica una pregunta habitual se referird a la determinacién de
las reacciones (fuerzas y momentos), ejercidas en los apoyos o uniones, que
garantizan el equilibrio del sistema. Veamos a continuacién algunos tipos de
enlaces habituales.
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= Cuerda o cable. Como ya se ha visto al describir las fuerzas de ligadura
sobre particulas, este tipo de enlace ejercera sobre el elemento en cues-
tion una tension, en la direccion de la cuerda y alejandose del elemento.
Pensando en su intervenciéon en las ecuaciones de equilibrio, vemos que
implica una incognita (el valor de T, ya que la direccion viene determi-
nada por la de la cuerda).

N

/

&\\\\\(\\\\Y’

Figura 13.1: Tensién en una cuerda, de valor constante a lo largo de la cuerda si esta
es de masa despreciable.

= Apoyo liso. Este tipo de enlace ejerce una sola coacciéon, impidiendo los
desplazamientos en la direccién perpendicular a la superficie. La fuerza
de ligadura correspondiente tiene una tnica componente en direccidén
perpendicular (“normal”) a la superficie. Una superficie plana y lisa se
puede representar com un apoyo de este tipo. (Cualquier fuerza externa
sobre el s6lido ejercida en la direccién paralela a la superficie lo sacaria del
equilibrio, ya que el apoyo liso no impide la traslacion en esa direccion).

Barra apoyada en Simbolo utilizado
una superficie sin para representar
rozamiento un apoyo liso

Figura 13.2: Apoyo liso, que ejerce una tnica coaccién; se muestra la fuerza de
ligadura normal a la superficie de apoyo.
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» Apoyo fijo. Impide la traslacién tanto en direccién paralela como per-

pendicular a la superficie. La fuerza de ligadura por tanto tiene dos
componentes independientes (dos incognitas). A veces hablamos de dos
reacciones, identificadas con dichas componentes.
Un apoyo sobre una superficie con rozamiento puede tratarse como un
apoyo de este tipo, en el que la fuerza paralela a la superficie (fuerza de
rozamiento) no puede superar un cierto valor, determinado por el pro-
ducto del coeficiente de rozamiento y el valor de la ligadura perpendicular
a la superficie.

Barra apoyada sobre Simbolo utilizado
una superficie con para representar
rozamiento un apoyo fijo

Figura 13.3: Apoyo fijo, que ejerce dos coacciones; se muestran las dos componentes
de la fuerza de ligadura: paralela y perpendicular a la superficie de apoyo

Un enlace "de pasador" (o articulacion lisa) también impide la traslacion
en cualquier direccién, pero no ejerce ninguna oposiciéon a que el cuerpo
gire en torno a ella.

Articulacion como elemento de
enlace de una barra rigida

Figura 13.4: En el punto donde esta articulada, se ejerce sobre la barra una fuerza de
ligadura cuyo modulo y direcciéon hay que determinar; en los diagramas se representara
con dos componentes independientes, habitualmente en las direcciones x e y.
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= Empotramiento. Este enlace ejerce tres coacciones, impidiendo tanto la
traslacion como el giro en el plano (tres incognitas). Tendremos por tanto
dos componentes de la fuerza de ligadura y un momento o par de reaccién
perpendicular al plano.

Empotramiento (impide
traslacion y giro del s6lido)

Figura 13.5: En un empotramiento consideraremos una fuerza de ligadura de médulo
y direcciéon a determinar (con dos componentes independientes) y un momento o par
de reaccién que impide el giro.

Ejemplo: obtencion de las fuerzas y momento de ligadura sobre
un sélido empotrado en la pared

Supongamos que tenemos una barra de 50 cm de longitud y 50 N de pe-
so, con uno de sus extremos empotrado en una pared vertical. Sobre el otro
extremo se aplica una fuerza exterior de 50 N, con una inclinacion de #=30°
respecto a la vertical, tal como se muestra en la figura a).

a)

Figura 13.6: Diagrama de fuerzas para una barra empotrada en una pared vertical,
y sobre la que se ejerce una fuerza F' con componentes vertical y horizontal.

Veamos cémo determinar el valor de las reacciones en A en la situaciéon de
equilibrio. Una vez identificado el sistema cuyo equilibrio estamos considerando
(la barra de la figura|13.6)), comenzaremos por dibujar su diagrama de cuerpo
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libre, considerando las fuerzas y momentos que actian sobre ella. Para ello
tendremos en cuenta tanto las fuerzas externas aplicadas (peso P y F') como
las reacciones en A, tal y como se muestra en la figura b).

A continuacién se escriben las ecuaciones que corresponden a las condicio-
nes de equilibrio, es decir, que la resultante de las fuerzas y la resultante de los
momentos deben ser nulas. Como se trata de un problema en dos dimensiones
(supongamos el plano XY'), se tiene que:

Zﬁx:0;»}21:Fsene:»RI:%N:}z}:sz

> F,=0= R, =P+ Fcos = R, = (50+ 25V3)j N (13.1)
L 25v3 + 25 -
Z?A:0:>FyL+P2—T§:O:f§:Gk N.m
13.2. Sistemas estaticamente determinados

Al analizar la situacion de equilibrio de sistemas simples (de un solo cuer-
po) o de sistemas formado por varios cuerpos, puede ocurrir que el ntmero
de coacciones impuestas por los enlaces sea justo el suficiente y necesario para
impedir el movimiento del sistema. En estos casos se habla de sistemas esta-
ticamente determinados o isostaticos, en los que se podra determinar sin
ambigiiedad el valor de todas las reacciones en los enlaces a partir del plantea-
miento y resolucion de las ecuaciones de equilibrio (el namero de ecuaciones
es igual al de incognitas). También se pueden dar situaciones en las que los
enlaces imponen mas coacciones de las necesarias; es el caso de los sistemas hi-
perestaticos, para los que habra més incognitas que ecuaciones de equilibrio.
Veamos a continuaciéon algunos ejemplos de sistemas isostéticos en el plano.

s Sistemas simples, constituidos por un solo cuerpo
Cuanto se tienen sistemas de un solo elemento, el problema habitual va
a ser la determinacion de las fuerzas y momentos de ligadura (“reaccio-
nes”) externas. Como primera aproximacion al problema, pensemos que
el nimero de ecuaciones de equilibrio con que contamos es de 3: fuerza
resultante nula en las dos direcciones del plano (tipicamente x e y) y
momento resultante nulo en la direccion perpendicular al plano (z). Por
lo tanto, el nimero de incognitas (valor de las fuerzas y par de reaccion)
que se pueden determinar es 3. (Pensad en el ejemplo anterior, ecuacio-
nes . En la figura se muestran otros dos ejemplos de sistemas

isostaticos.
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Barra apoyada en una Barra articulada en
pared lisa (B) y sobre el un extremo y sujeta
suelo con rozamiento (A) por una cuerda tensa.

Figura 13.7: En los sistemas de la figura se muestran las componentes de las fuerzas
de reaccion (incognitas) a determinar.

Puede verse que en ambos casos se tienen tres incognitas que pueden
determinarse resolviendo el sistema de las tres ecuaciones de equilibrio
mencionadas![l]

» Sistemas compuestos por varios cuerpos, con enlaces entre ellos
Cuando se tiene sistemas formados por varios elementos, enlazados entre
si, distinguiremos entre reacciones (fuerzas y momentos de ligadura) ex-
ternaos (en los enlaces del sistema con el exterior) y reacciones internas,
en los enlaces entre partes del sistema. El problema habitual consistira
en la determinacién de esas reacciones. En ocasiones seré posible deter-
minar las reacciones externas a partir de las ecuaciones de equilibrio del
sistema completo (si el ntimero de coacciones en los enlaces externos es
igual a 3); existen sin embargo sistemas en que esto no es posible (ni-
mero de coacciones externas >3), siendo necesario recurrir ademaés a las
condiciones de equilibrio de los distintos elementos del sistema. Vamos a
ver algunos ejemplos de ambos casos.

Ejemplo de sistema isostatico de sustentaciéon
En los sistemas isostaticos de sustentacion el niimero de grados de liber-
tad del sistema completo (“visto como un todo”, como si fuera un tnico

1Con caracter general se tiene que los sistemas isostaticos son aquellos en que el nimero
de coacciones coincide con el de grados de libertad. El namero de grados de libertad (N)
de un cuerpo se identifica con el nimero de coordenadas independientes necesarias para
determinar su posicion. Asi, la posicion de un sélido simple en el plano se determina por dos
puntos. En principio eso supondria cuatro coordenadas pero al tratarse de un sélido rigido
la distancia entre los puntos es fija, con lo que bastan tres coordenadas, siendo N=3. Si el
nimero de coacciones es 3 se tiene un sistema isostatico, y si es mayor que 3, hiperestatico.
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solido rigido) es igual al ntumero de coacciones externas)ﬂ

Estructura articulada en C, Diagrama de fuerzas del
apoyada en un apoyo sistema de la izquierda,
fijo (A) y uno liso (B) visto como un todo.

Figura 13.8: a) Ejemplo de sistema isostatico de sustentacion. En este caso, de acuerdo
con lo indicado en el texto, los &ngulos § = ¢ = 60°. b) Diagrama de cuerpo libre del
sistema completo.

Enla ﬁgura a) se muestra una estructura (i.e. una escalera) compues-
ta por dos tramos iguales de longitud L y masa m;= 4 kg, articulados en
C y formando un 4ngulo de 60°. La estructura se mantiene en equilibrio
teniendo un apoyo fijo en A y otro liso en B. Ademas, hay una cuerda
que une los dos tramos, fija a una distancia L/3 de los apoyos A y B. Se
supondra que hay un chico de 60 kg subido en el tramo de la izquierda,
a una distancia 2L/3 de A. El objetivo del problema es determinar el
valor de las reacciones externas, asi como de las fuerzas internas en la
articulacion C y el valor de la tension.

Se tienen tres fuerzas de ligadura externas, como se muestra en la figura;
Az, Ay y By, que podran determinarse resolviendo las ecuaciones de
equilibrio del sistema completo. A la vista del diagrama, es evidente que
A, debe ser cero (no existe ninguna otra fuerza externa con componente
horizontal, y la resultante debe ser cero). En cuanto a las otras dos,
pueden obtenerse tal y como se muestra a continuacion:

- Resultante de fuerzas externas nula en el eje y:

Ay + By, = Py + 2P, (13.2)

2. 0, expresado en otros términos, el niimero de reacciones externas (incognitas) es igual
al de ecuaciones de equilibrio del sistema completo.
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- Momento resultante de las fuerzas externas respecto a A nulo:

Ptg cos(6) + PH% cos(0) + P[Lcos(0) + g cos(¢)] — By[L cos() + L cos(¢)]

L 2L L
= Pti cos(60) + PH? cos(60) + P(L + 5) cos(60) — By2L cos(60) =0

P, 2Py 3P,
=24t 9B
2 3 + 2 Y

Sustituyendo en la ecuacién anterior se obtiene directamente el valor de
By= 2352 N (24 kg.f, o 24 kg simplemente, en el Sistema Técnico) y
llevando ese valor a la ecuacion se obtiene A,= 431,2 N (44 kg)

Veamos ahora como obtener el valor de la tensiéon de la cuerda que une
los tramos (T, en la direccion de la cuerda) y las dos componentes de la
reaccion en la articulacion C, C, y éy. Para eso, “dividiremos idealmente”
el sistema en dos partes, tal y como se representa en la figura [13.9

a) Parte izquierda b) Parte derecha

Figura 13.9: Diagrama de fuerzas de cada una de las partes en que se divide el sistema
de la figura para la determinacién de la fuerzas de reaccion internas.

Notese que T y T" son iguales en modulo (T") y direccion, pero de sentido
opuesto, lo mismo que ocurre con las componentes de la ligadura en la
articulacion interna en C. Para resolver el problema, es suficiente con
plantear el equilibrio de una de las partes (indistintamente), siendo ya
conocidos los valores de las ligaduras externas. Tomemos la parte derecha,
por ejemplo, y escribamos las tres ecuaciones de equilibrio.
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Y F=0=C+T =0=C,=T
EFL:O:>6Q+é+§y:0:>By:Cy+Pt (13.3)

2L L
Z’Fg =0= T? sen(60) + Pt§ sen(30) = By Lsen(30)

Despejando en la segunda ecuacion, obtenemos Cy,= 20 kg

Despejando T en la altima ecuacién, se obtiene:

=5, %)

=11V3 kg
y por tanto Cp= 11v/3 kg, con lo que quedan completamente determina-
das todas las ligaduras.

Como acabamos de ver, en el problema anterior hemos podido determi-
nar las fuerzas de ligadura externas ejercidas sobre el sistema articulado
a partir de la resolucién de las ecuaciones de equilibrio del sistema com-
pleto. Solo ha sido necesario dividir el sistema para obtener las internas.
Vamos a ver a continuacién un ejemplo de otro tipo de sistemas en los
que va a ser necesario utilizar las ecuaciones de equilibrio de los elemen-
tos (partes del sistema) para obtener el valor de las fuerzas de ligadura
externas.

Ejemplo de sistema globalmente isostatico

Pensemos en el sistema de la figura[I3.10] en el que una viga articulada
estd apoyada sobre un apoyo fijo y dos lisosE| Al analizar las ligaduras
externas vemos que hay cuatro componentes que deben ser determina-
das, contando de entrada con las tres ecuaciones de equilibrio del sistema
completo. Podria pensarse que se trata de un sistema en equilibrio hi-
perestatico; no obstante, no es asi ya que las condiciones de equilibrio de
cualquiera de los dos elementos que lo componen (parte de la izquierda
o parte de la derecha de la articulacion, figura ) nos proporcionan
las ecuaciones necesarias para la solucién completa. Se dispone por tanto
de 6 ecuaciones y de esta forma podrian determinarse tanto las ligaduras
(externas) en los apoyos: A (en el caso mas general 2 componentes, x e
y), B (1,y)y C (1, y), como las dos componentes de la ligadura interna
en la articulacion D ( 2 componentes, x e y).

3 Aunque este sistema es hiperestatico de sustentacién, ya que el namero de coacciones
externas es mayor que el de grados de libertad del sistema “como un todo”, el nimero total
de coacciones (4 externas + 2 internas) es igual al de grados de libertad totales
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a) A (fijo) B (liso) C (liso)
[ [) |
@ D A A

a b [ d
b) N -> ->
AV By Cv
\ . |
K " /
(o] ) _A>y By Cy
— |
A)(

Figura 13.10: a) Viga articulada como ejemplo de sistema globalmente isostatico. b)
Diagrama de cuerpo libre, con representaciéon de las ligaduras externas. La ligadura
en A tendrda componente horizontal si hay alguna fuerza aplicada sobre la viga que
deba ser compensada en esa direccion. ¢) Diagrama de las fuerzas ejercidas sobre cada
una de las dos partes del sistema que se originan al dividirlo por la articulacién D.

Vamos a resolver el ejemplo de la figura en el que sobre la viga
articulada en D, y apoyada en un apoyo fijo (A) y dos lisos (B y C), actta
una fuerza F de 1000 N, inclinada 30° respecto a la vertical. Supondremos
en el problema que el peso de la barra es despreciable.

Ecuaciones de equilibrio del sistema completo:

(I) Y F,=0= A, — Fsen(30) = 0= A, =500 N

(II) Y F,=0= A, — B, + Cy — Fcos(30) = 0 = A, — B, + C; = 500v/3

L 5L

. L
(I11)Y " %a = 0= F cos(30) — Bys +Cy= = 0= 3B, —5C, = 500v/3

6
Evidentemente se necesita una relacion adicional para poder obtener A,,
By, Cy, para lo que acudiremos a las condiciones de equilibrio de uno de
los dos elementos del sistema (indistintamente el de la derecha o el de la
izquierda de la articulacion)



Sistemas estaticamente determinados 169

a)
|
i\\ :/ \\M
. @ ®.e
L/3 L/3
b) > ->
B, C,
) BV Cv

Figura 13.11: a) Ejemplo de viga articulada sometida a una fuerza externa F. b)
Diagrama de cuerpo libre del sistema completo. ¢) Diagrama de cada una de las dos
partes del sistema que se originan al dividirlo por la articulacion D.

Ecuaciones de equilibrio de una de las partes (la elegimos a
la izquierda de la articulaci6n): Fijandonos en la figura [13.11k), las
ecuaciones de equilibrio para la parte de la viga a la izquierda de la
articulacion son:

(IV)Y F,=0= A, — Fsen(30) = Dy =0= D, =0 N

(V) Y F,=0= A, — D, — Fcos(30) = 0 = A, — D, = 500V/3
. L L

VD> T=0= Feos(30) 5 — Ay =0

De la ultima ecuacién se obtiene directamente el valor de A, = 1000/3
N y sustituyendo en (II) se tiene que:

(ITbis) B, — Cy, = 500V/3, que junto con la ecuacién (IIT)
(IIT) 3B, —5C, = 500v/3

constituyen un sistema de 2 ecuaciones con dos incognitas de resoluciéon
inmediata, obteniéndose:

C, =500V3 N y B, =1000V3 N
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Resumiendo, los valores obtenidos para las fuerzas de ligadura son:

Externas (N) A, =5008 A, =1000v3j B, = —1000v/3j C, =500v/3j

Internas (N) D; =02 ﬁy = —500/3j l_j; =-D, Dzl/ =-D,

13.3. Solicitaciones

En este apartado vamos a ocuparnos de la determinacién de las reacciones
internas en un elemento simple, a diferencia de lo que hemos visto en
el punto anterior donde se han visto fuerzas de reaccién en los enlaces entre
distintos elementos de un sistema. Pensemos ahora en un cuerpo (una viga, por
ejemplo) en equilibrio, sometida a una serie de fuerzas externas. Estas seran
tanto aplicadas (cargas externas), como las habituales reacciones de los enlaces
externos. Para determinar las fuerzas en el interior del elemento utilizaremos
el método de las secciones. Si imaginamos la viga seccionada en dos partes
(seccion transversal S), cada parte estard en equilibrio bajo la accion de las
fuerzas externas en ella, y de las fuerzas internas en la secciéon de corte.

Figura 13.12: a) Esquema de un elemento en equilibrio, sometido a fuerzas externas
aplicadas Fy, Fy,...Fy y fuerzas de reaccion en los enlaces. b) Esquema de la division
del elemento, para calcular las reacciones internas en la seccién.

Estas fuerzas internas son las que cada una de las dos partes de la viga
ejercia sobre la otra, antes de ser “idealmente” separadas. En general, el sistema
de fuerzas internas en la seccién se tratard como una fuerza R aplicada en el
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centro de gravedad de la seccién y un momento o par de reaccién interno
Tl No obstante, en los problemas restringidos al plano que se van a plantear
aqui, las fuerzas internas se caracterizaran mediante una fuerza resultante con
dos componentes (x e y tipicamente) y un momento flector (componente z). La
componente x de la fuerza, perpendicular (normal) a la seccion, se corresponde
con una traccién o una compresion. Por su parte, la componente y, paralela a
la seccion, corresponde a una fuerza cortante, también conocida como fuerza
de cizalla o cizalladura.

Resolvamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1. Se tiene una viga, de longitud L y peso despreciable, con sus
dos extremos apoyados en un apoyo fijo (A) y otro liso (B). Hay que obtener
las solicitaciones en funcion de la distancia x al extremo A.

s

a) Affijo) l B (liso)

~
™ Seccion

1
b) R -
T A, 9 F oL B,
T \
_)
X o L
® -X

Figura 13.13: a) Esquema de un elemento en equilibrio, sometido a fuerzas externas
aplicadas (F') y de reaccion en los enlaces A y B. b) Diagrama de fuerzas de cada una
de las partes del elemento, al dividirlo por la seccién.

En primer lugar plantearemos las ecuaciones de equilibrio del elemento,
para calcular las reacciones externas A, y By. Nos fijaremos en la figura|13.13p).
> Fy=0=A4,+B,—~F=0=A,+B,=F

L F
ZfA:O:ByL—FazO:ByZE

Y llevando el valor de By a la primera ecuacion:
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F
Ay:§

Procederemos a continuaciéon a tomar una de las dos partes que resultan

de la division (figura [13.13b). Si tomamos la de la izquierda:

- F
ZFy:0:>Ay—Ry:0:>Ry:Ay:§

F
Zf’x:Oé—Ayx—i-TR:Oi’rR:?x

Resumiendo, los valores obtenidos para las reacciones son:

A7 _ F n _ Foa
Externas Ay =5 By, = 3]

Sy

Y P S
Internas R 5] T stk

- ~R
Evidentemente, R; y T seran iguales en moédulo y direccién, pero de
sentido opuesto a los mostrados en la tabla.

Ejemplo 2. Se tiene una viga, de longitud L=1 m y peso por unidad de
longitud p=500 N/m. Suponed que sus dos extremos estan apoyados en un
apoyo fijo (A) y otro liso (B). Hay que obtener las solicitaciones en funcion de
la distancia x al extremo A.

Planteando las ecuaciones de equilibrio del elemento completo (figura[13.14h),
de forma anéloga al ejemplo anterior obtenemos las reacciones externas:



Solicitaciones 173

a) Affijo) B (liso)

> R
P,=-p(L-x);

Figura 13.14: a) Esquema de una viga, de peso por unidad de longitud P apoyada en
un apoyo fijo (A) y otro liso (B). b) Diagrama de fuerzas de cada una de las partes
del elemento, al dividirlo por una seccién a una distancia x de A.

Elijamos a continuacion el fragmento de longitud x (la parte izquierda de
la figura [13.14p) y escribamos las ecuaciones de equilibrio.

ZF;J:0:>Ay—Ry—pa::0:>Ry:Ay—pa::250(1—230)N

> %o =0= —Aya+prg + 1 = 0= 7 = 2500 — 2500% = 2502(1 - 2) Nom

bv
Ab
Fisica 1 € 2018
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Capitulo 14

FUNDAMENTOS DE ELASTICIDAD

Al analizar el equilibrio de los s6lidos hemos considerado hasta el momento
solamente cuerpos rigidos, no deformables bajo la acciéon de las fuerzas que se
ejercian sobre ellos. Sin embargo, los sistemas reales pueden deformarse por lo
que resulta necesario entender la relaciéon entre las deformaciones y las fuerzas
que las provocan. En este capitulo se va a describir, a modo de introduccién
bésica, la dependencia existente entre las fuerzas (tanto normales como de
cizalla) ejercidas sobre un solido y las correspondientes deformaciones.

14.1. Esfuerzo y deformacién

Imaginemos una barra, de longitud Lg y seccion A, con uno de sus ex-
tremos sujeto firmemente a una pared de forma que permanece fijo. Si sobre
el otro extremo se ejerce una fuerza F en la direccion de la barra (fuerza
normal perpendicular a la seccion), esta se deformara, elongandose o dismi-
nuyendo su longitud dependiendo del sentido de la fuerza. En la figura [14.1]
a modo de ejemplo, se ha representado la deformacién correspondiente a una
fuerza de traccion o tension; cada seccion de la barra se desplaza -respecto
a la posicion inicial- un cierto Al que es proporcional a la distancia al extre-
mo fijo. Analogamente, si se ejerciera una fuerza de compresion, en sentido
contrario a la mostrada, se tendria un acortamiento de la barra. A la variacién
total de su longitud la denotaremos como AL.

En este contexto llamaremos:

= Esfuerzo (fuerza de traccién o de compresién por unidad de superficie))

SRS

= Deformacién unitaria o simplemente deformacion

5|k



Esfuerzo y deformacion

Ab
Fisica 1 € 2018

176
7, Lo/2
% Lo/2+AL/2 s AL E
7 \
7 LgHAL
Figura 14.1: Deformacién de una barra sélida bajo la accién de una fuerza normal. Se
ha indicado en particular el desplazamiento respecto a la posicion inicial del extremo
libre de la barra asi como del punto medio de la misma.

Para describir la dependencia entre estas magnitudes, resultan muy ilustra-
tivas las representaciones graficas de las curvas esfuerzo-deformacion. La curva
modelo que se muestra en la grafica pone de manifiesto varios rangos de

comportamiento, en funcion de la magnitud del esfuerzo al que se ve sometida
la barra y su correspondiente deformacion.
Esfuerzo
F/A
P D
A /
0-B: Rango de comportamiento elastico
f A: Limite de proporcionalidad
\} B: Limite de elasticidad
C-D: Zona de comportamiento plastico
D: Limite de rotura
0 <1% Deformacion
AL/L,
Figura 14.2: Curva caracteristica esfuerzo-deformaciéon para un material dictil some-
tido a tension.
= Rango de comportamiento elastico. Zona O-B
bv
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En esta zona, la deformacién del solido desaparece cuando deja de ejer-
cerse la fuerza, es decir, “se recupera” al cesar el esfuerzo. Corresponde a
pequeinias deformaciones, en general inferiores al 1 %. Si la carga sobre el
solido responsable de la deformacion se retira gradualmente, el material
se recupera siguiendo la misma curva, en sentido inverso. Dentro de ese
rango, se puede distinguir un primer tramo O-A en el que el esfuerzo y la
deformacion son proporcionales: en esa region de comportamiento lineal
se verifica que

F/A

AL/L = constante (14.1)

Esa constante, caracteristica del material, es el denominado médulo de
Young, Y, de uso habitual para describir el comportamiento de los soli-
dos en su rango elastico lineal. Es interesante comentar que en este rango
el s6lido se comporta de forma similar a un muelle, obedeciendo a la ley
de Hooke, con una deformacién proporcional al esfuerzo que la provoca.
El médulo de Young se expresa, en el S.I., en N/m? (unidades de “pre-
sién”). En la tabla se muestran valores de Y para diversos materiales. Es
conveniente tener en cuenta que aunque en algunos materiales el médulo
de Young bajo traccion es muy similar al que corresponde a esfuerzos de
compresion, hay ejemplos de lo contrario, como ocurre con los huesos.

= Rango de comportamiento plastico C-D

En esta zona, la deformaciéon del solido persiste una vez desaparecido el
esfuerzo. Se dice que el cuerpo sufre una deformacion pléastica. Hay una
situacion, que corresponderia a la zona B-C de la grafica, en la que el
sOlido se recupera parcialmente cuando deja de ejercerse la fuerza que
ha producido la deformacién. Eso corresponderia al camino “de vuelta”
senalado en trazo discontinuo en la figura.

El punto D marcaria el limite que puede soportar el sélido antes de que
se fracture como consecuencia del esfuerzo al que es sometido. El valor
méximo del esfuerzo que puede soportar un material antes de romperse se
denomina esfuerzo de rotura (de traccién/compresion) o resistencia
(a la traccion/compresion).

Cabe senialar que hay materiales que presentan deformaciones importan-
tes tras superar el limite elastico y antes de fracturarse. Son los denomi-
nados ductiles. Por el contrario, los materiales quebradizos se fracturan
al poco de superar el limite eléstico.
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Modulo de Young | Esfuerzo de rotura
Material | tracciéon/compresion traccion
104 N/m? 10% N/m?
Acero 2,0 11
Cobre 1,1 5
Aluminio 0,7 2
Vidrio 0,55 10
Hueso 0,16//0,09

Cuadro 14.1: Valores caracteristicos del médulo de Young y del esfuerzo de rotura
para diversos materiales.

En situaciones reales, es habitual que los cuerpos estén sometidos a esfuerzos
de tensién y compresién simultaneamente. Por ejemplo, si pensamos en una
viga horizontal apoyada en su extremos, como las estudiadas en el capitulo
anterior, realmente se pandean debido a su peso.(Figura )

Figura 14.3: Viga sometida a esfuerzos de tracciéon (parte inferior) y compresion (su-
perior). Se muestra un perfil caracteristico, con una geometria adecuada para soportar
mayores esfuerzos en sus partes superior e inferior, teniendo un grosor mucho menor
en el centro, donde el esfuerzo sera practicamente nulo.

Esfuerzo de corte o cizalla.

Ademas de las fuerzas normales a las que se ha hecho referencia en el punto
anterior, los so6lidos pueden verse sometidos a fuerzas ejercidas a lo largo de
direcciones contenidas en su seccion. En la figura [I4.3] se muestra un ejemplo,
indicAndose de forma esqueméatica la deformacién sufrida por un sélido en
forma de paralelepipedo. De forma analoga a lo visto, se define el esfuerzo
cortante o de cizalla como el cociente entre la fuerza cortante y la seccion
sobre la que se aplica. En este caso, la magnitud de la deformacién puede
caracterizarse mediante el desplazamiento angular:
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Ax
tg(d)=—F ~¢ (14.2)
Aligual que ocurre con las tracciones o compresiones, existe un rango de valores
en el que el esfuerzo cortante y la deformaciéon son proporcionales, pudiéndose
definir el médulo de torsion, también conocido como moédulo de corte o de

cizalladura, caracteristico del material en el rango de comportamiento elastico:

F/A
Médulo de torsion = F/A (14.3)
A
L Material Médulo de
torsion/cizalla

(1011 N/m?)

Acero 0,84

F Cobre 0,42

A —> Aluminio 0,30

/ Vidrio 0,23

Figura 14.4: Deformaciéon de un paralelepipedo sometido a un esfuerzo cortante ejer-
cido sobre su cara superior (la inferior se supone fija). En la tabla se muestran algunos
valores tipicos del modulo elastico de torsion.

14.2. Ejemplos

1. Se cuelga un bloque de 500 kg de masa del extremo de un alambre
de acero de 3 m de longitud y cuya seccién transversal es de 0,15 cm?. El
otro extremo permanece fijo. Sabiendo que el modulo de Young del acero es
2101 N/m?, ;cual sera el alargamiento experimentado por el alambre? Si su
esfuerzo de rotura es 11 - 108N/m?, ;cual seria el méaximo peso que podria
soportar?
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L,=3m L=l + AL

-

Figura 14.5: Deformacion experimentada por el alambre al colgar el objeto de masa
M.

Mg

En la situacién de equilibrio, la fuerza en el extremo inferior del cable seréa
igual al peso del bloque: F=Mg= 500 x 9,8 = 4900 N

Teniendo en cuenta la definicién de Y, modulo de Young, puede calcularse
la deformacion:

AL F/A 4900/1,5-107°
Ly Y  2-101

=1,63-1073 (14.4)

con lo que el alargamiento serda AL =4,90-1073 m = 4,9 mm

Por otra parte, si el esfuerzo de rotura es 11 - 108N/m?, el valor maximo
de la fuerza sera ese valor multiplicado por la seccion:

Fraz=16500 N, lo que corresponderia a una masa : M,,,,=1683,7 kg

bV
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MECANICA DE FLUIDOS
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INTRODUCCION

Un fluido es un sistema complejo, constituido por un niimero muy elevado
de particulas. Para describir su comportamiento no resulta posible partir de las
propiedades individuales de cada una de las particulas y de sus interacciones,
siendo necesario introducir nuevos conceptos y definir magnitudes fisicas es-
pecificas para su estudio. En el primer capitulo nos ocuparemos de los fluidos
en situacion de equilibrio, para introducir en el siguiente varios conceptos y
principios de dindmica de fluidos.
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Capitulo 15

ESTATICA DE FLUIDOS

La naturaleza de los sistemas que se van a estudiar aqui (formados por
una enorme cantidad de particulas individuales), hace inviable un tratamiento
basado exclusivamente en los conceptos presentados al analizar la dinamica de
una particula o la estéatica de los cuerpos solidos. Se hace necesario introducir
nuevos conceptos y definir magnitudes fisicas especificas para su estudio.

15.1. Conceptos previos

Como caracteristicas comunes a los fluidos podemos decir que son sustan-
cias que fluyen y se adaptan a la forma del recipiente que los contiene. En este
tema vamos a considerar la aproximacion de fluidos no viscosos; eso implica
que no soportan fuerzas de cizalla y por tanto las fuerzas ejercidas por el fluido
van a ser perpendiculares a las superficies, tanto del recipiente que los contiene
como de cualquier objeto en su seno.

Cuando hablamos de fluidos nos referimos a liquidos y gases, que comparten
las caracteristicas mencionadas. No obstante, existen importante diferencias
entre ellos, como las referidas a las siguientes propiedades:

Densidad. Se define como la masa (de fluido) dividida por el volumen en
que estéa contenida.
= — 15.1
= (15.1)
En el sistema internacional se mide en kg.m ™3, pero es habitual usar las

unidades del sistema CGS (cegesimal), g.cm~3. La relacién entre ambas es
1g.cm™3= 1000 kg.m 3.
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La densidad de un liquido es practicamente constante, mientras que la de
los gases es fuertemente dependiente de las condiciones: temperatura, presion...
Debido a ello, cuando se da la densidad de un gas se indica habitualmente la

presiéon y la temperatura correspondientes.

Sustancia Densidad(kg.m~3)
Aire (1 atm,20 C) 1,2
FEtanol 8,1-10?
Agua 1-10°
Agua de mar 1,03 -10°
Hielo 9,2-10?

Compresibilidad. Se muestra en la figura un esquema para ilustrar la
definicién del médulo de compresibilidad.

Figura 15.1: Fluido encerrado en un recipiente; la relacién entre el incremento de
presion y la variacién de volumen asociada depende del valor del médulo de compre-
sibilidad.

El médulo de compresibilidad se define como:

_ Ap |
B= AV/V (15.2)

!B se define como positiva, de alli el signo menos de la definicién
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En el SI el médulo de compresibilidad se mide en N.m 2. Los liquidos son
mucho menos compresibles que los gases, cuyo médulo de compresibilidad es
ademéas muy dependiente de la presion, temperatura.

15.2. Presion hidrostatica

La presion hidrostatica es la que ejerce un fluido sobre cualquier objeto
sumergido en él y sobre las paredes del recipiente que lo contiene. Fijémonos
en la figura ), donde se representa una pequefia porcién de un fluido
y las fuerzas ejercidas por el resto de fluido sobre esa porciéon, aplicadas en
direccion perpendicular a su superficie dA. El cociente entre la fuerza y el
area correspondiente es la presion ejercida sobre esa superficie. Como todo el
fluido esta en equilibrio, también lo estaré la porcion seleccionada, con lo que

la fuerza neta sobre ella debe ser cero: dF = —dF”. De esta forma se tiene que:
dF  dF’
- 15.
dA~aa P (15:3)

p, fuerza normal por unidad de area, es la presion hidrostatica en el fluido.

a) b)  F/A=F,/A,

La F en la seccién A, es mayor
que la ejercida en la seccién menor

iF2

— —
dF dF’
EiAE 7

Figura 15.2: a) Representacion de las fuerzas sobre una porcion (superficie de area
dA) de fluido en equilibrio. b) Esquema de una prensa hidraulica.

La unidad de presién en el S.I. es el pascal, 1 Pa= 1 N/m?2. Otras unida-
des de presion utilizadas son el bar=10° Pa y el milibar=10? Pa, habituales
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por ejemplo en meteorologia. La presion atmosférica es la ejercida por el ai-
re en el que vivimos inmersos. Como se describe a continuaciéon, depende de
distintas variables, como la altitud. La presion atmosférica normal, entendida
como el valor medio de la presién a nivel del mar, es 1 atmosfera, siendo 1
atm=1,013-10°> Pa= 1,013 bar—1013 milibares.

Los fluidos transmiten la presién en todas las direcciones. Este resultado
se recoge en el principio de Pascal: la presiéon ejercida sobre un fluido poco
compresible y en equilibrio dentro de un recipiente de paredes indeformables
se transmite con igual intensidad en todas las direcciones y en todos los puntos

del fluido. (Figura b)

Las aplicaciones de este principio pueden encontrarse en una prensa hi-
draulica, en sistemas elevadores, frenos hidraulicos...

15.2.1. Dependencia de la presiéon con la profundidad

En la figura|l5.3) se muestra una porcion de fluido, de masa dm, en forma
de paralelepipedo de secciéon A y altura dy, y las fuerzas que actian sobre ella.

a) b)

PAl Py le
dy
(p+dp) AT p(Ady)g

Peso de la

Y2

P2

porcion

p = constante

Figura 15.3: Variacién de la presion con la profundidad.

Consideremos que la densidad de la porcién de fluido es p. La condicion de
equilibrio (eje vertical) para ese elemento debe reflejar que la fuerza neta (dF)
ejercida por el resto del fluido sobre él debe ser igual en médulo y opuesta a
su peso:

dF = (p+ dp)A — pA = (dm)g = p(Ady)g

Es decir, la diferencia de presién entre dos puntos, separados una distancia dy
es dp = pgdy.
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Consideremos ahora una situacion en que la densidad del fluido no varia con
la profundidad (p=constante). Se trata de una suposicion razonable cuando se
trabaja con liquidos y la diferencia de profundidad no es extrema. En estas
condiciones, es inmediato obtener la diferencia de presién entre dos puntos a
distinta profundidad ys e y; (figura ) integrando la expresién anterior:

2 2
/dp:pz—plz/ pgdy = pg(y2 — y1)
1 1

Vemos que en un fluido de densidad constante la diferencia de presion entre
dos puntos, separados una distancia Ay, es proporcional a esa distancia.

Ap = pgAy (15.4)

En los casos en que la densidad del fluido varia con la profundidad (o con
la altura, como ocurre en el aire al ascender en la atmosfera desde el nivel del
mar), es necesario tener en cuenta esa dependencia de la densidad al resolver
la integral. Es habitual en estos casos utilizar como variable la altura, h, sobre
un nivel dado, en lugar de la profundidad, y, mencionada hasta ahora.

dp = pgdy = —pgdh (15.5)

Integrando la tltima ecuacién se puede calcular, por ejemplo, como varia la
presion atmosférica con la altura, cuando se asciende en la atmosfera terrestre.

h
dp = —pgdh = p(h) — po = —/ pgdh (15.6)
0

La dificultad radica en que p depende de la altura, por lo que para poder
resolver el problema necesitamos expresarla en funcion de otras variables del
problema. Suponiendo que el aire se comporta como un gas ideal, se cumple que
pV=nRT y p=nRT/V. Si multiplicamos y dividimos por M, la masa molecular
del aire, se tiene que p = pRT /M y por lo tanto p = pM/RT. Vamos asimismo
a suponer que las variaciones de temperatura son menos acusadas que las de
la presion.

pM dp Mg /P dp Mg /’L
dp = —"—qgdh = — = ——2dh L _ 2| dn 15.7
P="Rr9" = 3 =R 7 ), p T RT ), (15.7)

Por comodidad, al cociente Mg/RT lo denotaremos como C, de forma que:

h
lnp;)) = —Ch = p(h) = poe” " (15.8)
0

Si pp es la presion atmosférica al nivel del mar, P(h) disminuye exponen-
cialmente conforme aumenta la altura respecto a dicho nivel.
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15.2.2. Aplicaciones. Medidas de la presion

La dependencia de la presién con la altura o profundidad se utiliza en
distintos dispositivos que permiten medir la presién. Comenzaremos por uno
muy sencillo, el barémetro de mercurio. Supongamos un tubo abierto, lleno
de mercurio, y un recipiente también con mercurio (superficie libre abierta
a la atmosfera). Vamos a considerar que se invierte el tubo, sumergiendo el
extremo abierto en el recipiente, tal y como se representa en la figura[15.4] En
esas condiciones es facil ver que la presion en la superficie del mercurio, (que
tiene que ser igual a la atmosférica) viene dada por la altura de la columna de
mercurio.

Patm = pHggh (15.9)

3y en condiciones normales la

La densidad del mercurio es ppy,=13.6 g.cm™
altura que alcanza el mercurio es h=0.76 m. A partir de alli se establece que la
presion atmosférica es 1 atm= 760 mm Hg=760 torr. Por otra parte, de acuerdo
con la ecuacién y sustituyendo los datos expresados en unidades del SI,
1 atm= 13600 x 9.8 x 0.76= 1.013 x 10°N.m 2= 1.013 x 10° Pa. El pascal,

Pa, es la unidad de presién del sistema internacional.

a) b)
. \ P )
Hg atm
P
|
P=0 h
Patm
Hg

Figura 15.4: (a) Esquema del barémetro de mercurio. (b) Esquema de un manoémetro
de tubo abierto.

Otro sistema, en este caso para determinar la presién de un gas en un
recipiente, es el manometro de tubo abierto, que se representa en la figura
[[5.4b. En el deposito hay un gas, cuya presion se quiere determinar; el tubo,
que contiene un liquido, estd por un lado conectado al depdsito y por el otro
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abierto a la atmosfera. En el punto A la presion seréa:

P+ PgY1L = Datm + PGY2 = D — Patm = P9(y2 — Y1) (15.10)

A la diferencia entre la presion del gas y la atmosférica se la conoce como pre-
sibn manométrica, y viene determinada por la diferencia de altura del liquido
en los dos brazos del dispositivo.

15.2.3. Calculo de la fuerza hidrostatica sobre una pared ver-
tical

Supongamos la situacion de la figura, en la que un recipiente en forma de
paralelepipedo esta lleno de agua. Evidentemente las paredes del recipiente
se ven sometidas a la presion hidrostatica. Supongamos que las paredes de la
izquierda y de la derecha, de forma rectangular, tienen altura H y longitud L.
Vamos a calcular la fuerza equivalente que se ejerce sobre la pared (p. €j. la de
la derecha) asi como su linea de accion.

dy

y

2H/3

llIl&

|

|

Figura 15.5: Obtencion de la fuerza equivalente realizada por el agua sobre la pared
lateral vertical indiada. Se muestra la linea de accion de la fuerza.

Dado que la presion hidrostatica aumenta con la profundidad, la fuerza que
se ejerce sobre los elementos (se han elegido tiras horizontales) dependera de la
posicién de estos. Consideremos el elemento de longitud L y altura dy, situado
a una profundidad y por debajo de la superficie del agua. A esa profundidad,
la presion ejercida por el agua serd p(y) = pgy, con p la densidad del agua.
Escribamos ahora la expresion de la fuerza sobre ese elemento como:

dF = p(y)Ldy = pgyLdy (15.11)
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Esa fuerza es perpendicular al elemento, de forma que para calcular la
fuerza tota equivalente habra que “sumar” todas las contribuciones, es decir,
integraremos la expresion anterior entre 0y H.

H?]_ngH2
2° 2

H H
Foq = / pgyLdy = pgL / ydy = pgL| (15.12)
0 0

Para determinar la linea de acciéon de F,,, tendremos en cuenta que el
momento resultante (suma de los momentos) de las fuerzas dF' que se ejercen
sobre los elementos debe ser igual al momento de la fuerza equivalente. Si
denotamos como Yo la profundidad a la que se encuentra la linea de accion,
debe cumplirse:

H
YCFFeq:/ ydF (15.13)
0

Sustituyendo el valor obtenido para I, y resolviendo la integral del segundo
miembro, se tiene:

ngH2 H H HS
5 Yor = /0 payLdyy = pgL | y'dy = pgL—- (15.14)
De donde directamente puede despejarse que
2
Yor = gH (15.15)

15.3. Fuerza de empuje. Principio de Arquimedes

Cuando un objeto se sumerge en un fluido, experimenta una fuerza de em-
puje (o simplemente empuje), vertical y hacia arriba igual al peso del volumen
de fluido desplazado por el objeto. Supongamos un fluido de densidad p; en
equilibrio y consideremos un volumen V de forma arbritaria. En la figura[15.5
se muestra un esquema.

Sabemos que el fluido ejercera una fuerza en cada punto perpendicular a la
superficie. Evidentemente, ese volumen tiene que estar en equilibrio, por lo que
la resultante de las fuerzas ejercidas por el resto del fluido tiene que ser vertical
e igual en modulo ( p = pfVyg) v de signo opuesto a su peso (p = pfVg). Esa
fuerza neta, Fp = PV gj es el empuje.
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Figura 15.6: (a) Porcion de un fluido en equilibrio, bajo la accion de su propio peso y
la fuerzas ejercidas por el resto del fluido. La resultante de esas fuerzas es el empuje.
(b) Situacion analoga, donde se muestra un objeto en la misma posicion que la porcion
de fluido mencionada, sometido por tanto a las mismas fuerzas ejercidas por el fluido.

Si en lugar de una porciéon de fluido consideramos un objeto de igual forma,
(figura )) evidentemente va a estar sometido a la misma fuerza resultante,
vertical y hacia arriba y de modulo p;Vg. Esa fuerza depende unicamente del
volumen, siendo independiente de la posicién en que se encuentre el objeto.

El empuje es la fuerza que permite que los objetos floten en un liquido,
manteniendo una parte de su volumen sumergido. Fijémonos en la figura [15.6]
donde se muestra un objeto, de densidad p. y volumen V, sumergido parcial-
mente (“flotando”) en un fluido de densidad ps. En la situacion de equilibrio,
el peso del objeto flotante debe ser igual al empuje:

A Fe=peALgg
L
LO

P=p_ Alg

Figura 15.7: Diagrama de fuerzas sobre un objeto flotando en un fluido.
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pVg=psVsg (15.16)

donde Vj; es el volumen sumergido del objeto. Si el objeto tiene una seccion
A y longitud total L, y la porcién sumergida tiene una longitud Lg, se tiene
que:

pcL
P

pCL = prO = Loy = (1517)

Evidentemente, la flotacién solo puede ocurrir para objetos menos densos
que el liquido.



Capitulo 16

DINAMICA DE FLUIDOS

En este capitulo nos ocuparemos de los fluidos en movimiento. En general,
esta disciplina trata sistemas muy complejos cuya descripcién mediante leyes
mateméticas no resulta sencilla en absoluto. Dado que aqui sbélo se pretende
dar una aproximacioén elemental al problema, lo abordaremos tnicamente bajo
ciertas aproximaciones. No obstante, la descripciéon que se hace es suficiente
para comprender una serie de fendémenos de interés, basicamente relacionados
con problemas en instalaciones hidraulicas como seria la presién requerida para
elevar un fluido por una tuberia contra la accién de la fuerza gravitatoria, o
calcular las variaciones de presiéon en el interior de un conducto cuando este
cambia de seccioén.

16.1. Conceptos previos

A continuacién estableceremos las definiciones y aproximaciones bajo las
que planteamos estos apuntes la dinamica de fluidos.

= Se trabajaréd en principio con fluidos ideales, es decir, incompresibles y
sin rozamiento interno (viscosidad nula). Los liquidos y los gases someti-
dos a pequenas variaciones de presién pueden considerarse bastante bien
bajo esta hipotesis.

= Consideraremos flujo estacionario. Esto quiere decir que en el fluido
en movimiento, cada elemento del mismo se mueve con una velocidad
que puede depender de la posicion que ocupa dicho elemento (dentro de
la tuberia por la que discurre), pero no depende del instante de tiempo
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en el que pasa por ese lugar. En particular, esto significa que una vez
que un elemento de fluido haya pasado por un punto determinado, los
que le siguen lo hacen a la misma velocidad. Entonces, podemos definir
la trayectoria seguida por los elementos de fluido e identificarla con una
linea dentro del fluido (linea de corriente). Esto se indica en la figura

777777 e \\\ v,= cte
—————— P —————— \\\\\\\\\:"***>*—77777+77777~—7
- T T
v,=cte e <
,,,,,, R G
e — r———————
T - S ——
777777 === - e

Figura 16.1: Esquema del flujo estacionario de fluido a lo largo de una tuberia de
seccién variable.

Si consideramos un elemento de superficie dentro del fluido en movimiento
y las lineas de corriente que pasan por su perimetro (ver figura , queda
definido un volumen separado idealmente del resto del fluido, que vamos a
denominar “tubo de flujo”. En efecto, tal como se han definido las lineas de
corriente, dos de ellas nunca pueden cortarse, ya que eso significaria que hay
un punto (su interseccion) en el cual jel elemento de fluido posee dos velocidades
diferentes! Por tanto, el fluido que discurre por el interior de un tubo de flujo
nunca se mezcla con el de otros.

Figura 16.2: Esquema de un “tubo de flujo” en el interior de un fluido en movimiento.
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16.2. Ecuacién de continuidad

La ecuacion de continuidad es una de las dos expresiones bésicas que vamos
a utilizar en los problemas de dinamica de fluidos. Fisicamente, su significa-
do es sencillamente el de la ley de conservacion de la materia. Para un fluido
incompresible y en condiciones estacionarias, explicitamente indica que la can-
tidad de fluido que penetra en una tuberia en todo instante debe igualar a la
que sale por el otro extremo para que la masa de fluido en la tuberia perma-
nezca constante. Esto se muestra de modo grafico en la figura [I6.3] Notese que
si la densidad del fluido pg permanece constante, la cantidad de materia que
atravesard una seccién diferencial dA es la que estd contenida en un pequefio
cilindro de longitud v dt, es decir dM = ppdAv dt (detalle en la ﬁgura. Si
podemos suponer que los puntos de interés (zonas A; y A en nuestro esque-
ma) son tales que el vector velocidad es uniforme, esto se expresa mediante la
condicién

poAﬂ)l dt = poAQUQ dt = Alvl = AQ'UQ (16.1)

lo cual permite entender, por ejemplo, que en los estrechamientos de las tube-
rias aumente la velocidad del fluido[T| A la magnitud Av se la denomina “caudal”
del fluido. Suele denotarse como @ y en el sistema internacional (SI=MKS) se
mide en m3/s.

Figura 16.3: Variaciéon de velocidad en el fluido que circula a lo largo de una tuberia
de seccion variable (corte longitudinal).

1Un fenémeno cotidiano que se explica mediante esta ecuacion es el “estrechamiento” del
chorro de agua que cae de un grifo abierto. Invitamos al lector a que lo cuantifique para las
dimensiones tipicas del fregadero de su casa.
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16.3. Ecuacién de Bernouilli

Segin hemos visto en la seccion anterior, cuando un fluido se mueve a lo
largo de un tubo de seccién variable su velocidad experimenta cambios. Por
tanto, podemos decir que hay aceleraciéon y, si esto ocurre, ineludiblemente
existe una fuerza neta responsable. Las variaciones de las fuerzas de presion
interna en el fluido, que cada elemento ejerce sobre los que le rodean, tienen
como resultado la existencia de una fuerza neta. A esto debemos anadir, como
sabemos por lo estudiado en el capitulo anterior, la influencia de las variaciones
asociadas a la altura, por accién de la gravedad. La ecuacién de Bernouilli, que
vamos a obtener a continuacién, es la que precisamente nos dard una relacién
cuantitativa entre las variaciones de presion, velocidad y altura dentro del
fluido en movimiento.

2

Figura 16.4: Representacion del movimiento de un fluido con los parametros energé-
ticos relevantes.

En realidad, la ecuacién de Bernouilli se obtiene como una expresion del
teorema de variaciéon de la energia para un tubo de flujo. En la figura [L6.4] pre-
sentamos el esquema para su deducciéon. Consideremos una porcién del tubo,
limitada por dos secciones A; y As. Notese que la presion (P), velocidad (v) y
altura (y) son diferentes en 1 y 2. Supongamos que en un intervalo de tiempo
dt entra a través de la seccién A; una cierta cantidad de fluido, indicada con
el area sombreada. Llamaremos dV al volumen de esa regién sombreada, que
puede expresarse como dV = Ajvidt. En ese mismo intervalo de tiempo una
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cantidad igual de fluido saldré a través de As. De hecho, cualquier seccion del
tubo se ve atravesada en ese dt por el mismo dV. Puede calcularse el trabajo
dW realizado en ese dt sobre el fluido comprendido entre 1 y 2. Las tinicas
fuerzas (aparte de la gravedad) que estan actuando son las debidas all resto
del fluido, que pueden escribirse en funcién de la presion ejercida sobre las
secciones 1 y 2.

dW = PlAlvldt - PQAQUth == (Pl - Pg)dv

Por otra parte, vamos a escribir la variaciéon de energia correspondiente al
volumen de fluido dV cuando consideramos las posiciones extremas 1 y 2.

1
dE = 5 (podV)(v3 = v1) + (podV)g(y2 — v1)

Dado que dW = dFE =

1 1
Py + pogy1 + §POU% =P+ pogy2 + §PUU§ (16.2)

ecuacion que relaciona dos puntos cualesquiera del fluido en movimiento, y
que podremos utilizar para despejar unas variables en funcion de otras en las
aplicaciones subsiguientes. Lo veremos mediante los ejemplos de la siguiente
seccion.

16.4. Aplicaciones

16.4.1. Teorema de Torricelli

Figura 16.5: Vaciado de un recipiente abierto a través de un “pequeno” orificio.
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En este caso, vamos a obtener la velocidad de salida del liquido contenido
en un recipiente abierto a la atmoésfera. Lo obtendremos por aplicacién de la
ecuacion de Bernouilli, y bajo la hipotesis de que el orificio sea de seccidén
despreciable frente a la que presenta la superficie libre de liquido. La figura
[16.5] muestra los parametros bésicos del problema. Elegimos como puntos 1
y 2 para aplicar la expresion la superficie libre y el exterior del orificio,
respectivamente. De este modo Py = P, = Py,,. Por otro lado, al ser A1 >
Ao, la ecuacion de continuidad implica que se cumpla v; < vy y, por tanto,
despreciaremos v frente a vo. En definitiva, tenemos

1
pogH =~ pog(H — h) + §pov§ = v9 & \/2gh

resultado que se conoce como ‘“Teorema de Torricelli”. Notese que una vez
obtenido el valor de vy podriamos estudiar propiedades adicionales como la
forma de la trayectoria del chorro emergente de fluido, que viene descrito por
las ecuaciones de la dindmica de una particula en presencia de la gravedad.
Se trata simplemente de un tiro parabdlico del que conocemos las condiciones
iniciales.

16.4.2. Efecto Venturi

Figura 16.6: Medidor de velocidad basado en el efecto Venturi.

Por tltimo, estudiaremos este conocido efecto, en el que se basan algunos
instrumentos que se utilizan para medir velocidades y caudales de fluidos en
movimiento. El esquema bésico de esta aplicacion se muestra en la figura [16.6]
y esté basado en un estrechamiento que determina un aumento de la velocidad
del fluido (dada la ecuacion de continuidad). La consiguiente disminuciéon de
la presion (segtn la ecuacion de Bernouilli) puede registrarse mediante la va-
riacién de altura en una columna estética, y de ello deducirse la velocidad de
interés si conocemos la seccién del tubo, tanto en la zona original como en el
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estrechamiento. Concretamente, las ecuaciones a utilizar serian las siguientes:

1
P —-P = 5,00(?1% ) 1

5/)0(1)% —v}) = pogh

Py — P, = pogh

Arvy = Aovg

Se propone como ejercicio obtener el valor de vy y el de vy suponiendo
conocida la altura h y las secciones Ay y As.
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ADDENDA
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GLOSARIO

Para facilitar la lectura de estos apuntes, se incluye a continuacién la lista
de simbolos y abreviaturas mas usados en el texto. Este glosario es de uso
comin para todos los volimenes de la serie.

« ALFABETO GRIEGO

Maytsculas | Mintsculas | Nombre | Letra latina
A « Alfa A
B I5] Beta B
r y Gamma | G (ga, gue,...)
A ) Delta D
E € € Epsilon | E (breve)
Z ¢ Dseta DS
H n Eta E (larga)
S) 6 Zeta Z (zace,...)
I L Tota I
K K Kappa K (ka, que,...)
A A Lambda | L
M W Mu M
N v Nu N
= & Xi X (ks)
O 0 Omicron | O (breve)
II 7 Pi P
P p Rho R
by o Sigma S
T T Tau T
Y v Ipsilon U francesa
P o, v Fi F
X X Ji J
Y W Psi PS
Q w Omega O (larga)
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a. Vector aceleracion de una particula.

ff(; - Aceleracion del Centro de Masas.

A. Amperio, unidad de corriente eléctrica del Sistema Internacional.
A. Amplitud de oscilacion.

dA. Vector superficie.

A. Superficie completa de integracion.

. Vector induccién del campo magnético.

C. Capacidad.

CM. Centro de Masas.
CG. Centro de Gravedad.
C. Circuito de corriente.

C. Circuito de integracion.

0. Desfase que da la posiciéon inicial en una oscilacion.

2. Vector desplazamiento eléctrico.

0V. Variacion del potencial electrostatico al pasar de un punto a otro.
dY. Contribuciéon al potencial por un elemento de carga d@.

Az. Incremento finito de la variable (o funcion) z

dl. En magnetostatica, elemento de circuito que lleva corriente.

dl. En magnetostatica, elemento de contorno al integrar B

E. Energia mecénica.

&. Vector campo eléctrico.

Eum . Fuerza electromotriz.

€,. Permeabilidad eléctrica del vacio.

€. Permeabilidad eléctrica de un dieléctrico.

€,. Permeabilidad eléctrica relativa.
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 F

F'. Vector fuerza.

ﬁv. Vector fuerza de rozamiento viscoso.
ﬁa. Fuerza de amortiguamiento.

®. Flujo del campo eléctrico.

®p. Flujo del campo magnético.

Fig(s). Figura(s)

g. Aceleracion de la gravedad.

G. Constante de gravitacion universal.

H. Vector campo magnético.

Hz. Unidad de frecuencia (ciclos / segundo).

2. Vector unitario del eje X en un sistema de coordenadas cartesiano.
I. Momento de inercia o corriente eléctrica.

7. Impulso lineal.

j. Vector unitario del eje Y en un sistema de coordenadas cartesiano.
J. Densidad voltimica de corriente eléctrica.
J. Julio, unidad de energia del Sistema Internacional.

J. Impulso angular.

E. Vector unitario del eje Z en un sistema de coordenadas cartesiano.
k. Constante elastica del muelle.
K. Densidad superficial de corriente eléctrica.

kg. Kilogramo, unidad de masa del Sistema Internacional.

[. Momento angular de una particula.

L. Momento angular de un sistema de particulas.
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.- Permeabilidad del vacio.

1. Coeficiente de rozamiento.

1q- Coeficiente de rozamiento dinamico.

te. Coeficiente de rozamiento estatico.

tr. Coeficiente de rozamiento de rodadura.

m. Metro, unidad de longitud del Sistema Internacional.
m. Masa de una particula.

M. Masa de un sistema de particulas.

m;. Masa inercial.

mgy. Masa gravitatoria.

M AS. Movimiento arménico simple.

v. Frecuencia de oscilacion.

n. Portadores de carga por unidad de volumen.

N. Suele utilizarse como valor final de un indice en sumatorios,
por ejemplo, al calcular la media indica el nimero de medidas.

N. Normal, reacciéon del plano en que se apoya un cuerpo.

w. Frecuencia angular.

Q. Ohmio, unidad de resistencia.

Péag(s). Pagina(s).

—

p. Momento lineal de una particula.
P. Momento lineal del sistema de particulas (o de la particula CM).
P. Peso.

P. Potencia.

g. Carga eléctrica.

Q. Carga eléctrica.
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« R

p. Vector unitario en un sistema de coordenadas polares.
7. Vector posicién de una particula.
R. Radio de circunferencia.

R. Fuerza de ligadura o de reaccién.

R. Vector posicién del Centro de Masas.

dS. Vector superficie.

S. Superficie completa de integracion.

on—1. Desviacion tipica.

oz. Error cuadratico medio.

s. Segundo, unidad de tiempo del Sistema Internacional.

Sol. Solucion.

t. Variable tiempo.

T;. Energia cinética de una particula.

T. Energia cinética de un sistema de particulas.
T. Tension.

T. Momento de una fuerza.

T . Periodo.

. Vector unitario normal (coordenadas intrinsecas).
. Vector unitario tangencial (coordenadas intrinsecas).

U. Energia potencial.

9. Vector velocidad de una particula.
V. Velocidad del Centro de Masas.
Um. Vector velocidad media.

V. Potencial electrostatico.

7. Viscosidad.
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= W
. Velocidad angular.
w,. Frecuencia angular de oscilacion.
W. Trabajo.
s X
z. Media aritmética de la variable x.
= Z

0. Vector unitario en un sistema de coordenadas polares.
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