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Introduccid

El problema de resoldre equacions diofantiques sobre els enters sovint es redueix al problema
de trobar el conjunt de punts racionals en una corba algebraica, és a dir, aquells punts de la
corba amb coordenades racionals. Malgrat grans esforcos que es remunten fins als matematics de
I’Antiga Grecia, encara no es coneix si existeix un algorisme general que donada I’equacié d’una
corba retorni el conjunt dels seus punts racionals, en cas que aquest sigui finit. De fet, encara
que sapiguem que una certa corba algebraica té infinits punts racionals, calcular un d’ells amb
alguna propietat desitjada pot ser una tasca ben complicada. Per exemple, no existeix encara cap
algorisme capag de calcular un punt d’ordre infinit en una corba el-liptica definida sobre Q de rang
positiu, problema que esta estretament relacionat amb la famosa i encara oberta Conjectura de
Birch i Swinnerton-Dyer.

D’altra banda, donada una corba algebraica X, podem intentar demostrar que no té punts
racionals, és a dir, que X(Q) = (). Com que un punt en X(Q) definiria un punt en X(Q,) per
a cada primer p < oo (essent Q = R com és habitual), és clar que si X(Qy) és buit per algun
primer p aleshores X (Q) també ha de ser buit. Quan aix0 passa, es diu que hi ha una obstruccid
de tipus local-global a I'existencia de punts racionals en X. De fet, es diu que una familia de corbes
satisfa el principi local-global (o principi de Hasse) si per a tota corba de la familia es verifica que
X(Q) # 0 si, i només si, X(Qp) # 0 per a tot primer p < co. Quan X satisfa el principi de
Hasse, es coneixen algorismes per decidir si el conjunt X(Q) és buit o no en un nombre finit de
passos. Per exemple, d’acord amb el Teorema de Hasse-Minkowski sabem que tota corba definida
per una equacié quadratica sobre un cos de nombres satisfa el principi de Hasse. Tanmateix, hi ha
molts contraexemples al principi de Hasse en la literatura. En els anys 1940, Lindt i Reichardt,
independentment, van trobar una de les primeres corbes per a les quals el principi de Hasse no es

verifica. Aquesta corba ve definida per 'equacié afi
y? =2t —17.

D’altra banda, Selmer va provar uns anys més tard que la corba definida per I'equacié 3z3 + 433 +
523 = 0 és també un contraexemple al principi de Hasse. Actualment, aquesta corba es coneix com
la cubica de Selmer.

En aquest treball ens centrem en les corbes de Shimura, que durant les darreres decades han
esdevingut un objecte clau en diverses qiiestions de modularitat, relacionades per exemple amb
'Ultim Teorema de Fermat. Avui en dia, s6n també un dels ingredients emprats en diferents
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8 INTRODUCCIO

contribucions a la Conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer. L’objectiu modest d’aquest treball és
revisar els treballs de B. W. Jordan [Jor86] i A. N. Skorobogatov [Sko05| sobre I'existéncia de
punts racionals en corbes de Shimura sobre cossos quadratics imaginaris, i portar un dels seus
resultats un pas més enlla (vegeu els comentaris més avall, i el Teorema.

Suposem doncs que Bp és una algebra de quaternions racional i indefinida de discriminant D >
1, 1 considerem la corba de Shimura Xp/Q associada. Segons la interpretacié modular de Xp, si
K /Q és un cos quadratic imaginari, aleshores els punts K-racionals de X p parametritzen superficies
abelianes amb multiplicacié quaternionica per Bp definides sobre Q i amb cos de moduli K, perd
que no necessariament admeten un model racional sobre K. D’acord amb el treball de Jordan
a [Jor86], les superficies abelianes parametritzades per un punt P € Xp(K) admeten un model
racional sobre K si, i només si, el cos K escindeix Bp (vegeu Teorema. Sota aquesta hipotesi,
Jordan va donar condicions suficients explicites per tal que Xp(K) = ), produint aix{ exemples de
corbes de Shimura sense punts racionals sobre cossos quadratics imaginaris (vegeu, per exemple,
el Teorema . Per demostrar aquests resultats, Jordan es basa en la interpretacié modular de
Xp, i utilitza especialment la representacié de Galois associada a una superficie abeliana (A, ¢)/K
parametritzada per un punt P € Xp(K), suposant que K escindeix Bp, provinent de I’accié de
Gal (K/K) en el subgrup canonic de torsié C, de (A,:) associat a un primer p dividint D. A
més, fent servir l'estudi de Jordan i Livné a [JL85] sobre punts locals en corbes de Shimura, el
resultat de Jordan pot servir també per produir contraexemples al principi de Hasse sobre cossos
quadratics imaginaris.

Quan el cos quadratic imaginari K no escindeix Bp, un punt P € Xp(K) es correspon a la
classe d’isomorfisme d’una superficie abeliana amb multiplicacié quaternionica per Bp amb cos de
moduli K que no admet un model racional sobre K. Aquest cas és més dificil de tractar, i els
resultats de [Jor86] no s’hi apliquen. En la terminologia de Jordan, si a més Xp(K,) # 0 per a
tota plaga v de K (és a dir, si Xp té punts localment arreu sobre K), aleshores es diu que (Bp, K)
és un parell excepcional. Aquests parells han estat fins ara inaccessibles en la literatura, en el sentit
que no hi ha resultats sobre I'existéncia de punts K-racionals en Xp en aquests casos.

El resultat principal d’aquest treball és el Teorema [5.1} juntament amb el Corol-lari que
prova un resultat analeg al Teorema [3.5] de Jordan sense suposar que el cos K escindeixi I'algebra
Bp. En particular, aquests resultats permeten donar exemples de parells excepcionals (Bp, K)
per als quals Xp(K) = 0, i que per tant eren desconeguts fins ara. Es tracta, doncs, de parells
excepcionals (Bp, K) per als quals Xp és un contraexemple al principi de Hasse sobre K. D’entre

els exemples calculats a partir del Corol-lari tenim que els parells
(Ba.23, Q(V=55)), (B2.31, Q(vV—39), (B2.43, Q(v'—15), (B2.59, Q(v=7), (B2.67, Q(v/—55)

sén parells excepcionals violant el principi de Hasse (a la Taula es poden trobar més exemples).
La prova del Teorema utilitza técniques similars a les emprades en [Jor86)] i [Sko05].

Tanmateix, com ja hem esmentat, no necessitem suposar que K escindeix Bp, que equival a suposar
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que les superficies abelianes parametritzades per punts K-racionals en Xp admeten un model
racional sobre el seu cos de moduli. Usant una idea d’Ellenberg i Skinner introduida a [ESO01],
enlloc de considerar les representacions de Galois usuals associades a una superficie abeliana (A, ¢)
amb QM parametritzada per Xp, presentem certes representacions de Gal (K/K) associades a
punts K-racionals en la corba de Shimura X p, independentment de si aquests punts es corresponen
amb superficies abelianes (A4, 1) amb QM admetent un model racional sobre K o no (vegeu el Capitol
4).

Més recentment, Skorobogatov interpretd a [Sko05] els resultats de Jordan en termes de
descens. El resultat va ser que els contraexemples al principi de Hasse que es dedueixen del treball
de Jordan estan explicats per 1'obstruccié de Brauer-Manin. Es a dir, que sota les hipotesis de
treball de Jordan (per exemple, al resultat citat al Teorema , no solament Xp(K) = 0, siné
que el conjunt de Brauer X p(Ax)B" és buit. Els resultats de Skorobogatov relacionen el treball de
Jordan i de Jordan-Livné amb una conjectura de B. Poonen, segons la qual ’obstruccié de Brauer-
Manin és I'inica obstruccié al principi de Hasse sobre cossos de nombres per a certes families de
corbes algebraiques (vegeu [P0o006]). Com veiem a la Proposicié els contraexemples al principi

de Hasse que sorgeixen del Corol-lari també estan explicats per l'obstruccié de Brauer-Manin.

Aquest treball esta estructurat de la segiient manera. En el primer capitol, fem un breu repas
de les nocions basiques sobre dos temes centrals al llarg de tot el treball: les varietats abelianes i
les algebres de quaternions. En el Capitol 2, presentem la construccié de la corba de Shimura Xp
associada a una algebra de quaternions Bp, i exposem la seva interpretacié modular en termes de
superficies abelianes amb multiplicacié quaternionica. També fem un petit incis sobre el cas de les
varietats de Shimura de dimensié superior.

Ja en el Capitol 3, presentem els treballs de Jordan [Jor86] i Skorobogatov [Sko05], que sén
les llavors d’aquest treball. D’aquest capitol cal destacar dos objectes: el subgrup canonic de torsio
Cp d’'una superficie abeliana amb QM parametritzada per Xp i el recobridor de Shimura associats
a un primer p dividint D.

El capitol quart esta dedicat a introduir la nova eina que ens permetra demostrar el resultat
principal d’aquest treball: les representacions de Galois associades a punts en corbes de Shimu-
ra. Tanmateix, les idees que presentem en aquest capitol s’emmarquen en un context forga més
general. A continuacid, en el Capitol 5, provem el Teorema i expliquem algunes de les seves
conseqiiéncies, entre les que destaquen els Corol-laris i amb els quals produim exemples de
parells excepcionals violant el principi de Hasse.

Per ultim, hem afegit un apéndix en el Capitol 6 on provem un petit resultat sobre ’existéncia

de punts racionals en quocients d’Atkin-Lehner de corbes de Shimura.

Agraiments. Voldria agrair molt sincerament al Victor Rotger el seu suport durant I’elabo-

racié d’aquest treball.






CAPITOL 1

Preliminars

En aquest primer capitol revisem les nocions basiques respecte a dos temes que sén centrals i
cabdals al llarg de tot el treball: les varietats abelianes i les algebres de quaternions. Al llarg del
treball també es fa un s considerable de nocions elementals de geometria algebraica i aritmetica,
per a les quals el lector pot consultar alguna referéncia classica, com ara [Har77]. Per a aspectes
més tecnics, com ara punts racionals, técniques de descens i obstruccions a ’existencia de punts

racionals, recomanem al lector [Pog].

1. Varietats abelianes

En aquesta seccié revisem les nocions basiques sobre varietats abelianes, amb especial atencid
a lestudi dels anells d’endomorfismes d’aquestes varietats.

Per a una teoria analitica, en la qual les varietats abelianes s’identifiquen amb els tors complexos
polaritzables, una referéncia estandard és [BL92|. Aquf hem preferit presentar un enfoc algebraic,

per al qual referim al lector interessat a [Mum?70] i [Mil08], per exemple.
1.1. Definicions i propietats basiques.

Definicié 1.1. Una varietat abeliana definida sobre un cos k és una varietat algebraica completa
A definida sobre k, junt amb un punt k-racional o € A(k) i morfismesm: Ax A— A, i: A— A

definits sobre k satisfent els axiomes de grup.

Recordem que una varietat algebraica V' es diu completa si per a qualsevol varietat algebraica
W, la projeccié q : V. x W — W és tancada. La propietat de completesa és l'analoga en la
categoria de les varietats algebraiques a la propietat de compacitat en la categoria dels espais
topologics Hausdorff.

Es un fet conegut que la completesa de A implica que la llei de grup és abeliana. Per aixo,
normalment s’escriu per +, i 'element identitat s’acostuma a denotar per 0. A més, les varietats
abelianes sén no singulars. I de fet, la no singularitat ens permet identificar divisors de Weil i
feixos invertibles.

Recordem que un divisor de Weil en A és una suma formal D = > nyY amb ny € Z i

subvarietats Y de A de codimensié 1. Aleshores, s’escriu
CH'(A) = {divisors de Weil en A}/{divisors principals en A}

per denotar el primer grup de Chow de A. D’altra banda, un feix invertible en A és un feix localment
lliure £ de rang 1 en A. El conjunt Pic(A) de classes d’isomorfisme de feixos invertibles en A té

11



12 1. PRELIMINARS

estructura natural de grup amb el producte tensorial de feixos, per a la qual el feix estructural O 4

de A és 'element identitat. Per ser A no singular, es té un isomorfisme
CH'(A) ~ Pic(A),

i escrivim £ = O (D) per denotar el feix invertible associat al divisor de Weil D en A.
Sigui £ € Pic(A) un feix invertible, i escrivim £ = O 4(D) amb D un divisor de Weil. Aleshores,

si el k-espai vectorial de seccions globals

HO(A, L) ~ {f € k(A)* : div(f) + D > 0} U {0}

té una k-base {si,...,$,}, £ indueix un morfisme
Uy: A — pr-t
a {Sl(a)w"vsn(a)}'

Definicié 1.2. Es diu que L és un feix invertible ample si ¥, indueix una immersid tancada. [
diem que L és un feix invertible molt ample, o una polaritzacié, si LE™ és molt ample per algun

n>1.

Un teorema de S. Lefschetz afirma que si £ és un feix invertible ample, aleshores £&™ és molt
ample per a tot n > 3. Quan £ és una polaritzacié, les seccions globals s € H° (A, L) s’anomenen
funcions theta de A respecte de L, i diem que el parell (A, £) és una varietat abeliana polaritzada.

De les definicions se segueix que:
Proposicié 1.3. Una varietat abeliana és projectiva si, i només si, admet una polaritzacio.

Com a varietat complexa, A(C) ~ CY9/A, on A C CY és un reticle complet. Aleshores, la
primera classe de Chern ¢;(£) d’un feix invertible £ € Pic(A) es pot considerar com una forma

hermitica
H:Cx C9—C
tal que ImH (A x A) C Z. Equivalentment, com una forma R-bilineal alternada
E=ImH :CI xCI—R
que és integral sobre el reticle A x A i tal que
E(V—1z,v/—1y) = BE(z,y) Y x,y € CY.

Per un teorema de Lefschetz, £ és una polaritzacié si, i només si, H és definida positiva, i en

tal cas el grau de L es defineix com

deg(L) = /det(E),

que coincideix amb la dimensié de HY(4, £) com a espai vectorial complex.
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Amb les mateixes notacions, suposem que (A4, £) és una varietat abeliana polaritzada, i escollim
una base simplectica del reticle A. Es a dir, una Z-base de A per a la qual I'expressié matricial de

FE és de la forma
0 D

-D 0
per alguna D = diag(dy,ds,...,dy), di € N, amb d,;|d;11 per j =1,...,9 — 1. L’existéncia d’una
tal base esta garantida pel Teorema del Divisor Elemental. Aleshores, la g-tupla (di,ds,...,dg)
s’anomena tipus de la polaritzacié £, no depen de la base simplectica escollida, i el grau de L és
deg(L) = dy ---dgy. La polaritzacié £ s’anomena primitiva si di = 1, i és principal si dy = --- =

dy = 1.

Exemple 1.4. Les corbes el -liptiques son varietats abelianes de dimensio 1. Sobre el cos C dels
nombres complexos, és ben conegut que tota corba el-liptica és isomorfa a un tor complex A, =
C/A;,amb A, =Z & Z7, per algun 7 € H = {z € C: () > 0}. A més, tots els tors complexos
1-dimensionals sén polaritzables, de manera que tots els tors complexos de dimensié 1 sén corbes
el-liptiques. Tanmateix, en dimensié superior aixo no és cert, i un tor genéric de dimensié g > 1

no és algebraic.

Exemple 1.5. La Jacobiana d’una corba. Si C' és una corba irreductible i no singular de génere
g sobre un cos k, aleshores PicO(C’,;), el subgrup dels feixos invertibles invariants per translacio,
s’identifica amb el conjunt de punts k-racionals d’una varietat abeliana de dimensié g, la varietat

Jacobiana de C, i ve dotada d’una polaritzacié principal:
0 = {D € Pic’(C}) : h°(Oc(D)) = £(D) > 0}
és un divisor de Weil ample de Pic’(Cy).

1.2. Homomorfismes i isogénies. Suposem que A i B sén dues varietats abelianes sobre
k. Un morfisme regular de varietats algebraiques A — B sobre k es diu que és un homomorfisme
si I'aplicacié induida A(k) — B(k) és un homomorfisme de grups. El conjunt de tots els homo-
morfismes de A en B definits sobre k es denota per Homy(A, B), i té una estructura natural de
grup.

El cas Endg(A) := Homy(A, A) és d’especial interes. La llei de grup en A proporciona una
estructura natural de grup en Endy(A), que és lliure de torsié i finitament generat com a Z-modul.
A més, Endi(A) admet una estructura natural d’anell, en la qual el producte és la composicié
d’endomorfismes. Aix{, Endg(A) és 'anomenat anell d’endomorfismes de A. Sera també important

més endavant considerar 1'algebra d’endomorfismes End))(A) := Endy(A) @z Q de A.

Remarca 1.6. Es important observar que, si k no és algebraicament tancat, poden existir homo-
morfismes A — B que no estiguin definits sobre k, siné sobre alguna extensié de cossos K/k. En
aquest sentit, escriurem Homg (A, B) per denotar Homg (Ak, Bk ), on A = Ax K, i similarment

per Bi. Analogament, Endgk (A) denotara End g (Ak).
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A més, és un fet conegut que donades A i B existeix una extensié finita de cossos K/k tal que

K és el minim cos de definicié de tots els homomorfismes de A en B (vegeu [Sil92]).

Suposem ara que f : A — B és un homomorfisme de varietats abelianes definit sobre k.
Aleshores es diu que f és una isogénia si f és exhaustiu i té nucli finit. Si és el cas, I'extensié
de cossos de funcions donada pel morfisme induit f* : k(B) — k(A) és finita, i el seu grau
deg(f) = [k(A) : k(B)] és per definicié el grau de f. Per tant, el grau d’una isogenia és clarament
multiplicatiu: si g : B — C és una altra isogenia, llavors deg(g o f) = deg(g) deg(f). Si existeix
una isogenia f : A — B sobre k, es diu que A i B son isogenes sobre k, i es denota per A ~; B.

Una propietat important de les isogénies és la segiient: si f : A — B és una isogenia, existeix
una segona isogenia g : B — A i un enter positiu n tals que fog = np és la multiplicacié per n en
B. Aquest fet implica que les isogenies sén elements invertibles en End(A), i per tant isomorfismes
en la categoria de varietats abelianes sobre k llevat d’isogenia.

Els primers exemples d’isogenies son les aplicacions ‘multiplicacié per n’ en una varietat abelia-
na A. Per a un enter positiu n, la multiplicacié per n en A es denota habitualment perng : A — A,
i ve donada per x — nz usant la llei de grup. L’endomorfisme n4 és una isogenia de grau n29, on
g = dim(A). La importancia d’aquestes isogenies rau en el fet que proporcionen informacié sobre
la part de torsi6 del grup A(k) de punts k-racionals de A. Si k° és una clausura separable de k,

aleshores lestructura de grup del nucli A[n] de ny és la segiient:

Aln)(k*) ~ (Z/nZ)*9 si char(k) 1 n,

Alp™|(k®) ~ (Z/p™Z)"  si p = char(k), per algun enter 0 < i < g.

Com que n4 esta definida sobre k, es té una accié natural del grup de Galois Gal (k®/k) en

Aln](k®): si x € A[n](k®), aleshores per a qualsevol o € Gal (k®/k) també es té “xz € A[n](k?®).

1.3. Moduls de Tate i representacions ¢-adiques. Sigui £ un nombre primer. Les apli-
cacions naturals A" 1](k*) — A[¢"](k®) induides per I'aplicacié ¢4 de multiplicacié per ¢ fan
de {A[0"](k*)}p>1 un sistema projectiu. Aleshores, el limit projectiu T;(A) = lglA[E"]( %) és
lanomenat modul de Tate ¢-adic de A. Un element a = (ay) € Ty(A) és una successié de punts
an € A(k®) tals que fa; =01 la, = a,—1 per a tot enter n > 1.

Si £ # char(k), Te(A) és un Z,-modul lliure de rang 2g, i sovint és convenient considerar el
Q-espai vectorial 2g-dimensional Vy(A) = Ty(A) ®z, Q;. A més, si E és un subcés de Endj)(A),
laccié de E en Vy(A) déna una estructura de E ®g Qp-modul lliure de rang 2g/[E : Q] en V,(A).

Considerem de nou un homomorfisme f : A — B. De manera natural, f indueix un homo-
morfisme de grups A[n](k®) — A[n](k®) per a qualsevol enter n, i per tant un Z,-homomorfisme

Ti(f) : Te(A) — Tp(B). Aixi, s’obté una aplicacié

Homy, (A, B)— Homg, (T;(A), T¢(B))
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que envia f € Homg (A, B) a Ty(f). Sif # char(k), es pot provar que aquesta aplicacié és injectiva,

i s’estén a una aplicacié

Hom{(A, B)—> Homg, (Vi(A), Vi(B)).

En particular, quan A = B aquest argument déna lloc a un monomorfisme d’anells
Ty : Endg(A)— Endz, (Te(A)) ~ Mag(Zy),

on lisomorfisme depén de 'eleccié d’una Zg-base de T;(A). En conseqiiéncia, Endy(A) té com a
molt rang 4¢% com a Z-modul.

Si £ # char(k) i ¢ € Endg(A), el polinomi caracteristic Py (1) de Ty(¢) té coeficients enters i,
a més, no depén del primer ¢, de manera que té sentit anomenar-lo polinomi caracteristic de ¢.
Aleshores, el grau i la traca de ¢ es defineixen de la manera usual en termes de Py(T).

Treballant amb la representacié f-adica V; : End(A) — Endg, (Ve(A)) =~ Ma, (Q;) de End}(A),
les nocions de polinomi caracteristic, grau i traca es poden estendre naturalment a elements ¢ €
End}(A).

I finalment, 1’accié de Gal (k®/k) en cadascun dels grups A[¢"](k®) indueix una accié continua
en Ty(A). En altres paraules, obtenim una representacid £-adica de Gal (k°/k), aixo és, un homo-

morfisme continu
Ry : Gal (ks/k)—> Autze (TE(A)) ~ GLQg(Zg),

on de nou l'isomorfisme depeén de 1’eleccié d’una Z,-base de Ty(A).

1.4. La varietat abeliana dual i la involucié de Rosati. Degut a la imporancia de
la varietat abeliana dual i la involucié de Rosati en l'estudi de l’algebra d’endomorfismes d’una
varietat abeliana, recordem breument les nocions basiques relatives a aquests dos conceptes. Si A
és una varietat abeliana sobre k, sigui Pic(A) el grup dels feixos invertibles en A, i denotem per

Pic’(A) el subgrup dels feixos invertibles invariants per translacié:
Pic’(A) = {£ € Pic(A) : t:L£ ~ L on A per a tot a € A(k)}.

La varietat abeliana dual de A és una varietat abeliana AV sobre k tal que AV (k) = Pic’(Ay),
on aquesta identificacié ve donada per 'anomenat feiz de Poincaré P: és un feix invertible en
A x AV tal que per a tot a € AY(k), la restriccié Pjax, representa a en Pic’(Ay).

Com és d’esperar, la varietat abeliana AV té la mateixa dimensié que A, AVY és canonicament
isomorfa a A, i tot homomorfisme de varietats abelianes f : A — B sobre k indueix un homomor-
fisme ¥ : BV — AV sobre k.

Tot feix invertible £ en Aj indueix un homomorfisme ¢, : Ay — A} donat per ¢g(a) =
t:L @ L7, Un resultat conegut estableix que donar una polaritzacié de A és equivalent a donar
una isogenia A : A — AV sobre k tal que, sobre k, és de la forma ¢, per algun feix ample £ en Aj,.

Aleshores, el parell (4, \) s’anomena també varietat abeliana polaritzada.
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Associada a la polaritzacié A\ = ¢, d’una varietat abeliana A definida sobre k existeix una
(anti-)involucié canonica en I'algebra d’endomorfismes End}(A), 'anomenada involucid de Rosati.
Aquesta involucié ve definida per ’aplicacié

End)(4) — End)(A)
0] — ¢ =A"logVol
Es comprova facilment que en efecte es tracta d’una involucid, i.e. ¢” = ¢ per a tot ¢ €

End{(A), i a més satisfa
(p+a) =¢ +d,(ap) =ag’ i (poa) =a’ og¢ peratot ,a € End)(A),ac Q.

Una de les propietats més importants de la involucié de Rosati és que és definida positiva. Es
a dir, per a qualsevol ¢ € Endg(A), ¢ # 0, es té Tr(po¢') > 0. Aqui, Tr(¢ o ¢') és la traga de

¢ o ¢’ com a endomorfisme, en el sentit que hem esmentat anteriorment.

1.5. L’algebra d’endomorfismes d’una varietat abeliana. Una varietat abeliana defini-
da sobre k es diu que és simple sobre k (o k-simple) si no existeix cap varietat abeliana B C A
definida sobre k, llevat de la subvarietat trivial 0 i la mateixa varietat A. Si K/k és una extensié de
cossos, es diu que A és simple sobre K si A és simple sobre K d’acord amb la definicié anterior.
En particular, noti’s que una varietat abeliana k-simple pot no ser-ho sobre K. Finalment, es diu
que A és absolutament simple si A és simple sobre k.

El primer punt clau en l'estudi de l'algebra d’endomorfismes d’una varietat abeliana és el

segiient resultat de descomposicié:

Teorema 1.7. Sigui A una varietat abeliana definida sobre k. Existeizen varietats abelianes k-

simples Ay, ..., A, no isogenes dues a dues, i enters positius ny,...,n, tals que
A~ ATV X X AT

A més, les varietats abelianes A; estan univocament determinades llevat de k-isogenia i permutacio,

1 els enters associats n; estan univocament determinats.

Suposem ara que A/k és simple sobre k, i sigui ¢ € Endy(A). La component connexa del nucli
ker(¢) contenint I’element identitat 0 és una varietat abeliana definida sobre k, de manera que ha
de ser 0 bé 0 0 bé A, ja que A és k-simple. En conseqiiéncia, tot endomorfisme no nul de A és una
isogenia, i per tant és un element invertible en Endg (A). En altres paraules, per a una varietat
abeliana k-simple A, End{(A) és una algebra de divisié de dimensié finita sobre Q. Clarament,
si n és un enter positiu, I’algebra d’endomorfismes de A” és llavors isomorfa a M, (End(A)). T
d’altra banda, si A i B s6n varietats abelianes no isogenes sobre k, aleshores Hom%(A,B) =0
i End)(A x B) ~ End}(A) x End)(B). Aplicant el teorema anterior i aquestes observacions, es

dedueix el segiient resultat:
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Proposicié 1.8. Sigui A una varietat abeliana definida sobre k, i considerem la seva descomposicio

llevat d’isogénia en varietats k-simples com en el Teorema[I.7 Aleshores,
End))(A) ~ M, (Dy) x -+ x My, (D,),
on D; és Udlgebra de divisié End}(A;).

En conseqiiéncia, I'algebra d’endomorfismes d’una varietat abeliana és una algebra semisim-
ple de dimensié finita sobre Q. La naturalesa de les algebres de divisié D; ens permet usar la
classificacié d’Albert, com expliquem tot seguit.

Com abans, suposem que A és una varietat abeliana k-simple amb algebra d’endomorfismes
D= Endg(A), i admetent una polaritzacié sobre k. Com que la traga reduida Trp,q de D sobre

"en D associada a una

@ és un multiple positiu de Tr, la positivitat de la involucié6 de Rosati
polaritzacié significa que Trp/g(¢ 0 ¢') > 0 per a tot ¢ # 0 en D. La classificacié de les algebres
simples involutives deguda a Albert pot aplicar-se al parell (D,”) per tal d’obtenir el segiient

teorema d’estructura per a les algebres d’endomorfismes de les varietats abelianes simples:

Teorema 1.9. Sigui A una varietat abeliana k-simple de dimensid g. Sigui F' el centre de D =
End)(A), i sigui Fy = {x € D : 2’ =z} el subcds fix per la involucid de Rosati associada a una
k-polaritzacié préviament fizada. Definim d = [D : F|V/?, e = [F : Q], eg = [Fo : Q]. Aleshores la
classe d’isomorfisme de D es correspon amb un dels segiients tipus:
Tipus I: D = F = Fy és un cos de nombres totalment real, i la involucio de Rosati és la identitat.
En aquest cas, e|g.
Tipus II: F = Fy és un cos de nombres totalment real i D és una algebra de quaternions totalment
indefinida i de divisid sobre F, i.e. per a qualsevol embedding o : F — R, es té D®, R ~
M3 (R). En aquest cas 2e|g.
Tipus III: F = Fy és un cos de nombres totalment real i D és una algebra de quaternions totalment
definida i de divisio sobre F', i.e. per a qualsevol embedding o : ' — R, es té DR, R ~ H,
I’algebra de quaternions de Hamilton. En aquest cas €*|g.
Tipus IV: Fy és un cos de nombres totalment real, F és una extensic CM de Fy (és a dir, una

extensid quadratica totalment imagindria de Fy) i D és una algebra de divisid amb centre

F. En aquest cas, eqd?|g si char(k) =0, i eod|g si char(k) > 0.

Observem que, en tots els casos, Fj és un cos de nombres totalment real i F' és o bé Fyy o bé
una extensié CM de Fy. Es diu que la varietat abeliana A és de primera (resp. segona) classe si
es dona el primer (resp. segon) cas.

En general, per a una varietat abeliana A no necessariament simple sobre k de dimensié g,
es diu que A té multiplicacié compleza (CM) sobre k si la seva algebra d’endomorfismes Endj(A)
conté una algebra commutativa semisimple de dimensié 2g sobre @, que és la maxima dimensié
que pot tenir una tal subalgebra. Si char(k) = 01 A és k-simple, aleshores A té CM sobre k si, i

només si, Endj(A) és un cos de nombres CM de grau 2g.
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2. Algebres de quaternions

Sigui k un cos. L’estudi de les algebres de quaternions sobre k pot emmarcar-se dins la teoria
de les algebres simples i centrals sobre k. Per a un bon tractat sobre aquesta teoria general, es pot
consultar [GS06] i [Pie82]. De fet, les classes d’isomorfisme de les algebres de quaternions sobre
k es corresponen amb els elements de 2-torsié del grup de Brauer Br(k) de k.

Per a la teoria especifica de les algebres de quaternions, la referéncia basica és [Vig80].

2.1. Definicions basiques i resultats. Comencem recordant algunes generalitats sobre

algebres de quaternions sobre un cos k.

Definicié 1.10. Una algebra de quaternions B sobre k €s una dalgebra central © simple de rang 4

sobre k.

Existeixen dues construccions classiques ben conegudes per descriure algebres de quaternions.
Pel que fa a la primera, sigui L una algebra separable quadratica sobre k, E| sigui 7 la involucié no

trivial de L sobre k i sigui m € k£ un element invertible qualsevol. Aleshores, I’algebra
(1) B =1L+ Lu,

on u € B és tal que

u?=m 1 wuxr=TzuperatotxclL,

és una algebra de quaternions sobre k, i es denota per B = {L,u}. A més, tota algebra de
quaternions sobre k es pot expressar d’aquesta manera (cf. [Vig80]).
Per a la segona construccid, que és valida només si char(k) # 2, siguin a,b € k*, i denotem

per

2) B:(a];b>=k+ki+kj+kij

I’algebra de dimensid 4 sobre k que té per base els elements 1,1, j,75, amb

Aleshores, B és de nou una algebra de quaternions sobre k, i també és cert que qualsevol algebra de
quaternions sobre k admet una presentacié d’aquesta forma (si char(k) # 2). De fet, observem que
(%b) = {k(i),b}. Suposarem d’ara en endavant que char(k) # 2, de manera que podem treballar

indistintament amb les construccions i .

Remarca 1.11. Clarament, els elements a,b € £* no estan univocament determinats per la classe

a,b)

d’isomorfisme de 'algebra de quaternions (%7). El lector interessat trobara a [Pie82| §1.7] una

’ ’
discussié sobre quan dues algebres de quaternions (“,;b) i(% ,;b ) s6n isomorfes.

1Es a dir, o bé una extensié quadratica separable de k o bé k @ k.
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A partir de la definicié, és immediat veure que si B és una algebra de quaternions sobre k
llavors B té una anti-involucié canonica, anomenada conjugacid i que es denota per 3 +— 3. Usant
la descripcié , la conjugacié es defineix estenent 7 a B mitjangant w = —u. Prenent la descripcid
@), si B ==+ yi + zj + tij aleshores B = x — yi — zj — tij. Dir que 8 — B és una anti-involucié

significa que si o, f € B i x,y € k aleshores
za+yB=za+yB, a=a, aof=/pa.
En particular, tot element 8 € B és arrel del polinomi quadratic

(X = B)(X — B) = X* — t2(B)X +n(B),
tr(8)=pF+pB and n(f)=pp

sén per definicié la traga reduida i la norma reduida de (3, respectivament. De fet, per a tot
B € B*\ k™ es té que k(8)/k és una extensié quadratica. A més, la conjugacié en B restringida
a k() coincideix amb el k-automorfisme no trivial de k(3), la qual cosa implica que tr(8),n(8) €
k per a tot 8 € B, i llavors el polinomi anterior és un element de k[X]. Intuitivament, una
algebra de quaternions sobre k és una col-leccié d’extensions quadratiques disposades de forma no

commutativa.

Exemple 1.12. L’algebra de matrius Mo (k) sobre k és una algebra de quaternions. De fet, per a
qualsevol b € k* ’assignacié
1 0 0 b

, J—J =
0 -1 10

i I =

defineix un isomorfisme (1;5’) ~ Ma(k). Si una algebra de quaternions B sobre k és isomorfa a
lalgebra de matrius My (k) aleshores es diu que B és 'algebra escindida (en angles, split), en

contraposicié al cas d’'una algebra de divisio.

L’exemple de I’algebra de matrius és un cas important. De fet, tal i com es prova a [Vig80,
Corollaire 1.2.4], una algebra de quaternions sobre k és o bé una algebra de divisié o bé isomorfa
a Ma(k). Per aquest motiu, es defineix I’invariant de Hasse d’una algebra de quaternions B com

—1 si B és de divisio,
(B) =
1 altrament.
A més, aquesta dicotomia es pot traduir en el llenguatge de les formes quadratiques, teoria que
esta per tant estretament lligada a la de les algebres de quaternions. No és dificil comprovar

(vegeu [Pie82] §1.6]) que l'algebra de quaternions B = (%b) és de divisi6 si, i només si, la forma
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quadratica az? + by? — 22 = 0 només admet la solucié trivial z =y = z = 0 en k3. Si a,b € k, es
defineix el simbol de Hilbert del parell (a,b) sobre k com
1 siax®+ by? — 22 = 0 té solucions no trivials en k3,

(av b)k =
—1 altrament.

Aleshores, pel resultat citat anteriorment (a,b) = 6((“,;17)).

Remarca 1.13. Pel que fa a la relacié entre algebres de quaternions i formes quadratiques, pot
trobar-se una bona exposicié a [ABO4], on, des de l'estudi de punts CM en corbes de Shimura,
es presenta una classificacié de les formes quadratiques binaries amb coeficients algebraics per
I’acci6 de grups Fuchsians aritmetics, recuperant la teoria de Gauss sobre la classificacié de formes

quadratiques binaries amb coeficients enters per 'accié del grup modular.

Les algebres de matrius també juguen un paper important en la nocié de cos de descomposicio
(en angles, splitting field): es diu que una extensié de cossos K/k descomposa (o escindeiz) una
algebra de quaternions B sobre k si I'algebra de quaternions B ®; K sobre K obtinguda per
extensid d’escalars és escindida (i.e. isomorfa a My (K)). Per [Vig80, Théoréme I1.2.8], una extensié
quadratica K/k escindeix lalgebra B si, i només si, K és isomorf a un subcdés maximal de B. Si
un cos K escindeix B, aleshores mitjangant la inclusié natural B < B Q@ K ~ My(K) la traga i
la norma reduides d’un element 8 € B es poden calcular en Ma(K) com la traca i el determinant
usuals, respectivament.

Donat un cos k, és natural estudiar el problema de classificar les classes d’isomorfisme d’algebres
de quaternions sobre k. Per la remarca que segueix I'Exemple és suficient classificar les

algebres de quaternions de divisié sobre k. Presentem primer dos exemples importants:

Exemple 1.14. En 1843, W. R. Hamilton descobri que ’algebra real H de rang 4 generada per
dos elements 3, j satisfent i2 = j2 = —1, ij = —ji, és una algebra de divisié no commutativa. En
la nostra notacid, aquesta algebra es correspon amb ’algebra (%) Pel Teorema de Frobenius
([Vig80], Corollaire 1.2.5], [Pie82], Corollary 13.1.c]), algebra dels quaternions de Hamilton H és
I"inica algebra de divisié de dimensié finita i no commutativa sobre R, llevat d’isomorfisme. Per

tant, qualsevol altra algebra de quaternions sobre R és isomorfa o bé a Ma(R) o bé a H.

Exemple 1.15. Si k és algebraicament tancat, el Teorema de Wedderburn sobre la classificacié
d’algebres simples implica que tota algebra central i simple sobre k és isomorfa a M, (k) per algun
enter n > 1 (vegeu [GS06| Theorem 2.1.3] i [GS06], Corollary 2.1.7]). Aixi, per exemple, 'inica

algebra de quaternions sobre el cos C dels nombres complexos (llevat d’isomorfisme) és Mo (C).

2.2. Ordres i ideals. La no commutativitat de les algebres de quaternions fa que la teoria
dels ordres sigui lleugerament més subtil que el seu analeg en cossos de nombres. Presentarem les

definicions basiques i els resultats essencials pel que fa a ordres i ideals en algebres de quaternions.
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En tot el que segueix, sigui R un domini de Dedekind amb cos de fraccions k, i sigui B una algebra
de quaternions sobre k.

Com en el cas dels cossos de nombres, es diu que un element 3 € B és enter si tr(3),n(5) € R.
Tanmateix, en el cas de les algebres de quaternions no és cert en general que el conjunt d’elements
enters de B sigui un anell. Un exemple senzill que il-lustra aquest fet ve donat per les dues matrius

segiients en 1’algebra Mz (Q):

Sy
I
(S

A:

NN NI
N|—
ot
e}

Tant A com B s6n elements enters, perdo ni A+ B ni AB ho son.
Per tant, la nocié d’ordre es generalitza al context de les algebres de quaternions de la segiient

manera:

Definicié 1.16. Un ordre O C B sobre R és un R-reticle complet que també és un anell. Equi-
valentment, és un anell format per elements enters de B, finitament generat com a R-modul i tal
que O ®p k = B. FEs diu que un ordre O en B és un ordre maximal si és maximal respecte la

inclusio, i es diu que O és un ordre d’Eichler si és la interseccié de dos ordres maximals.

Recordem que un R-reticle en B és un R-modul lliure A C B. Llavors, un R-ideal (o simplement
un ideal) és un R-reticle I en B tal que I g k ~ B. Es diu que un ideal és enter si tots els seus
elements ho sén. D’acord amb la definicié anterior, un ordre és un ideal que és alhora un anell.
Per exemple, si {v1, v, v3,v4} és una k-base de B, llavors R[vy, ve, vs3,v4] és un ideal i un ordre en
B.

Per a un ideal I de B, es defineixen els seus ordres per l’esquerra i per la dreta com
Oul)={peB:pICI}, O(I)={BeB:IfCI},
respectivament. Un ideal I és bilateral si Oy(I) = O,(I), i és facil veure que
I ésintegral < II1CI < I C O, I),0.(I).

Es diu que un ideal I és principal si existeix un element 8 € B tal que I = Oy(I)8 = SO,.(I). Per
a ideals bilaterals I, J, el seu producte IJ es pot definir de la manera usual, i I'invers d’un ideal

bilateral I es defineix com I~ = {8 € B: IB3I C I}, i satisfa
It C oI, I'1CO. ).

A més, tenim una nocié d’equivaléncia entre ideals. Dos ideals I,J sén equivalents per l’es-
querra si I = J per algun § € B. Com en el cas dels cossos de nombres, és facil comprovar que
I’equivalencia d’ideals és realment una relacié d’equivalencia. Per tant, com que els ordres sén ide-
als, per a un ordre O denotarem per Picy(O) el conjunt d’ideals I per als quals O,.(I) = O modul
equivaléncia per 'esquerra. Analogament, podriem definir Pic,(O) com el conjunt d’ideals I per

als quals Op(I) = O modul equivaléncia per la dreta, que esta en bijeccié natural amb Picy(O).
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Per a un ordre O, s’anomena nombre de classes de O al cardinal |Pic,(O)|. No és dificil
comprovar que tots els ordres maximals tenen el mateix nombre de classes, de manera que té sentit
definir el nombre de classes de B com h(B) = |Pic,(O)|, on ara O és qualsevol ordre maximal en
B.

Donat un ordre O, podem conjugar O per un element 5 € B* per obtenir de nou un ordre. Es
diu que dos ordres sén del mateix tipus si sén conjugats per algun S € B*. Aleshores, es defineix
el nombre de tipus t(B) de B com el nombre de classes de conjugacié d’ordres maximals de B. El
nombre de tipus és sempre menor o igual al nombre de classes, t(B) < h(DB).

Finalment, per a un ideal I, denotarem per n(I) el R-ideal fraccionari generat per les normes
reduides dels elements de I. Per a un ordre O, el diferent d(O) és 'ideal fraccional definit per
d(0) = (0*)71, on O* = {3 € B : tr(30) C R}. Aleshores, el discriminant D(O) de I'ordre O es
defineix com la norma del diferent, D(O) = n(d(O)). Si {v;} és una R-base de I'ordre O, llavors
D(0)? és I'ideal principal Rdet(tr(v;v;)).

2.3. Algebres de quaternions sobre cossos locals. Ara ens centrem en les algebres de
quaternions sobre cossos locals. Recordem que un cos k és un cos local si és una extensio finita

d’un dels segiients cossos:

- R, el cos dels nombres reals,
- Qp, el cos dels nombres p-adics, per algun primer p, o
- Fp[[T]], el cos de series formals en una variable sobre el cos finit F), de p elements, per

algun primer p.

Els cossos locals R i C s’anomenen arquimedians, mentre que als altres se’ls anomena no arquime-
dians.

La classificacié de les algebres de quaternions sobre cossos locals és particularment senzilla. A
I"Exemple ja hem esmentat que I'inica algebra de quaternions (llevat d’isomorfisme) sobre C
és lalgebra de matrius Ma(C). I segons hem vist a 'Exemple existeix només una algebra de
quaternions de divisié sobre R llevat d’isomorfisme, 1’algebra de quaternions de Hamilton H. Amb
aquests casos coberts, suposarem d’ara en endavant que k és un cos local no arquimedia.

Com es demostra a [Vig80, §1.1], el Teorema de Frobenius s’estén al cas no arquimedia, és a
dir, existeix només una algebra de quaternions de divisié sobre k llevat d’isomorfisme. Per tal de
fer precis aquest enunciat, necessitem introduir notacions. Denotarem per Ry ’anell d’enters de k,
i m denotara un element primer en Ry, i.e., un generador de 'ideal maximal de Ry, de manera que
Ry, /7 és el cos residual de k. També denotem per L., I'inica extensié quadratica no ramificada

de k dins d’una clausura separable k° de k préviament fixada. Aleshores,

(a) m és un element primer en L,,.,
(b) Ry =n(R}), on Ry, és lanell d’enters de Ly, i

(¢) [Rp/m: Rg/m] =2, on Ry /m és el cos residual de Ly,
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Amb aquestes notacions, el teorema de classificacié que hem citat anteriorment admet el

segiient enunciat explicit (cf. [Vig80, Théoreme I1.1.3]):

Teorema 1.17. L’dlgebra de quaternions H = { Ly, m} és l"inica algebra de quaternions de divisid
sobre k llevat d’isomorfisme. A més, una extensié de cossos K/k escindeix H si, i només si, el

seu grau [K : k| és parell.

Aquesta senzilla classificacié de les algebres de quaternions sobre cossos locals facilita ’estudi
dels ordres i ideals en aquestes algebres.

Suposem primer que B és l'algebra de matrius B ~ My(k). Aleshores, podem pensar B
com D’algebra d’endomorfismes d’un k-espai vectorial 2-dimensional V', B ~ End(V'). Els ordres
maximals de End(V') sén els anells End(A), on A és un Rj-reticle complet de V, i els ideals d’aquests

ordres sén tots de la forma Hom(A1, As), per a A; Ry-reticles complets de V. En conseqiiencia:

Proposicié 1.18. Tots els ordres maximals de Ma(k) son conjugats de Mo(Ry), i els ideals bila-

terals de Ma(Ry) formen un grup ciclic generat per l'ideal primer Mo(Ry)m = mMa(Ry).

En segon lloc, suposem que B = H és I'inica (llevat d’isomorfisme) algebra de quaternions
de divisi6 sobre k, donada pel Teorema [I.17 Si v és una valoracié discreta en k, aleshores v pot
ser estesa a una valoraci6 discreta w de B posant w(f) = v(n(8)) per § € B. D’aquesta manera,
lanell de valoracié de w és O = {8 € B : n(f) € Ry}, que és un ordre maximal, ja que conté tots

els elements enters de B.

Proposicié 1.19. Sigui B una dalgebra de quaternions de divisié sobre k. Aleshores B conté un
dnic ordre mazimal, que és O = {8 € B : n(B) € Ry}. En particular, és també I"inic ordre

d’Eichler. A més, Uideal 7Ry, ramifica: 7O = p2, on p és lunic ideal mazimal de O.

2.4. Algebres de quaternions sobre un cos de nombres. A continuacié tractarem el
cas dels cossos de nombres (més generalment, podriem considerar cossos globals). Sigui doncs F
un cos de nombres, i denotem per Ry el seu anell d’enters. Per a cada placa v de F, escollim un
embedding F — F,, on F, és la complecié de F' en v. Recordem que les places finites estan en
bijeccié amb els ideals primers de R, les places reals es corresponen amb els diferents embeddings
reals de F' i les places complexes amb els diferents parells d’embeddings complexos conjugats de
F.

Si B és una algebra de quaternions sobre F', aleshores podem definir B, := B ®p F,, que és
una algebra de quaternions sobre el cos local F,. Considerant aquestes algebres B, per a totes les
places v i usant els resultats de I'apartat anterior, podem estudiar propietats globals de ’algebra
de quaternions B.

Per ’Exemple sabem que si v és una plaga complexa de F aleshores B, ~ My(C).
Altrament, si v és una placa real o no arquimediana, el Teoremaimplica que o bé B, ~ Ms(F,)
o bé B, ~ H,, on H, denota I'inica algebra de quaternions de divisié sobre F,. Aquest fet motiva

la segiient definicié:
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Definicié 1.20. Sigui v una plaga de F. Es diu que v escindeix en B si B, ~ Ms(F,), i es diu

que v ramifica en B si B, €s de divisid.

La ramificacié en les places reals jugara un paper important per nosaltres. Es diu que B és
totalment indefinida sobre I si cap plaga real ramifica en B, i es diu que B és totalment definida
sobre F' si tota plaga real ramifica en B. Per al cas F' = Q, simplement diem que B és indefinida
o definida, ja que només hi ha una plaga real per comprovar.

En el que segueix, denotarem per Ram(B) el conjunt de places de F' que ramifiquen en B. El
segiient teorema de classificacié, degut a H. Hasse, ens diu que aquest conjunt determina comple-

tament B llevat d’isomorfisme (cf. [Vig80L Théoréme II1.3.1]):

Teorema 1.21 (Hasse). El nombre |Ram(B)| de places ramificades en una dalgebra de quaternions
B sobre I és parell. A més, per a tot conjunt finit S de places de F' de cardinalitat parella existeiz

una dnica algebra de quaternions B sobre F', llevat d’isomorfisme, tal que Ram(B) = S.

En altres paraules, la classe d’isomorfisme d’una algebra de quaternions sobre un cos de nom-
bres esta univocament determinada pel conjunt (finit) de places que hi ramifiquen. Per a una
algebra de quaternions B sobre F, el discriminant reduit ® = disc(B) és el producte de les places
finites en Ram(B). Per tant, podem considerar ® = p; - - - p; com a ideal de R, on py,...,ps sén
ideals primers de Rp, diferents dos a dos. Quan F = Q, disc(B) és I'ideal principal generat per
D =p; - ps, on els p; sén els primers que ramifiquen en B, de manera que identificarem disc(B)
amb l'enter positiu D.

La importancia del Teorema [1.21] no rau només en el fet que déna una classificacié clara i
precisa de les algebres de quaternions sobre F', siné també en les importants conseqiliencies que
se’n deriven. Resumim breument algunes d’elles a continuacié (vegeu [Vig80|, pp. 75-76] per a
més detalls).

El primer corol-lari que presentem és ’anomenat Principi de Hasse per formes quadratiques,

que pot ser provat utilitzant el Teorema |1.21

Corol-lari 1.22. Si f és una forma quadratica sobre un cos de nombres F', aleshores f €és isotropa

sobre F si, i només si, f és isotropa sobre F,,, per a tota placa v de F.

La segiient conseqiiencia relaciona el simbol de Hilbert (-, ), := (-,-)F, de les complecions de
F, i és coneguda com la llei de reciprocitat del simbol de Hilbert. De fet, la Llei de Reciprocitat

Quadratica pot deduir-se a partir d’ella:

Corol-lari 1.23. Sigui F' un cos de nombres, i per a un parell d’elements a,b € F* denotem per
(a,b), = (a,b) g, el seu simbol de Hilbert relativ a F,. Aleshores es té la férmula del producte

[I(.b). =1,

v

on el producte és sobre totes les places v de F.
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Observem que el producte en la férmula anterior és de fet un producte finit, ja que pel Teorema
1.21 només un nombre finit de simbols de Hilbert sén # 1. En el cas en qué F' = Q, una aplicacid
del darrer corol-lari és el calcul dels simbols de Hilbert locals. Si a,b € Q i p és un primer senar,
el simbol de Hilbert (a,b), es pot calcular facilment seguint la recepta en [Vig80] p. 37], i llavors
per la férmula del producte obtenim

(a,b)2 = H(mb)v.
v#2

Del Teorema es dedueixen també dues propietats que sén ben importants per elles matei-
xes. La primera d’elles és la paritat del nombre de places ramificades en una algebra de quaternions,
i la segona és una caracteritzacié de ’algebra de matrius: una algebra de quaternions B sobre F'
és isomorfa a My(F) si, i només si, B, ~ Ma(F,) per a tota placa v de F. Aquestes propietats
condueixen als segiients dos corol-laris respecte a normes en extensions quadratiques de F i els

cossos de descomposicié de 'algebra B.

Corol-lari 1.24. Sigui F' un cos de nombres, L/F una extensié quadratica i 0 € F*. Aleshores 6
és la norma d’un element en L si, i només si, 0 €s la norma d’un element en L, := L ® F, per a

tota plagca v de F, excepte per possiblement una.

Corol-lari 1.25. Sigui B una algebra de quaternions sobre un cos de nombres F. Una extensio
finita L/F és un cos de descomposicié per B si, i només si, L, és un cos de descomposicid per

B, per a tota plaga w|v de L.

Abans de passar a ’estudi d’ordres i ideals, és important esmentar el segiient resultat carac-

teritzant els subcossos quadratics de B, conegut sovint com criteri de Hasse:

Teorema 1.26. Una extensid quadratica L/F és un subcds de algebra de quaternions B si, i

només si, L, = L ® F, és un cos per a tota placa v € Ram(B).
Particularitzem el cas F' = Q en el segilient corol-lari:

Corol-lari 1.27. Sigui B una algebra de quaternions racional, i sigui K/Q un cos quadratic. Si
K és real i B és definida, aleshores K no escindeix B. Altrament, K escindeix B si, i només si,

per a tot primer p dividint el discriminant de B, p no descomposa en K.

Darrera de la demostracié de tots aquests resultats, hi ha la idea de treballar “adelicament”.
Per a I'estudi dels ordres i ideals és també una eina clau, que descrivim breument a continuacio.
Comencem escollint un conjunt finit S de places de F', incloent totes les infinites, i sigui
R=Rg = [)(R,NF),
vgS
on R, := Rp,. Llavors R és un domini de Dedekind, i sera considerat com ’anell d’elements que

sén enters fora de S.
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Aleshores, considerem donats un grup localment compacte G, per a cada placa v de F', i també

un subgrup compacte obert C, de G, per a cada placa v € S.

Definicié 1.28. Amb les notacions anteriors, el producte restringit G, dels grups G, respecte els

subgrups C,, €és

Gy ={z=(z,) € HG“ 1 &y € C, per a quasi tota v € S}.

El grup G, pot dotar-se d’una topologia per a la qual esdevé un grup topologic localment
compacte, que a més no depen de S. Aquesta situacié ocorre quan G és un grup algebraic definit
sobre F. Aleshores, G, és el conjunt G(F,) de punts F,-racionals, i es pren C, com el conjunt
G(R,) de punts R,-racionals per v fora del conjunt finit de places S. Llavors, el grup G4 s’anomena

grup dels adéles de G.

Exemple 1.29. L’anell dels adéles Arp de F esdevé d’aquesta manera quan s’escull G, = F,,
S = oo el conjunt de places infinites i C;, = R,. El grup d’elements invertibles en Ag és el grup

dels idéles A} de F', i esdevé quan s’escull G, = F*, S = o0 i C, = R.

Exemple 1.30. Una algebra de quaternions B sobre F' també déna lloc a certs grups d’adeles de
manera similar. L’anell dels adéles By de B es defineix escollint G, = B,, S D o0 i1 C, = O,, on
O és un ordre de B sobre l'anell R = R(g) i O, = O @g R,. Aleshores By és isomorf al producte
tensorial Ap @ B. Com és d’esperar, el grup B d’elements invertibles de By s’obté prenent

Gy=BX,SD200iC,=0Xx.

Ara fixem un conjunt de places S del cos de nombres F', contenint les infinites. Si S = oo,
aleshores observi’s que R = R, és 'anell d’enters Rp de F.

Per tal d’usar les propietats locals d’ideals i ordres, si Y és un R-reticle de B, aleshores posarem
Y, =Y ®rR,. Quan v € S, llavors R, = F, 1Y, = B,. El punt clau és que un R-reticle Y
esta univocament determinat pels reticles locals (Y, ),zs (vegeu [Vig80l Proposition II1.5.1]). Per
tant, tenim la nocié de propietat local d’ideals (o reticles). Es a dir, una propietat *x és local si un
ideal I satisfa * si, i nomes si, I, satisfa x per a tot v € S. Alguns exemples de propietats locals
soén: ésser un ideal, ésser un ideal enter, ésser un ordre i ésser un ordre maximal, entre d’altres.

Tanmateix, la propietat de ser un ideal principal no és una propietat local, i aquest és un dels
motius principals per treballar en el llenguatge adelic. En el que segueix, identificarem un R-reticle

Y amb les seves localitzacions (Y ),gs 1 escriurem
Vy=][¥, amb¥,=B,sives.
v

Ens restringirem ara als ordres maximals en B. Com que els ideals amb ordres per I’esquerra i
per la dreta maximals sén localment principals ([Vig80, p. 86]), suposarem que tots els ideals que
considerarem sén localment principals. Fixat un ordre maximal O de B, li podem doncs associar

els segiients objectes adelics:
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(i) Oa, lanell dels adeles de O,
(ii) OF, el grup d’unitats de O,

(iii) N(Oa), el normalitzador de Oy en By .

Aleshores, mitjancant 'aplicacié (z,) € By ~ I, on I és lideal tal que I, = Oy, si € S, el
conjunt dels O-ideals per esquerra esta en bijeccié amb O \ By . Per tant, el conjunt de O-ideals
bilaterals esta en bijeccié amb O\ N(O4). Pel que fa als ordres maximals, estan en bijeccié amb
els elements de N(O4)/B;: un element (z,) € B es correspon amb l'ordre O determinat per
O =x;'0pz, per v ¢ S.

D’aquesta manera, tenim el segiient diccionari global-adelic:
O-ideals per l'esquerra < O} \ By,
O-ideals bilaterals <« O \ N(O,),
ordres maximals <« N(O4)/B[,
Pic,(O) <« O\ B;/B*,
tipus d’ordres maximals <« B\ B /N(Oy).

En analogia al cas commutatiu, sembla natural esperar que aquests conjunts siguin finits, i
que la seva cardinalitat estigui relacionada amb el nombre de classes de F, és a dir, I'ordre de
R; A \Ap/F*.

De fet, 'estudi de la interpretacié anterior amb classes laterals dels ordres maximals té com a

conseqiiéncia la finitud del nombre de classes de B:

Teorema 1.31. Sigui O un ordre mazimal en B. Aleshores Picy(O) és finit, de manera que el

nombre de classes i el tipus de B son finits.

En alguns casos, és possible fer un pas més enlla encara. Sigui Fp el conjunt dels elements
de F' que sén positius en totes les places reals ramificant en B. Pel Teorema de la Norma (vegeu
[Vig80, Théoreme I11.4.1]), Fp = n(B). Denotem també per Pg el subgrup del grup Frac(F)
d’ideals fraccionals de F' que consisteix en els ideals principals generats per un element de Fp, i
sigui hp 'ordre del quocient Frac(F)/Pg. Notem que h(F) < hg < ht(F), on h(F) i h*(F) sén,
respectivament, el nombre de classes i el nombre de classes estricte de F'.

Aleshores, la norma reduida indueix una aplicacié entre conjunts de classes laterals dobles
O\ By /B—R; \ A;/Fp.

Usant el Teorema Fort d’Aproximacid, aquesta aplicacié resulta ser una bijeccié (vegeu [Vig80,

I11.4.3]), i ens porta al segiient resultat, que és conseqiiéncia d’un teorema degut a M. Eichler:

Teorema 1.32. Sigui O un ordre mazimal en una algebra de quaternions B no totalment definida
sobre F'. La norma reduida indueiz una bijeccid Pice(O) — Frac(F)/Pg. En particular, el nombre

de classes de B és hp.
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Quan B és totalment indefinida, la condicié que defineix Pg és buida, de manera que Pg = P,

el grup d’ideals principals de F', i hg = h(F') coincideix amb el nombre de classes de F'. Si a més

B és racional, com que h(Q) = 1:

Corol-lari 1.33. El nombre de classes d’una dalgebra de quaternions racional i indefinida és 1. A

més, tots els ordres maximals en una dalgebra de quaternions racional i indefinida son conjugats

entre ells.



CAPITOL 2

Corbes de Shimura: interpretacié modular

En aquest capitol introduim les corbes de Shimura, seguint essencialment [Jor81]. En la
primera seccié definim la corba de Shimura Xp associada a una algebra de quaternions racional
i indefinida Bp de discriminant D, i expliquem la seva interpretacié en termes de moduli per a
superficies abelianes amb multiplicacié quaternionica. La segona seccid esta dedicada a presentar
el grup d’Atkin-Lehner de Xp, que és un grup d’involucions naturalment definides en Xp, i
expliquem també la interpretacié modular de ’accié d’aquestes involucions. Finalment, en la
darrera seccié donem algunes indicacions de com la nocié de corba de Shimura es generalitza a

dimensions superiors.

1. Corbes de Shimura i multiplicacié quaternionica

Sigui Bp una algebra de quaternions racional i indefinida de discriminant D, i sigui Op C Bp
un ordre maximal en Bp, que recordem que és unic llevat de conjugacié pel Corol-lari[I.33] Fixem
també un isomorfisme Bp ®g R = M, (R). Aleshores, mitjancant aquest isomorfisme tenim una
inclusié natural del subgrup O}, = {y € OF : n(y) = 1} C Op d’unitats de norma 1 en OF en el

subgrup SLy(R) € M2(R),

OF < SLy(R).

La imatge de O}, en PSLy(R) és un subgrup discret que actua de manera discontinua en el semipla
de Poincaré $ = {z € C: $(z) > 0}. Per tant, podem considerar la superficie de Riemann Vp =
$H\ 0L, Com que tots els ordres maximals de Bp sén conjugats, notem que la classe d’isomorfisme
de Vp no depen de l’eleccié de Op, i tampoc de I'isomorfisme fixat Bp ®g R 5 M, (R), en virtud
del Teorema de Noether-Skolem (vegeu [Pie82) §12.6]). A més:

Teorema 2.1 (Poincaré). La superficie de Riemann Vp €és compacta si, i només si, Bp % Ma(R).

En altres paraules, Vp és compacta si, i només si, Bp és de divisié. Per a ’algebra de matrius
M5 (R), recuperem el cas de les corbes modulars classiques, les quals es poden compactificar afegint
noves singularitats, les anomenades punzes (en angles, cusps). El fet que Vp sigui compacta per a
D > 1 fa que I'estudi de I’aritmeética de les corbes de Shimura sigui significativament més complicat,
ja que en el cas classic les punzes codifiquen molta informacié aritmetica sobre les corbes modulars.
A partir d’ara, doncs, considerarem que l'algebra Bp és de divisi6. En aquest cas, el grup O},
d’unitats de norma 1 és un subgrup discret compacte de PSLo(R). El génere de la superficie de

29
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Riemann Vp ve donat per la segiient expressié (vegeu [Vig80]):

Q(VD)=1—|—iH(p—1)_11_[(1—((@(7‘/?1)))_%1‘[(1_(@(7\/?3)

12 4
p|D p|D P p|D p
on per a un cos quadratic K posem
—1 sipésinert en K,
K
(;) =340 si p ramifica en K,
1 si p descomposa en K.

Shimura va provar que les superficies de Riemann Vp, construides mitjangant grups Fuchsians
aritmetics de primera especie, tenen de fet una interpretacié modular. Per descriure-la, necessitem
introduir la nocié de multiplicacié quaternionica per a superficies abelianes.

Comencem fixant una tripleta (Bp,Op, ), on Bp és una algebra de quaternions racional i
indefinida, Op C Bp és un ordre maximal, i b — b2 és una (anti-)involucié positiva en Bp. Gracies
al Teorema de Noether-Skolem, la involucié o és conjugada de la involucié canonica b — b. Per
tant, existeix un element p € B} tal que b? = p by per a tot b € Bp. I de fet, la positivitat de o
implica (vegeu [Rot03]) que tr(z) = 0in(p) > 0, per tant u satisfa u? + 6 = 0 per algun § € Q%
0 > 0. Aixi, sovint denotarem ¢ = g, si volem fer referencia a l'’element u, que esta determinat
llevat multiplicacié per elements de Q*. Notem també que podem suposar que p € Op, és a dir,

que 0 € Z~g. Un cop fixada la tripleta (Bp,Op, 0):

Definicié 2.2. Una superficie abeliana amb multiplicacié quaternionica (o amb QM, per abreviar)
per (Bp,Op, 0) és una tripleta (A, ¢, L) on:

e A és una superficie abeliana,

e 1: Op — End(A) és un monomorfisme d’algebres,

o L és una polaritzacio feble en A tal que la involucié de Rosati t associada a L satisfa

t(b)T = 1(b?) per a tot b € Bp.

Recordem que una polaritzacié feble en A és una classe d’equivaléncia racional de polaritzacions
en A, on dues polaritzacions £1 i £ sén racionalment equivalents si existeixen enters positius m,n
tals que m£L; = nLy. Observem que dues polaritzacions racionalment equivalents indueixen la
mateixa involucié de Rosati.

Amb aquestes notacions, suposem que tenim dues superficies abelianes (A, ¢, £) 1 (4',¢/, L)
amb QM (respecte a (Bp, Op, 9)). Aleshores, un morfisme ¢ : (A, ¢, L) — (A’, ¢/, L) és simplement
un morfisme ¢ : A — A’ entre les superficies abelianes subjacents tal que £ = ¢*(L') i po(B) =

/' (B) o per a tot 8 € Op. Aquesta darrrera condicié es pot reescriure demanant que el diagrama

©
A— A
1(B) l lt’(ﬁ)
©
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commuti per a tot 5 € Op.

Aleshores, el que prova Shimura (vegeu [Shi63|, [Shi6T]) és que Vp és la solucié al problema
de moduli (groller) sobre Q de classificar les classes d’isomorfisme de superficies abelianes (4, ¢, £)
amb QM per (Bp, Op, 0). A més, Shimura va demostrar que la superficie de Riemann Vp admet un
model sobre Q. Es a dir, va construir un model Xp/Q de manera que Vp s’identifica canonicament

amb els punts complexos de Xp, Xp(C) ~ Vp.

Definicié 2.3. Anomenarem corba de Shimura associada a Bp a la corba algebraica definida pel

model Xp/Q construit per Shimura.

Com que hem suposat que Bp és de divisié, Xp és doncs una corba alebraica projectiva.
Encara des d’un punt de vista complex, cal remarcar que Shimura dona també una aplicaci6

d’uniformitzacié per a Xp(C), que ve descrita per:

H — XD((C)

T PT:[(A‘IWLT?‘CT)]

on denotem per [(A;, tr, £;)] la classe d’isomorfisme de la superficie abeliana amb QM (A,, ¢r, L)

donada per

e A, =C?/Op -v; amb v, = (1,1)!,
e 1, : Op — End(A,) l'aplicacié natural,

e L, la polaritzacié feble induida per la forma de Riemann F. definida per
E (x-vr,y-v;) =tr(uzy), peratota,ye Op.

L’aplicacié anterior satisfa que donats 7,7’ € $ qualssevol, aleshores P, = P, si, i només si, 71 7/
s6n equivalents per I'accié de O}, en §. Per tant, I'aplicacié d’uniformitzacié de Shimura realitza
Iisomorfisme Vp = O}, \ $ ~ Xp(C).

Respecte a la interpretacié modular de X p, volem emfatitzar el fet que la polaritzacié feble £ en
la definicié d’una superficie abeliana amb QM queda completament determinada per (Bp, Op, 0).

Concretament, tenim el seglient resultat degut a Milne (vegeu [Mil79]):

Proposicié 2.4 (Milne). Suposem que (Bp,Op, ) és una tripleta com abans, i sigui A una
superficie abeliana equipada amb un monomorfisme d’anells v : Op < End(A). Aleshores, existeix
una Unica polaritzacid feble L en A tal que (A,t, L) és una superficie abeliana amb QM respecte a

(Bp,Op,0).

Per tant, en el que segueix considerarem les superficies abelianes amb QM simplement com
parells (4,¢ : Op < End(A)), i farem esment de la polaritzacié feble £ unicament quan sigui

rellevant.
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Per acabar la seccid, sigu k£ un cos de caracteristica zero, i fixem una clausura algebraica k de
k. Necessitem les segiients definicions per traslladar la interpretacié modular de Xp a l'estudi de

punts k-racionals de X p:

Definicié 2.5. Suposem que (A,1)/k és una superficie abeliana amb QM per (Bp,Op, ). Ales-
hores, el cos de moduli (A,t) és el minim cos k C kea,) C k tal que el parell (A,1) és isomorf a

(A, 1) per a tot o € Gal (lfﬂ/k(A_’L)). En altres paraules, k4 ,) = kT és el cos fix per
H = {0 Gal(k/k):%(A,1) ~ (A1)} C Gal(k/k).

Direm que (A, ) admet un model racional sobre k si existeiz una superficie abeliana (A’,J")/k amb
QM per (Bp, Op, o) tal que (A’ x k,i/ x k) ~ (A,1). En tal cas, direm que k és un cos de definicié
per (A,1).

Clarament, el cos de moduli d'un parell (A, )/k és tnic, i estd contingut en qualsevol cos de
definicié per (A,¢).

Com que Xp esta definida sobre Q i k és un cos de caracteristica zero (k O Q), té sentit
considerar el conjunt Xp(k) de punts k-racionals de Xp. Es a dir, el conjunt de punts de Xp
amb coordenades a k. Per la interpretacié modular de Xp, un punt P € Xp(k) es correspon
amb la classe d’isomorfisme d’una superficie abeliana (4,:)/k amb QM per (Bp,Op,0) i cos de
moduli kp = k(4,,) contingut en k. Aix{ doncs, i més en general, per a qualsevol extensi6 de cossos
k C K C k, tenim que

Xp(K)={Pe€ Xp(k): kp C K}.

En particular, si (4,:)/k admet un model racional sobre K aleshores P = [(4,1)] € Xp(K),
pero el reciproc no és cert en general. El problema d’estudiar I'obstruccié per a una superficie
abeliana (A,¢) amb QM a admetre un model racional sobre el seu cos de moduli va ser estudiat
i resolt per Jordan a |[Jor86)] (vegeu el Teorema al seglient capitol): una superficie abeliana
(A,:) amb QM parametritzada per un punt P € Xp(K) admet un model racional sobre K si, i

només si, K escindeix Bp.

Exemple 2.6. Sigui Bg I’algebra de quaternions racional (indefinida i de divisi6) de discriminant 6.
A. Kurihara va provar que el model canonic de X p sobre Q ve descrit per 'equacié6 aff 224y?+3 = 0.
Directament d’aquesta equacié veiem que (v/—7,2) € Xg(Q(v/=7)). Aix0 implica I'existéncia d'una
superficie abeliana (A, t) amb multiplicacié quaternionica per Bg amb cos de moduli Q(v/—7). Pero,

d’acord amb el resultat de Jordan, aquesta superficie abeliana no pot admetre un model racional

sobre Q(v/—T), ja que Q(+/—7) no escindeix Bg.

2. El grup d’Atkin-Lehner

Un cop definida la corba de Shimura X associada a una algebra de quaternions Bp, aixi com

la seva interpretacié modular, en aquesta seccié presentem un grup d’involucions en Xp que vénen
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definides de manera natural a partir de la construccié de la superficie de Riemann Vp. Sén les
anomenades involucions d’Atkin-Lehner.

Mitjangant la inclusié Bp — Bp ®q R =5 My(R), el grup multiplicatiu B§7+ d’elements
invertibles de norma reduida positiva actua en $) per transformacions de Moebius. I llavors, és
immediat comprovar que 'accié d’un element o € BE’ -, indueix una acci6 en Vp = OL\ 9 si, i

només si, a € N« +((’)b), on
Nps (Ob)={8€ B}, : 3~ Opf = Op)

és el normalitzador de OF, en B .
Es clar que Npgx (OL)) sempre conté els elements de Q* 0L, que indueixen I'automorfisme
D+

trivial en Vp = (’)113 \ 9 de manera que és natural considerar el grup quocient
1 1
NB;)+(OD)/QXOD~

Es un resultat ben conegut que NBE,+ (0L)/Q* 0% ~ (Z/27Z)*", on 2r és el nombre de factors
primers de D (vegeu per exemple [Jor81l Proposition 1.2.4]). Tractant-se d’un 2-grup, els seus
elements s6n doncs involucions de Vp = OL \ $. A més, un sistema complet de representants per
a NB;H(O}D)/QXO}, ve donat per qualsevol conjunt {cg}qp, format per un element ag € Op
de norma reduida d per a cada divisor positiu d de D. Seguint les notacions habituals, si m|D,
denotarem per w,, la involucié de Vp induida per 'accié de qualsevol element a,,, € Op de norma
reduida m en $). Aquestes involucions formen un grup Wp C Aut(Vp). Si m,m/|D, aleshores
es pot comprovar que Wy, * Wi/ = Wmm'/(m,m’)?, 1& qual cosa prova que Wp esta generat per les
involucions wy,, on p recorre els factors primers de D.

L’accié de les involucions w,,, admet una interpretacié modular en termes de superficies abe-
lianes amb QM. Considerem la superficie abeliana (A,¢, L), = (Ar, i, L;), per algun 7 € §.
Aleshores, si la involucié w,, ve representada per un element a,, € Op de norma reduida m,
fent servir la uniformitzacié de Shimura, w,, envia la classe d’isomorfisme P, = [(A,, L£);] a

P, =[(At,L)q,,-]. Ara bé, observem que la multiplicacié per «;,! indueix un isomorfisme
—1
qg: Aamq— = (C2/OD : vamq— = (CQ/ODam *Ur ai) (C2/OD cUr = AT'

A més, és senzill comprovar que aquest isomorfisme satisfa g o 1o, +(8) = tr(a;,!Bam) o g per
a tot B € Op. Més en general, per a a € NBB#(C’)}:)), denotarem per ¢, : Op — End(A) el
monomorfisme donat per 1,(3) = t(a"!Ba). Per la Proposicié per a cada a € NBE,+(0119)
existeix una tnica polaritzacié feble £, tal que (A, ¢4, L,) és una superficie abeliana amb QM. De
fet, es comprova que £, = a*(L) (vegeu |[Jor81l p. 12]).

Per tant, I’accié de les involucions modulars w,, ve descrita de la segiient manera:

Proposicié 2.7. Sigui a,,, € Op un element de norma m, per algun divisor positiu m de D.

Aleshores, si (A,1,L) és una superficie abeliana amb QM i w,, €és la involucid induida per a,,, es
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Wm([(A7 2 ‘C)]) = [(A, Lo O‘:z(£>)]

Mitjancant la interpretacié modular, veiem doncs que el grup Wp actua per involucions en la
corba de Shimura Xp. A més, com que la solucié a un problema de moduli és tinica, resulta que

les involucions w,, € Wp sén racionals:

Definicié 2.8. Wp és el grup d’Atkin-Lehner de Xp, i es té Wp C Autg(Xp). Els elements de

Wp s’anomenen involucions d’Atkin-Lehner.

Seguint la notacié tradicional, sovint identificarem w,, € Wp amb un representant seu en

NB§,+ (0L)N Op de norma m.

Exemple 2.9. A [BEFGRO06|, Table 1] es poden trobar equacions explicites per algunes corbes
de Shimura, i es donen també les involucions d’Atkin-Lehner en termes d’aquestes equacions.
Per exemple, si Xg és la corba de Shimura definida per ’algebra de quaternions racional Bg de

discriminant 6, hem vist a ’Exemple [2.6] que una equacié aff per a Xg és
2 +y*+3=0.

En termes d’aquesta equacid, wa(z,y) = (—z,—y) i ws(z,y) = (x,—y). Per tant, we(z,y) =

we - ws(2,y) = (—2,y).
3. Varietats de Shimura de dimensi6 superior

Per tancar el capitol, volem presentar breument com les corbes de Shimura admeten analegs
en dimensié superior. En aquesta seccié, F' denotara un cos de nombres totalment real de grau
n = [F: Q], i escriurem Rp per denotar el seu anell d’enters.

Considerem una algebra de quaternions B sobre F' totalment indefinida. En particular, tenim
que B®p F, ~ My(F,) per a tota plaga arquimediana v de F' (que es corresponen amb els diferents
n embeddings reals F' <— R de F'). Denotarem el discriminant reduit de B per © = py - - - pa,-, on
els p; sén ideals primers de Ry diferents dos a dos.

Fixem ara una tripleta (O,Z, g), on O és un ordre maximal de B, Z és un ideal per 'esquerra

de O (o millor la seva classe en Picy(O)) i o és una (anti-)involucié positiva en B.

Remarca 2.10. De nou, pel Teorema de Noether-Skolem Theorem, la involucié g és conjugada
de la involucié canonica en B, que denotem per 3 — 3. Per tant, existeix un element p € B* tal
que 3¢ = p~1Bu per a tot B € B. A més, la positivitat de o implica (vegeu [Rot03]) que tr(u) = 0
in(u) € F, de manera que p satisfa una equacié de la forma pu? + 6 =0 per algun § € FY. Com

aquest element u esta determinat llevat de multiplicacié per unitats de F, podem denotar o per

Ou-

Un cop fixada la tripleta (O,Z, o):
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Definicié 2.11. Una varietat abeliana polaritzada amb multiplicacié quaternionica per (O,Z, o)

(o simplement amb QM per O, per abreviar) és una tripleta (A,¢, L) on

e A és una varietat abeliana de dimensié g = 2n,

e 1 : O — End(A) és un monomorfisme d’anells tal que H1(A,Z) ~T com a O-moduls,

e L és una polaritzacid primitiva en A tal que la involucid de Rosati T definida per L en
End’(A) = End(A) ®z Q coincideiz amb o en 1(0), és a dir o(8)t = 1(32) per a tot
BeO.

Amb aquesta definicié, un isomorfisme entre dues varietats abelianes polaritzades (Ay,¢1, £1) 1
(A, 12, Lo) amb QM per O és simplement un isomorfisme ¢ : A; — Ag entre les varietats abelianes
subjacents tal que @ o ¢1(8) = 12(8) o p per a tot S € O i ¢*(La) = L;.

Aleshores, associat a la tripleta (O,Z, o) tenim el problema de moduli sobre Q de classificar les
classes d’isomorfisme de varietats abelianes primitivament polaritzades amb QM per O. Pel treball
de Shimura, el functor corresponent a aquest problema de moduli ve representat (grollerament)
per un esquema quasi-projectiu reduit i irreductible Xp/Q = X0 7,,)/Q sobre Q de dimensi6 n.

A més, si B és de divisié aleshores Xp és una varietat completa (vegeu [Shi63], [Shi67]).

Definici6 2.12. X (o 1 ,) €s la varietat de Shimura definida per la tripleta (O,Z,0). Si (O,Z, o)
és clara pel context o no és rellevant, escriurem simplement Xpg per denotar el seu model sobre Q

donat per Shimura, i direm que €s la varietat de Shimura definida per B.

Remarca 2.13. Quan prenem ’algebra de matrius B ~ My (F), les varietats Xp que obtenim sén
les varietats modulars de Hilbert-Blumenthal classiques. Aquestes no sén completes, pero, com en
el cas 1-dimensional de les corbes modulars, poden construir-se certes compactificacions al preu de
produir noves singularitats (les punzes).

D’altra banda, si B és de divisié, com ja hem dit les varietats Xp sén projectives. Encara
que aixo pugui semblar un avantatge, aquest fet fa que l'estudi de 'aritmetica de Xp sigui sig-
nificativament més complicat que en el cas classic, ja que en el cas de les varietats modulars de

Hilbert-Blumenthal molta informacié aritmetica esta codificada en les punxes.

Com a varietats complexes, les varietats Xpg es poden descriure com a quocients de dominis
simetrics per l'accié de certs subgrups de congruéncia, i pel treball de W. L. Baily i A. Borel
([BB66]), esdevenen varietats algebraiques complexes quasi-projectives. Concretament, la varietat
complexa Xp(C) es pot construir com el quocient de n copies del semipla de Poincaré = {z €
C : 3(z) > 0} per Iaccié discontinua d’un grup discret. De fet, com que B és totalment indefinida,
podem escollir un embedding B — B ®g R ~ My(R)&® . @Mz (R), i el grup O! = {y € O* :
n(y) = 1} d’unitats de norma 1 en O es pot identificar amb la seva imatge I'p C Ma(R)™ per

aquest embedding, que és un subgrup discret de SLo(R)™. Aix{, un element v = (y1,...,v,) € I'p
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actua en el producte cartesia $H™ per transformacions de Moebius:

t
t a1 + bl AnTn + bn a; bz
. T = e , = SLo(R).
V() (clﬁ + dq CnTn +dp ony ¢ di € SLa(R)
Aleshores,

Des d’aquest punt de vista analitic, també es pot veure que el quocient I'g \ ™ és compacte
quan B és de divisi6 (vegeu [Kat92, Theorem 5.4.1], [BHC62]).
Per ser Xp una soluci6 a anterior problema de moduli, els punts complexos de Xg (o, equi-

valentment, les I'g-orbites de ™) admeten la segiient interpretacio:
Xp(C) = {(A,,L£)/C varietat abeliana amb QM per O} ,~.
De nou, aquesta interpretacié de moduli admet una aplicacié d’uniformitzacié
H" — Xp(C)
T=(11,...,7) +— [(Ar,tr,L;)],

per a la descripcié de la qual referim el lector a [Rot03].

Per al cas del conjunt Xp(K), on K/Q és un cos de nombres, la interpretacié en termes de
moduli és analoga a la que hem exposat anteriorment en el cas de corbes de Shimura. Recordem
que en aquesta interpretacié juguen un paper fonamental els conceptes de cos de moduli i cos de
definicié d’una varietat abeliana amb QM, que es generalitzen sense dificultat per a aquest cas a

partir de la Definicié

Pel que fa a la generalitzacié del grup d’Atkin-Lehner al cas de varietats de Shimura de
dimensié superior, referim el lector interessat a [Rot04], on s’estudien certs morfismes naturals de
varietats de Shimura a varietats modulars de Hilbert-Blumenthal i espais de moduli de varietats
abelianes polaritzades. L’estudi d’aquests morfismes, que consisteixen en ‘oblidar’ la multiplicacio
quaternionica, donen lloc a una interpretacié modular del quocient d’una varietat de Shimura per

certs subgrups del grup d’involucions d’Atkin-Lehner.



CAPITOL 3

Els treballs de Jordan i Skorobogatov

Aquest capitol esta dedicat a exposar els treballs de Jordan [Jor86] i Skorobogatov [Sko05]
sobre l'existéncia de punts racionals sobre cossos quadratics imaginaris en corbes de Shimura. Els
resultats principals per a 'objectiu d’aquest treball sén el Teorema [3.5]i el Teorema [3.25

De cara als capitols posteriors, els subgrups canonics de torsié introduits en la segona seccid,
aixi com els caracters d’isogenia associats, jugaran un paper fonamental. També seran dos ingre-
dients essencials el recobridor de Shimura Zp, — Xp associat a un factor primer p de D i el
Xp-torsor f, : Yp , = Xp introduit per Skorobogatov, que es presenten en les seccions tercera i

quarta, respectivament.

1. Punts racionals en corbes de Shimura

Sigui Bp una algebra de quaternions racional i indefinida de discriminant reduit D, i denotem
per Xp = Xp/Q el model canonic sobre Q de la corba de Shimura definida per una tripleta
previament fixada (Bp, Op, g), com en el capitol anterior. Per a l’estudi dels punts racionals en
la corba X sobre certs cossos, és de gran importancia el segiient resultat classic degut a Shimura

(vegeu [Shi75| Theorem 0)):

Teorema 3.1 (Shimura). Si l’dlgebra de quaternions racional i indefinida Bp és de divisid, ales-

hores la corba de Shimura Xp no té punts reals. Esa dir, si D > 1 aleshores Xp(R) = 0.

De fet, Shimura prova aquest resultat també per varietats de Shimura de dimensié superior.
Com a conseqiiencia d’aquest teorema, tenim que Xp no té punts K-racionals per a cap cos de
nombres K totalment real. En particular, Xp(Q) = 0.

Jordan va estudiar a [Jor86] el problema d’identificar els cossos de nombres K tals que
Xp(K) = 0, amb especial interes en el cas dels cossos quadratics imaginaris (el segiient pas

després del Teorema [3.1]). En altres paraules, Jordan cercava una descripcié del conjunt

Bp algebra de quaternions racional,
D =< (Bp,K) | indefinida i de divisid,
K cos de nombres, Xp(K) =0

Aquest és clarament un problema sobre laritmetica de les corbes de Shimura, estretament
relacionat amb lestudi del principi local-global (o principi de Hasse) en aquestes corbes. De fet,

37
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un subconjunt obvi de D és

existeix una placa v de K tal que
Diocat =< (Bp,K) €D | Xp(K,) =0, on K, és la compleci6

de K respecte a v

El Teorema [3.1] juntament amb els resultats de Jordan i Livné a [JL85] (vegeu també [Jor86]
Theorem 0]) per al cas no arquimedia determinen el conjunt Digcal, de manera que Jordan centra
el seu estudi en el conjunt Dgiobal = D \ Digcal, que es pot considerar com una mesura de l’error
del principi de Hasse en Xp.

Com ja hem indicat abans, la nocié de cos de moduli juga un paper important en 'estudi dels
punts racionals en X p. Concretament, si k és un cos de caracteristica zero i P € Xp(k), aleshores
podem representar P per un parell (A,:)/k tal que el seu cos de moduli kp esta contingut en
k, perd que no necessariament admet un model racional sobre k. En aquesta direccid, un dels
principals resultats en [Jor86] és la segiient caracteritzacié de quan una superficie abeliana amb

multiplicacié quaternionica admet un model racional sobre el seu cos de moduli:

Teorema 3.2 (Jordan). Sigui k un cos de caracteristica zero, i (A, 1) una superficie abliana amb
QM parametritzada per un punt P € Xp(k), de manera que el cos de moduli kp de (A, 1) estd

contingut en k. Aleshores, (A,1) admet un model racional sobre k si, i només si, k escindeiz Bp.

La necessitat de la condicié pot explicar-se de manera breu: si (A’,:') és un model racional
sobre k per (A,¢), aleshores I'accié de End(A) ®z Q en l’espai de 1-formes holomorfes déna lloc
a un embedding Bp — End(H°(A’, Q}k)) ~ Ms(k), i per tant k escindeix Bp. Per al reciproc,
Jordan utilitza la descomposicié de I’espai cotangent HO(A7Q},€) induida pel fet que k escindeix
Bp, i un resultat classic de Shimura (vegeu [Jor86l §1]).

Un cop el Teorema queda establert, el problema de decidir si un parell donat (Bp, K)
pertany a D es converteix en un problema sobre ’aritmetica de les superficies abelianes amb QM

per Bp. A més, del mateix Teorema [3.2] sorgeixen dos casos clarament diferenciats per tractar:

(1) K escindeix Bp,
(2) K no escindeix Bp.

En el segon cas, (Bp, K) ¢ D si, i només si, existeix una superficie abeliana amb QM (A, ¢)
amb cos de moduli contingut en K, perd que no admet un model racional sobre K. Suposem doncs
que K no escindeix Bp. Seguint 'argument en [Jor86, p. 93], usant el Teoremai els resultats
de Jordan i Livné [JL85] resulta que llavors (Bp, K) € Digcal, llevat que o bé D = 2p amb p =1
mod 4 0 bé D = 2q; - - - g2,—1 per alguns primers g; satisfent ¢; =3 mod 4,1 <1i < 2r—1. D’acord
amb la terminologia introduida per Jordan, direm que (Bp, K) és un parell excepcional si K no
escindeix Bp 1 (Bp,K) ¢ Diocai. Fins ara, aquests parells semblen haver estat inaccessibles en

la literatura existent. Tanmateix, el resultat principal que presentem en aquest treball permet
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produir exemples de parells excepcionals (vegeu Teorema . Cal remarcar que aquells parells
excepcionals (Bp, K) per als quals Xp(K) = () sén contraexemples al principi de Hasse sobre K.

Pel que fa al primer cas, (Bp,K) ¢ D si, i només si, existeix una superficie abeliana amb
QM (A, ) definida sobre K. L’estrategia seguida per Jordan en aquest cas consisteix en donar
condicions necessaries per a 'existéncia de superficies abelianes amb QM definides sobre el cos K.
Aleshores, sempre que es pugui provar la impossibilitat de satisfer aquestes condicions se seguira
que Xp(K) = 0, assumint que K escindeix Bp. En aquesta direccid, el segiient resultat va ser

provat en [Jor86]:

Teorema 3.3 (Jordan). Si K és un cos quadratic imaginari amb nombre de classes més gran que
1, aleshores només existeiz un nombre finit d’algebres de quaternions racionals i indefinides Bp

(llevat d’isomorfisme) tals que K escindeiz Bp i Xp(K) # (.

Remarca 3.4. Per un resultat de Shimura, el cas de nombre de classes 1 és més senzill: si K és

un cos quadratic imaginari amb nombre de classes 1 i K escindeix Bp, aleshores Xp(K) # 0.

Per a la prova del Teorema |3.3] un dels punts clau és entendre els subgrups canonics de torsio
C, d’'una superficie abeliana amb QM (A,:) associats als factors primers p de D, aixi com els
caracters d’isogenia corresponents. Aquests objectes ja van ser introduits en la tesi de Jordan
([Jor81]), i algunes de les seves propietats s’estableixen usant la teoria de superficies abelianes
amb QM sobre cossos finits i sobre cossos locals (vegeu les seccions 2 i 3 de [Jor86]). A partir
d’aquestes propietats, Jordan prova que la funcié L d’una superficie abeliana amb QM satisfa certes
congruéncies que condueixen finalment a la prova del Teorema [3.3] Val la pena esmentar també
que la prova d’aquest resultat deguda a Jordan fou inspirada en el valués treball de B. Mazur en
[MazT78].

Hi ha una altra aplicacié del treball de Jordan que mostra explicitament com 'aritmetica de
Bp pot decidir si Xp(K) és buit o no, que és en la que estem més interessats en aquest treball.
Usant les notacions de [Sko05], per a un nombre primer ¢, sigui P(q) el conjunt finit de tots els
factors primers dels enters no nuls en el conjunt {a,a + ¢,a & 2q,a? — 3q2}|a|§2q. Per exemple,
tenim P(2) = {2,3,5,7,11}. D’altra banda, si ¢ # 2, definim B(¢) com el conjunt d’algebres de
quaternions racionals i indefinides que no sén escindides per Q(v/—¢), i definim també B(2) com el
conjunt d’algebres de quaternions racionals i indefinides que no sén escindides ni per Q(y/—2) ni
per Q(v/—1). Finalment, definim C(g) C B(q) com el conjunt d’algebres en B(q) amb discriminant
reduit divisible per algun primer p € P(q), i observem que B(q)\C(q) és finit. Aleshores, el seglient
resultat és [Jor86l Theorem 6.3]:

Teorema 3.5 (Jordan). Sigui ¢ un nombre primer. Si K és un cos quadratic imaginari en el qual

q ramifica i Bp € C(q) és escindida per K, aleshores Xp(K) = 0.

Exemple 3.6. Considerem l’algebra de quaternions racional Bsg de discriminant 39. D’una banda,

es té que ni Q(v/—1) ni Q(v/—2) escindeixen Bsg, i d’altra banda Q(1/—13) escindeix Bsg. Per



40 3. ELS TREBALLS DE JORDAN I SKOROBOGATOV

tant, aplicant el Teorema per a ¢ = 2, obtenim que X39(Q(+/—13)) = 0. De fet, es pot provar
que (Bsg, Q(v/—13)) € Dgiobal, de manera que X3g és un contraexemple al principi de Hasse sobre

Q(v—13).
2. Subgrups canonics de torsié

Ara introduirem els anomenats subgrups canonics de torsid d'una superficie abeliana amb QM
parametritzada per la corba de Shimura Xp definida per una tripleta fixada (Bp,Op, @) com
abans. Assumirem doncs que ’algebra de quaternions racional i indefinida Bp és de divisid, és a
dir, D = disc(B) > 1. El material que presentem en aquesta seccié és essencialment una revisié
de [Jor81l Chapter 4, §3]. Al llarg de la seccid, (A,:) denotara una superficie abeliana amb QM
definida sobre un cos k de carcteristica zero parametrizada per Xp. Recordem que, en particular,
t:Op <= Endg(A).

Per tal d’entendre els subgrups de torsié de A, és important entendre primer els subgrups A[/]
de /-torsié de A per a un primer qualsevol £. En aquesta direccid, tenim el seglient resultat degut

a Morita i que apareix a [Oht64]:

Proposicié 3.7 (Morita). Per a qualsevol primer ¢, el modul de Tate £-adic Ty(A) de A és lliure
de rang 1 sobre Op ¢ = Op®zZ¢. A més, el commutador de Op ¢ en End(Ty(A)) és una subalgebra

de My(Zy¢) isomorfa a Op ®gz Zy.
Usarem especialment la segiient conseqiiéncia:
Corol-lari 3.8. Per a qualsevol primer £, A[{] és lliure de rang 1 sobre Op/Op.

Ara fixem un nombre primer p. Aleshores, recordem que Bp ), = Bp ®g Q, és o bé isomorfa a
I'inica algebra de quaternions de divisié sobre Q,, que denotem per Hl,, o bé isomorfa a 1’algebra
de matrius M2(Q)), depenent de si p divideix D o no, respectivament. Si L,/Q, denota l'inica
extensié quadratica no ramificada de Q, i o € Gal(L,/Q,) és 'automorfisme no trivial, H, pot

considerar-se com a subalgebra de My(L,) mitjangant la segiient descripcié:

a b
H, ~ ta,be Ly p € My(Ly).
p°b  ‘a
I amb aquesta presentacié, I"inic ordre maximal de H, es correspon amb

a b
ta,b e RLP ,
p°b  ‘a
on Ry, és I'anell d’enters de L,. Aquesta dicotomia es trasllada a I'estructura de Op /pOp:

(i) Sipt D, aleshores Op/pOp ~ My(F)).
(i) Si p|D, aleshores

b
Op/pOp =~ ca,beFpe p C© My(Fp2).
0 aP
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A més, aquestes remarques ens permeten donar una descripcié explicita dels ideals de la Fj-algebra

OD/pOD:

Proposicié 3.9. Sigui p un nombre primer.

(i) Si p 1 D, aleshores la Fy-algebra Op/pOp té exactament p + 1 ideals no trivials per

l’esquerra, que venen donats per

a 1 ) 1 0
My (F,) , pera €T, i Ma(F,)
a 1 10

(ii) Sip|D, aleshores la Fp-algebra Op /pOp té exactament un ideal no trivial per U'esquerra,

que ve donat per

a b
:bGsz - :aJ)GIsz EOD/pOD.
0 0 0 a?
La prova d’aquests enunciats és un exercici senzill en termes de matrius. Ara, I'observacié
clau és que els ideals no trivials per I’esquerra de la Fp-algebra Op /pOp estan en bijeccié amb els

Op-submoduls propis no trivials de A[p], ja que A[p] és un modul lliure de rang 1 sobre Op/pOp.

Aixi, la proposicié anterior es pot traduir en termes de moduls i submoduls:

Corol-lari 3.10. Sigui p un nombre primer i (A, 1) una superficie abeliana amb QM.
(i) Sipt D, aleshores Alp] té exactament p+ 1 Op-submdduls propis no trivials.

(ii) Sip|D, aleshores Alp| té exactament un Op-submodul propi no trivial.

Definicié 3.11. Per a un primer p diwvidint D, el subgrup canonic de torsié de (A, ) en p és linic

Op-submodul propi no trivial de Alp], i es denota per C,. El seu ordre és p*.

En general, per a qualsevol divisor d|D existeix un tinic Op-submoddul propi no trivial Cy de

A[d], que té ordre d2. Es Ianomenat subgrup canonic de torsié de (A, 1) d’ordre reduit d.

Proposicié 3.12. Si la superficie abeliana amb QM (A, 1) estd definida sobre k i Cy és el seu
subgrup canonic de torsid d’ordre reduit d, on d és qualsevol divisor de D, aleshores Cy és racional

sobre k.

DEMOSTRACIO. Més en general, si ¢ € Autp(A[d]) aleshores ¢(Cy) C Ald] és un Op-submodul
propi no trivial d’ordre d?. Per la unicitat, ha de ser ¢(Cy) = Cy. En particular, aixo és cert per

a qualsevol ¢ € Im(Gal (k/k) — Aute(A[d])), d’on se segueix I'enunciat. O

Remarca 3.13. Per a un primer p dividint D i una superficie abeliana amb QM (A, ¢), la cons-
truccié del subgrup canonic de torsié C), C Alp] es pot realitzar des d’una altra perspectiva, tal
i com es fa a [Sko05|]. Per [Vig80l p. 86], existeix un unic ideal bilateral I(p) C Op de norma

reduida p, que consisteix exactament en els elements de Op de norma reduida divisible per p.
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Aleshores podem considerar el nucli de 1'acci6 de I(p) en A via ¢
AlI(p)] =ker(I(p): A= A)= (| ker(B: A= A)={zcA:B-2=0Y8€I(p)},
pel(p)

que és un Op-submodul de Afp] canonicament isomorf a O/I(p) ~ F,2. Per tant, per la unicitat

de C,, és té que C, = A[I(p)].

Passem ara a definir els caracters d’isogenia, per als quals necessitem 'accié de Galois en els
subgrups de torsié A[p]. D’ara en endavant, fixem el primer p dividint D.

La primera observacié és que es poden considerar diferents estructures en el subgrup A[p] de
p-torsié a I'hora de treballar amb accié de Galois. En primer lloc, A[p] és un O/pO-modul lliure

de rang 1. D’altra banda, a partir de la descripcié
a b
O/pO ~ ca,beFpe p C My(F,2)
0 a”
podem definir un monomorfisme de F,-algebres
7 sz — O/pO
a 0

0 aP

a

que déna a Afp] una estructura de Fj2-espai vectorial. Per tltim, noti’s que Afp] també té una

estructura natural de [Fp-espai vectorial. Aleshores, les inclusions
F, < Fp2 <5 O/pO
condueixen a inclusions naturals
Auto (Alp]) = Autp , (A[p]) — Autg, (Alp]).

Ara, com que I'accié de Gal (k/k) en A[p] commuta amb l'accié de O/pQ, resulta que commuta

també amb ’accié de )2, de manera que tenim el segiient diagrama commutatiu:

Aut]p ) GL4( )
/ T
_ T

Gal (]g/k) -~ - Auty 2 ) ~ GLQ(]FP2)

Autp, (Alp]) ~ (Op/pOp)*
Els dos primers isomorfismes se segueixen del fet que A[p] és un espai vectorial sobre ), (resp. F2)
de dimensi6 4 (resp. 2). D’altra banda, l'isomorfisme Auto(Afp]) ~ (O/pO)* es pot construir
facilment. De fet, com que A[p] és lliure de rang 1 sobre O/pQO, podem escollir z € A[p] tal que
Alp] = O/pO - z. Llavors, per a tot f € Auto(A[p]) existeix un my € (O/pO)* (univocament

determinat) tal que f(x) = myx, i llavors I’assignacié f — my estableix 'isomorfisme desitjat.
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Sigui ara o € Gal (k/k), i suposem que

a b
(o) = € (0/p0)*
0 a?
Aleshores, tenim
u v u v a b u v
7(0o) ‘x| = . x  per a tot € O/pO.
0 wP 0 wP 0 a? 0 wP

Per tal de descriure la representacié 1', observem primer que podem escollir com a F,2-base per a

Alp] el parell

0 1
x, z
0 0
Llavors, podem escriure
a b
T(o)xr = x =i(a)x + i(b) x,
0 a? 0 0
01 0 1 a b . 0 1
7(0o) r = x = i(aP) T.
0 0 0 0 0 aP 0 0

D’aqui se segueix que, en la base escollida, la representacié T és de la forma

(a(A,L),p)p 0

* Q(A,),p

per algun caracter aa,,), : Gal (k/ k)—>IB‘;2. Finalment, observem que aquest caracter ca,,)p

ens déna I’accié del grup de Galois Gal (k/k) en
OD €,

que és un Op-submoddul propi no trivial de A[p], i per tant coincideix amb el subgrup canonic de

torsié C), associat al primer p, que és racional sobre k.

Definici6 3.14. El caracter a4, : Gal (l?:/k)—)]szz ~ Autp(C)p) és el caracter d’isogénia en p

associat a la superficie abeliana amb QM (A, ).

Pel que fa a la representacié T, la discussié anterior mostra que el polinomi caracteristic de

T(o) € Autg, (A[p]), per a qualsevol o € Gal (k/k), ve donat per

[(X = agap (@)X = (a(a(0)")].
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3. Recobridor de Shimura de Xp associat a un factor primer p de D

Com abans, sigui Bp una algebra de quaternions racional i indefinida de discriminant reduit
D > 1, i considerem la corba de Shimura X associada a la tria d’una tripleta (Bp,Op, ¢). Tan-
mateix, en aquesta seccié ens interessara considerar Xp com a superficie de Riemann. Recordem
que pel fet que D > 1, Xp és compacta.

El primer objectiu d’aquesta secci6 és descriure breument la construccié de 'anomenat reco-
bridor de Shimura de X p associat a un primer p dividint D, que sera un recobridor étale ciclic de
Xp. En general, per a una superficie de Riemann X, els recobridors étale ciclics de X d’ordre n
estan en bijeccié amb els subgrups ciclics d’ordre n de H*(X,Q/Z) = Hom(71(X),Q/Z) (cohomo-
logia singular), on 71 (X) denota el grup fonamental de X. El lector interessat pot trobar detalls
d’aquest fet a [Jor81l Chapter 5, §1].

Suposem ara que p és un factor primer de D, sigui L, I'inica extensié quadratica no ramificada

de Qy, i denotem per o I'automorfisme no trivial en Gal (L,/Q),). Llavors, fixem un isomorfisme
x

b:0p©Z, = Y ) aye Ry b CMy(Ry),

Py x

on Ry, és lanell denters de Ly, i posem PO}, := Op/{£1}, on O}, és el subgrup d’unitats de

norma 1 en OF.
Definicié 3.15. El caracter Nebentypus de Op en p és el caracter
5; :0p ® Zp—>Fp2

definit usant l’isomorfisme ¥ per la condicio

. z Yy
e,(7) =z modpeF, si P(y)= o amb x,y € Rr,,.
ry "x

El caracter Nebentypus de PO}, en p és llavors el cardacter
gp: (O® Zp)x/{il}—>1[?;2/{il}
induit per e,.
Notem que podem considerar el caracter €, també com a caracter PO}, — IE‘; J{x1}.

Remarca 3.16. El caracter Nebentypus ¢}, de Op en p depen de I'eleccié de I'isomorfisme 1, pero

el parell {¢),eb} no depen de 1.

Sigui ara & C PO}, el subgrup generat pels elements el-liptics (per a I'accié de PO} en §), i
denotem per 7, : IF;2 — F;z /{=£1} la projecci6 natural. Com que tot subgrup del grup multiplicatiu
FP, =~ Z/(p* — 1)Z és ciclic, 7, (g,(E)) C F,, ha de ser ciclic. El segiient resultat ens diu que
el seu ordre depén només de l'aritmetica de Bp. Concretament, depen de si els cossos quadratics

imaginaris Q(v/—1) i Q(/—3) escindeixen Bp o no.
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Proposicié 3.17. Amb les notacions anteriors,

iz si Q(v/—=1) i Q(+/=3) escindeizen Bp,

pe  si Q(v/=3) escindeiz Bp pero Q(v/—1) no,
pa 51 Q(V=1) escindeiz Bp pero Q(v=3) no,
po  sini Q(v/—1) ni Q(v/=3) escindeizen Bp,

on hem posat i, = l‘r(F;z) ={Ce IF;2 =1

DEMOSTRACIO. L’enunciat se segueix de 'observacié que la traca reduida d’un element el-liptic
és-1,001, d’acord a la caracteritzaci6 estandard dels elements el-liptics de PSLy(R) (vegeu [Jor81],

Proposition 5.1.3]). O

Si per a un cos quadratic K posem

(BD) 1 si K escindeix Bp,
K 0 si K no escindeix Bp,

aleshores és immediat comprovar que 'ordre e(p, D) = |m, ' (g,(£))| de 7, ! (¢,(€)) ve donat per la

segiient expressio:

2 (1 +2 (Q(%))) (1 + (Q(%))) sip>3,

e(p, D) = 2(1+(ﬁ)) sip=3,
1+2(Q(3g3)) sip=2.

Notem que per a p # 2 Uenter e(p, D) és sempre parell. T com que per a p = 2 el subgrup
{x1} C IF;Z esdevé simplement el subgrup trivial {1}, podem considerar la projeccié natural
F25/{£1} = B2/ pte(p,p) = Z/n(p, D)Z, on n(p, D) = (p? — 1)/e(p, D). Finalment, la composicié

del caracter Nebentypus de POL en p amb aquesta projeccié ens porta a la segiient definicié:

Definicié 3.18. EI caracter Nebentypus reduit de POL en p, que denotarem per ,, es defineiz

com el caracter que fa commutatiu el segiient diagrama:

POY, — > T /{£1)

>

Z/n(p, D)Z

Ara, observem que per la Proposicié tots els elements en €,(&) C ]F;:z/{:lzl} provenen de
Pe(p,D) © IF;, de manera que el caracter Nebentypus reduit £, de PO}, en p és trivial en € i el
podem considerar com a caracter en PO}, /€.

Per 1ltim, necessitem un lema tecnic per arribar a obtenir el recobridor desitjat, la prova del

qual es deixa per al lector interessat:

Lema 3.19. POL/E és un quocient de w1 (Xp).
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Per tant, podem considerar el caracter Nebentypus reduit com
&p : m(X)—Z/n(p, D)Z,

és a dir, com a un element de H! (7 (Xp),Z/n(p, D)Z) d’ordre n(p, D). Aleshores, per la bijecci6

esmentada al principi de la seccié, a €, li correspon un recobridor ciclic étale
ZD’p —)XD
d’ordre n(p, D) de la corba de Shimura Xp.

Definicié 3.20. El recobridor Zp ,—Xp d’ordre n(p, D) és el recobridor de Shimura en p de la

corba de Shimura Xp.

El recobridor de Shimura Zp ;, = Xp en p admet una interpretacié modular, que mostra la seva
estreta relacié amb els subgrups canonics de torsié en p de les superficies abelianes parametritzades
per Xp. Considerem el caracter Nebentypus ¢, : PO}, — IF;Q, i denotem el seu nucli per I'p(p) C
PO},. Aleshores, Xp, := I'p(p) \ $ és un recobridor ciclic de Galois de Xp (cf. [Sij10, p. 91])
amb grup d’automorfismes Aut(Xp,,/Xp) = F,/{£1} ~ Z/%Z.

Aquest subgrup I'p(p) esta estretament relacionat amb l'ideal bilateral I(p). De fet, si I, (p) C
O}, és lantiimatge de I'p(p) per la projeccié natural O}, — POL, | aleshores I'y,(p) consisteix en
els elements de O} que s6n congruents amb 1 modul I(p).

En termes de moduli per a superficies abelianes amb QM, recordem que Xp parametritza
parells (A, : Op < End(A)), i que cadascuna d’aquestes superficies abelianes té associat un
subgrup canonic de torsié Cy, en p. Aleshores, el recobridor de Galois X p ;, és solucié del problema
de moduli sobre Q de classificar les classes d’isomorfisme de tripletes (A, ¢, z,), on (A,¢) és una
superficie abeliana amb QM parametritzada per Xp i z), € C, és un generador del subgrup canonic
de torsi6 C), de (A, ) com a Op-modul. Aqui, un isomorfisme de tripletes (4, ¢, ;) S (ALY, ) és
un isomorfisme (4,1) = (A’,1) que envia z, a x;,. Llavors, el recobridor de Shimura Zp , — Xp

en p és el subrecobridor étale maximal de Xp de Xp , — Xp (vegeu [Jor81l p. 110]).

4. L’aportacié de Skorobogatov

Recentment ([Sko05]), Skorobogatov va adonar-se que aplicant técniques de descens a un
subrecobridor adequat del recobridor de Shimura Zp , — Xp associat a un factor primer p de D,
el Teorema de Jordan podia ser interpretat en termes de descens. De fet, va concloure que si
K és un cos quadratic imaginari, aleshores sota les mateixes hipotesis que en el Teorema [3.5] no
solament X p(K) és buit, siné que de fet el conjunt de Brauer Xp(Ag)B" és buit. En particular,
els contraexemples al principi de Hasse que sorgeixen del resultat de Jordan (i.e. aquells en els
quals es té Xp(Ag) # 0) queden explicats per 'obstruccié de Brauer-Manin.

Com ja hem explicat, el treball de Jordan en I'estudi de punts globals sobre cossos quadratics

imaginaris en corbes de Shimura es basa fortament en la interpretacié modular, i explota les
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propietats dels subgrups canonics de torsié de les superficies abelianes amb QM i els seus caracters
d’isogenia.

La idea principal d’Skorobogatov passa per considerar el recobridor de Shimura Zp , = Xp
associat a un factor primer p de D vist en la seccié anterior, aixi com la seva interpretacié modular
induida per la interpretacié del recobridor de Galois Xp , = Xp. Recordem que Aut(Xp ,/Xp) >~

e/ {£1} ~ Z/#Z i que Aut(Zp,,/Xp) ~ Z/f;%, on e(p, D) és un enter que depén de
Paritmetica de Bp. De fet, els tnics valors possibles de e(p, D) sén 1,2, 3,4,6,12. Aix{, com que
per a p > 5 tenim que 12 divideix p> — 1 = (p + 1)(p — 1), podem definir Yp , com el quocient
de Xp p, per 'accié del grup Z/6Z, vist com a subgrup de Aut(Xp,/Xp) ~ Z/%Z. De fet,
definint Y , d’aquesta manera, tenim que Yp , és sempre un subrecobridor de Zp , = Xp, i per

tant és étale. En resum, tenim una torre de recobridors
XD,p — ZD,p — YD,p — XD-

En termes de descens (vegeu [Sko05| Corollary 1.2]):

Corol-lari 3.21. Per ap>5, Yp, és un Xp-torsor per al grup IF;;Q ~ Z/ping.

Sigui k un cos de caracteristica zero, fixem k una clausura algebraica de k i sigui Q € Xp(k)
un punt k-racional de Xp. Per especialitzacié del torsor f, : Yp, — Xp en @ tenim associat al
punt Q un caracter ¢q : Gal (k/k) — ]F;z,12 mitjancant el qual el grup de Galois Gal (k/k) actua
en la fibra de Yp , =+ Xp en Q.

La traduccié del punt de vista modular del treball de Jordan al llenguatge del descens es llegeix
en aquests caracters de Galois. Recordem que si (A, ¢) és una superficie abeliana amb QM definida
sobre k, ja hem vist que l’eleccié d’un isomorfisme de C, = Op/I(p) amb F,> defineix un caracter
QA Gal (k/k) — F;z provinent de l'accié de Galois en el subgrup canonic de torsié C,, és
a dir, el caracter d’isogenia. La relacié entre els caracters d’isogenia i els caracters obtinguts per

especialitzacié del torsor f, : Yp, — Xp és la segiient:

Lema 3.22. Sigui k un cos de caracteristica zero que escindeix Bp, i sigui Q € Xp(k). Si(A,1) és

una superficie abeliana amb QM definida sobre k i parametritzada per Q, aleshores aa Dp = Q.

DEMOSTRACIO. Vegeu [Sko05, Lemma 2.1]. O

Suposem ara que K és un cos quadratic imaginari. Usant el llenguatge i les eines de la teoria
del descens, Skorobogatov porta alguns dels resultats de Jordan en |[Jor86] un pas més enlla, en
el sentit que amb les mateixes hipotesis que usa Jordan en els seus resultats, aconsegueix provar
que no tan sols Xp(K) és buit, siné que de fet Xp(Ax)B" = ). Aquesta diferéncia implica, com
ja hem dit, que els contraexemples al principi de Hasse que sorgeixen del treball de Jordan queden
explicats per 'obstruccié de Brauer-Manin.

Aix{ dones, per exemple, adaptant el Teorema 6.1 de [Jor86| Skorobogatov prova el segiient:
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Teorema 3.23 (Skorobogatov). Sigui Bp una dlgebra de quaternions racional i indefinida, ra-
mificada en un primer p > 11, p = 3 mod 4, ¢ sigui Xp la corba de Shimura definida per Bp.
Suposem que Bp és escindida per un cos quadratic imaginari K en el qual p és inert, i sigui p
Uunic primer de K sobre p. Suposem també que no existeir cap homomorfisme exhaustiu del grup
de classes generalitzat de K respecte al modul p en el producte del grup de classes Clg de K amb

Z/%Z. Aleshores Xp(Ax )BT = 0.

L’argument principal darrera de les demostracions en [Sko05| que s’afegeix a les idees de
Jordan es pot descriure com segueix. Suposem que K és un cos de nombres i que Q € Xp(K) és
un punt K-racional en la corba de Shimura Xp. El torsor f, : Yp , —+ Xp per al grup G = F;zlz
és un torsor per a un grup de tipus multiplicatiu. L’aplicacié d’avaluacié induida per aquest
torsor associa al punt Q la classe ¢g € H'(K, G) del K-torsor per G corresponent a la seva fibra.
Analogament, donada una successié de punts K,-racionals {Q,}, en Xp (on v recorre les places
de K), obtenim de la mateixa manera elements ¢g, € H'(K,,G). Els caracters ¢g, sén de fet
caracters de Gal (K,/K,) en G. Aleshores, es considera el segiient diagrama commutatiu donat
pel torsor f:

Xp(K) < Xp(Ak)
3 \
HY(K,G) — T[,HY(K,,G)

En altres paraules, si existeix un punt racional global @ € Xp(K), aleshores la familia de
caracters locals {¢q,}, € [[, H'(K,,G) determinada per @ consisteix en les restriccions d’un
caracter global en H! (K, G) a cadascun dels subgrups Gal (K, /K,) C Gal (K/K).

Aixi, per tal de provar que hi ha una obstruccié de Brauer-Manin a l’existéncia de punts
racionals en Xp, 'argument clau es redueix al segiient: cal provar que no existeix cap familia de
caracters locals {¢g, }, definida per una successié de punts locals @, € Xp(K,) que prové de
la restriccié d'un caracter global de Gal (K/K). Si s’aconsegueix provar aquest fet, aleshores el
subconjunt de descens Xp(Ax)/» C Xp(Ak) associat al torsor f, és buit. Finalment, aplicant
el teorema principal de la teoria del descens de Colliot-Thélene i Sansuc (vegeu [Sko01l Theorem

6.1.2]) se segueix que de fet Xp(Ax)B = 0.

Exemple 3.24. Un dels exemples tractats per Skorobogatov en [Sko05|] és el de la corba de
Shimura Xs3.197 definida per ’algebra de quaternions Bss.197 de discriminant 23 - 107, considerada
també en [RSY05]. La corba Xs3.1097 té génere 193, i calculs basats en els resultats en [JL85]
mostren que Xo3.107 té punts racionals sobre totes les complecions de Q(y/—23), pero resulta que
X23.107(Q(v/=23)) = 0, de manera que Xa3.107 és un contraexemple al principi de Hasse sobre
Q(v~-23).

Per tal d’aplicar el Teorema anterior per a p = 107, es té que

1)~ 7,/47. x 7./81Z x 7./53Z

(
lo(v=m) =
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i Clg(,/=23) ~ Z/3Z, de manera que

1072 — 1

Z
/ 12

Z x Cloy=g3) = L/2 x 7,/9Z x T./53Z x L/3L.

Aleshores, és senzill comprovar que les hipotesis del teorema se satisfan, de manera que el conjunt
de Brauer X23.107(AQ( \/f%))Br és buit i aquest contraexemple al principi de Hasse queda explicat

per lobstruccié de Brauer-Manin.

L’altre resultat principal presentat en [Sko05] (vegeu [Sko05], Theorem 3.1]) porta el Teorema
[B:5 un pas més enlla, en la mateixa direccié que l'anterior resultat. Amb les notacions prévies al

Teorema

Teorema 3.25 (Skorobogatov). Sigui ¢ un nombre primer. Si K un cos quadratic imaginari en

el qual q ramifica i Bp € C(q) és escindida per K, aleshores Xp(Ag)B" = 0.

Exemple 3.26. Com a aplicacié d’aquest teorema, Skorobogatov recupera ’exemple donat per
I'algebra Bag i el cos quadratic imaginari Q(v/—13) de ’'Exemple La corba de Shimura corres-
ponent X3g té punts localment arreu sobre Q(v/—13), i per a aquest cas particular es va comprovar
a [SS03] que X39(AQ( \/Tg))Br = (), pero usant una equacié conjectural per a X3¢ deguda a Kuri-
hara. Aplicant el teorema anterior amb ¢ = 2 s’obté aquest fet de manera incondicional.
Tanmateix, val la pena esmentar que la corba definida per ’equacié conjecturada per Kurihara

per a X3g és realment isomorfa a la corba de Shimura X3g, gracies al treball de Molina en [Mol10].






CAPITOL 4

Representacions de Galois sobre el cos de moduli

Com hem vist en l'exposicié dels treballs de Jordan i Skorobogatov, l'estudi dels punts K-
racionals d’una corba de Shimura X p, amb K un cos quadratic imaginari se simplifica notablement
sota la hipotesi que K escindeix ’algebra de quaternions Bp. Sense aquesta hipotesi, les superficies
abelianes parametritzades per punts en Xp(K) poden no admetre un model racional sobre K.
Per superar aquesta dificultat, en aquest capitol proposem considerar certes representacions de
Gal (K /K) associades a punts K-racionals de X p, independentment de si les superficies abelianes
parametritzades per aquests punts admeten un model racional sobre K o no.

Cal remarcar que en aquest capitol ens emmarquem primer en un context forca general, doncs
les idees s’hi apliquen sense gaire dificultat afegida. Tanmateix, al final del capitol particularit-
zarem per al cas que ens ocupa, el de les corbes de Shimura, i veurem algunes propietats de les

representacions que introduim, que ens permetran provar el Teorema |5.1

1. Representacions de Galois associades a varietats abelianes

Sigui k un cos de caracteristica zero, fixem una clausura algebraica k de k, i sigui Gj, =
Gal (k/k) el grup de Galois absolut de k. Per una extensié de cossos K/k entendrem sempre un
subcés K de k contenint k.

Sigui A una varietat abeliana polaritzada de dimensié g definida sobre un cos K/k. Si no és
rellevant, no farem explicita la polaritzacié de A. Sigui p un nombre primer, i considerem ’accié
del grup de Galois Gx = Gal(k/K) en A(k). Aquesta acci6 indueix al seu torn una accié de
Gk = Gal(k/K) en el modul de Tate p-adic V,(A) = T,(A) ®z, Q, de A, que déna lloc a la

representacié de Galois usual
04 =04p:Gr — Aut(V,(A4)) ~ GL2y(Qy).

Ometrem el primer p en la notacié quan aquest sigui clar pel context.

Ara sigui R una Z-algebra finita i suposem que A admet un monomorfisme de Z-algebres
i: R — End(A4). Aqui, com que A esta definida sobre K, End(A) = Endg (A). Aleshores, definim
la Q-algebra Cr(A) com el commutador de R ®7 Q en End”(A) := End(A) @z Q via 4, és a dir,

Cr(A) :={p € End°(A) : poi(r) =i(r) o ¢ per a tot r € R}.

Similarment, com que els elements de R també actuen com endomorfismes en T,,(A), definim

la Z,-algebra Cr(T,(A)) com el commutador de R ®z Z, en End(T,(A)), és a dir,

Cr(Tp(A)) :={p € End(T,(A)) : ¢ o i(r) = i(r) o ¢ per a tot r € R}.

51
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Observem que Cr(A) ®g Q, és una Q,-subalgebra de Cr(T,(A)) ®z, Qp. Aleshores, definim

Gp = Cr(T,(A)* 1 Gp:=(Cr(T,(A)/pCr(T,(A)))";

els grups d’elements invertibles en Cr(T,(A)) i Cr(T,(A))/pCr(T,(A)), respectivament.
Ara, com que l'accié de Gk en el modul de Tate T,,(A) de A commuta amb 'accié de R via

i: R — End(A), tenim associada al parell (A, ) una representacié de Galois
0(Ai) = 0Ay)p : Gk — Gp.
La reduccié de g(4,5) modul p es correspon a la representacié de Galois donada per I'accié de
Gk en el subgrup de p-torsié Afp] = T,,(A)/pT,(A) de A, que denotem per
O(a) = 0ayp : G — Gy
2. Representacions de Galois associades a punts en varietats de Shimura

Siguin k i k com abans, i sigui R una Z-algebra finita. Sigui X una varietat de Shimura para-
metritzant classes d’isomorfisme de certs parells (A7), on A és una varietat abeliana polaritzada i

i : R — End(A) és un monomorfisme de Z-algebres, de manera que un punt P € X (k) es correspon

a la classe de k-isomorfisme
P =[(A,i)] = {(A,i")/k : existeix un isomorfisme de parells (A’,i') ~ (A,4)}
d’una varietat abeliana polaritzada (A, i)/k amb multiplicacié per R.

Definicié 4.1. Diem que el parell (A,4)/k admet un model racional sobre un cos K/k si existeix
un parell (A’,i') definit sobre K i un isomorfisme de parells (A’ x k,i' x k) ~ (A,i). En tal
cas, es div que K és un cos de definicié de (A,4). D’altra banda, el cos de moduli kp = k(4
de (A,i) és la minima extensid de cossos k'/k tal que per a tot s € Gy existeix un isomorfisme

fs (A1) — (4,49).
Clarament, el cos de moduli de (A4, ) és tnic, i esta contingut en tot cos de definicié de (A, 7).
Aleshores, per a qualsevol extensié de cossos K/k, el conjunt X (K) de punts K-racionals de X és
X(K)={PecX(k):kp CK}.

En particular, notem que si (4,7) admet un model racional sobre K aleshores P = [(4,1)]
pertany a X (K). Tanmateix, el reciproc és fals en general.
Sigui ara P = [(A, )], i suposem sense perdua de generalitat que kp = k (si kp 2 k, substituim

k per kp). Al llarg de la seccid, farem la segiient hipotesi:
Hipotesi 4.2. Cr(A) és un cos, i les uniques arrels de la unitat que conté sén +1.

En el que segueix, denotarem per Aut(A, ) el grup d’automorfismes del parell (A, ), on recor-

dem que A és una varietat abeliana polaritzada.
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Lema 4.3. Si se satisfa la Hipotesi[{.3, Aut(A,i) = {£1}.

DEMOSTRACIO. A partir de les definicions, Cr(A) = End’(A4,i), de manera que Aut(A4,1)
esta contingut en el grup multiplicatiu Cr(A)* d’elements invertibles en Cr(A). Perd, com que
el grup d’automorfismes d’una varietat abeliana polaritzada és finit (vegeu [Mil86, Proposition

17.5]), se segueix que els elements de Aut(A,7) sén arrels de la unitat en Cr(A). Sota la Hipotesi

deduim que Aut(A4,q) = {£1}. O

De la definicié de cos de moduli, podem associar al punt P un 2-cocicle ¢p : G x G, — {£1}

com segueix: escollim una col-lecci6é d’isomorfismes f = {f; : (A,47)) — (4,7)}seq, 1 definim
cp(s,t) = fo - 5fe - fo € Aut(A,i) = {£1}, per atot s,t € G}.

Lema 4.4. La classe de cohomologia [cp] € H?(Gy,{%1}) definida pel 2-cocicle cp no depén de

l’eleccio de f.

DEMOSTRACIO. Suposem que f = {fs: (4,i) = (4,1)}seq, 1 £ ={f]:(4,71) = (4,1) }sec,
sén dues col-leccions diferents d’isomorfismes, i siguin cp i ¢p els respectius cocicles definits com

abans. Llavors, per a cada s € G, As := f.- f71 és un automorfisme de (4,4), d'on \y = £1, i

S

podem escriure f, = As - f5. Aleshores:
CIP(Sat) =(As - fo) Ao fe) - (Nt fst)71 =As " A¢- /\;lcla(s,t),

de manera que cp i ¢p difereixen per una covora, i per tant defincixem la mateixa classe de

cohomologia en H?(Gy, {£1}). O

El seglient lema és conseqiiencia d’un resultat conegut degut a Weil (vegeu [Wei56, Theorem

3)):

Lema 4.5. Un cos K/k és un cos de definicid per a (A,1) si, i només si, la restriccié cp x de cp

a Gk esdevé trivial en H?(G g, {£1}).

Sigui Oy el conjunt de classes d’isomorfisme d’algebres de quaternions sobre k, i sigui Bp € Ok
I'algebra de quaternions sobre k corresponent a [cp] € H?(Gk,{£1}) per I'isomorfisme classic
H2(Gk,{+1}) ~ Qi donat per la teoria de cossos de classes. En termes de Bp, el lema anterior
ens diu que un cos K és un cos de definicié per a (A, i) si, i només si, Bp ®; K ~ My(K). Es a

dir, si i només si K escindeix Bp.

Corol-lari 4.6. FEzisteizen infinites extensions quadratiques K/k que sén un cos de definicid per

a (A,7). Concretament, aquelles que escindeizen Bp.

En general, és dificil calcular la classe del cocicle cp i ’algebra de quaternions Bp. Tanmateix,

aixd ha estat possible en alguns casos: vegeu el Teorema [1.9]
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Finalment, estem en condicions de construir representacions de Gy associades al punt P €
X (k). Primer, escollim una col-leccié arbitraria d’isomorfismes f = {fs : 5(A,i)) = (A,i)}seq,, 1
definim

op =opp: Gy, — G,/{£1}

mitjancant la regla
(4) z € Ty(A) — op(s)(z) = fs(*r), s€Gyg.

Similarment, definim
op = 0pp : G — Gp/{=1}.

Degut al segiient resultat, el paper de f és irrellevant:
Lema 4.7. pop és un homomorfisme de grups independent de l’eleccio de f.

DEMOSTRACIO. Observem primer que per a s,t € G i x € T,(A) tenim

op(st)(x) = fo("2) = cp(s, ) T (fs (%)) = cp(s,) " (ep(s)(ep(t)(2))),

de manera que pp(st) = op(s)-op(t), ja que cp(s,t) = £1. En conseqiiencia, op : Gy, — G,/{*1}
és un homomorfisme de grups.

Ara siguin £ = {f; : (A4,1) = (A,9)}seq, 1 £ = {f. : (4,1) = (A,4)}scq, dues col-leccions
diferents d’isomorfismes. Com abans, definim laplicacié A : G — Aut(A,i) = {£1} per s —
As == fL- f71. Llavors,

opp(s) e —  fi(%),
As-ope(s)ix — flof7 f(r) = fl().

Aixd prova que gps = opg, ja que A pren valors en {£1}. De fet, per a qualsevol col-lecci6
f com abans i qualsevol aplicacié A : Gy, — {£1}, fi := A5 - fs defineix una segona col-leccié f’

d’isomorfismes satisfent la relacié anterior. O

Remarca 4.8. En vistes del Lema si (A, i) estd definida sobre K/k, podem escollir f; = id
per a tot s € Gxg C Gy. Aleshores, les restriccions de pop 1 op a Gk clarament coincideixen amb

la reducci6 modul +1 de g(4,4) 1 0(a,s), respectivament.

2.1. El cas de les corbes de Shimura. Sigui ara Bp una algebra de quaternions racional
i indefinida, de discriminant reduit D > 1, fixem un ordre maximal Op en Bp i considerem la
corba de Shimura Xp associada.

Sigui k un cos de caracteristica zero, i sigui P € Xp(k) un punt k-racional en Xp. Per la
interpretacié de moduli de Xp, P es correspon amb la classe d’isomorfisme d'un parell (A4,:)/k,
on A és una superficie abeliana i ¢ : Op < End(A) és un monomorfisme d’anells, i tal que el seu

cos de moduli és k. Per tant, existeix una col-leccié d’isomorfismes £ = {f; : 5(A,:) = (A, ¢)}secy.,
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és a dir, per a cada s € G, tenim un isomorfisme f; : A — A de superficies abelianes tal que el

diagrama
fs
(5) A ——= A
Sl(B)l ib(ﬁ)
fs
A—— A

commuta per a tot 8 € Op. Aquest és el cas, per exemple, quan el parell (A4,:) admet un model
(Ag, tx) racional sobre k.

L’obstruccié per a les superficies abelianes parametritzades per Xp a admetre un model ra-
cional sobre el seu cos de moduli va ser estudiada per Jordan en [Jor86], com hem citat en el
Teorema Amb el llenguatge que acabem d’introduir, podem reenunciar el resultat de Jordan

com segueix:

Teorema 4.9 (Jordan). Sigui k un cos de caracteristica zero. Per a qualsevol punt P € Xp(k),

es té Bp = Bp ® k.

Observem que la condicié perque un parell (A, ) representant P € Xp(k) admeti un model
racional sobre k depen només de 'aritmetica de I'algebra Bp, i no del punt P.

Ens centrem ara en el cas d'un cos quadratic imaginari K/Q. Sigui v una plaga de K sobre
un primer racional ¢, i sigui P, € Xp(K,) un punt K,-racional. Escollim una extensié quadratica
K'’/Q escindint Bp, i denotem per v’ una plaga de K’ sobre ¢. En particular, L,, := K, - K/,
escindeix Bp (denotem per w 'inica extensié de la valoracié ¢-adica en Q; a K, - K,). Aleshores,
pel Teorema existeix un parell (A, t,) definit sobre L,, tal que P, = [(A4,ty)].

D’altra banda, fixem un primer p dividint D. Com abans, tenim associada al parell (A4,,t,)

una representacié de Galois

QAun) = QAu)p F L, — Auto, (Ty(Ay)) ~ (Op®@22p)™ C Autp, (Th(Ay)) ~ (Bp@oQp) ™,

induida per l'accié del grup de Galois G, en el modul de Tate p-adic V,(A,) = T(Ay) @z, Qp
de A,, on lisomorfisme Auto,, (T,(A,)) ~ (Op @z Z,)* se segueix de [Oht64]. Notem que en la
notacié anterior, Auto, (T,(A4y)) = Co, (Tp(A,))*. La reduccié modul p d’aquesta representacié

és doncs la representacio

O(Ayin) = O(Ayyin)p t GL, — Auto, (Au[p]) = (Op/pOp)™ C Auty , (Ay[p]) =~ GLa(F)2)

que sorgeix de P'accié de Galois en el subgrup de p-torsié A, [p].

Finalment, considerem el subgrup canonic de torsié C), C A,[p] de A, en el primer p, considerat
com a Op-modul, que fou introduit a [Jor81]. Recordem que Cp, = A,[I(p)] ~ Op/I(p) ~ F,2, on
I(p) és I'inic Op-ideal bilateral de norma reduida p ([Vig80, p. 86]). En particular, Auto, (Cp) ~

F;z, i per la unicitat C, és racional sobre L,,. Per tant, podem associar al parell (4,,t,) la
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representacié de Galois induida per 'accié de G, en Cj,, que denotem per

w

a(A'uvL'u) = a(AvaLv)ap : GLw — AutoD (Cp) = FZZZ

Aquest és I'anomenat cardcter (canonic) d’isogénia en p. Noti’s que podem considerar a4, ,,,)
com a caracter en GY* = Gal (L4’/L,), on L& és la clausura abeliana de L, en L. Aquest
caracter esta estretament relacionat amb la representacié de Galois ¢(4,,,,). De fet, tal i com ja

hem vist al capitol anterior:

Proposicié 4.10. Amb les notacions anteriors:

(a) Emisteir una Fy2-base de A,[p] respecte a la qual

_ (A 00))? 0
0(Ayy) =
* Q(Ay,ty)

I per a qualsevol o € G, , el polinomi caracteristic de o(a,,,\(0) € Auty,(Ay[p]) ve

w?

donat per
(T = aga, ) (@ONT = aga, ) (@)

(b) Sip# ¢, aleshores ,Qav ') és no ramificada. En particular, aav 1) és no ramificat.

DEMOSTRACIO. L’afirmacié en (a) és [Jor81l Proposition 4.3.10], i (b) se segueix de [Jor86l,
§3]. O

A més, com en [Jor86l Proposition 4.6], tenim el segiient:

Lema 4.11. Sigui Xp : Gk, — Aut(u,) ~ F) la reduccic modul p del caracter p-ciclotomic.

Aleshores, Nsz/IFp O QA1) = Xp|Gr,, -

De cara a poder treballar amb representacions de Galois associades al punt P,, el segiient lema

és essencial:

Lema 4.12. Si A, no té multiplicacid compleza per Q(v/—1) ni per Q(v/—3), aleshores se satisfa
la Hipétesi per al parell (Ay,Ly).

DEMOSTRACIO. Suposem primer que A, no té multiplicacié complexa per cap cos quadratic
imaginari. Llavors, ¢, : Op — End(A,) és un isomorfisme, i el commutador Cp, (4,) de Op®;Q ~
Bp en EndO(AU) ~ Bp és Q, ja que Bp és central. Per tant, en aquest cas se satisfa clarament la
Hipotesi

D’altra banda, suposem que A, té multiplicacié complexa per un cos quadratic imaginari M/Q,
de manera que End’(A,) ~ My(M). Aleshores, el commutador Co,,(A,) de Op @7 Q ~ Bp en
EndO(Av) ~ My (M) conté clarament M, i per dimensions ha de ser exactament M (vegeu [Pie82]
Theorem 12.7]). Com que els tinics cossos quadratics imaginaris amb arrels de la unitat no trivials
son Q(v—1) i Q(/—3), se segueix que si M # Q(v/—1),Q(v/—3) se satsifa la Hipotesi iel

lema queda provat. O
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D’ara en endavant, suposarem que A, no té multiplicacié complexa per Q(v/—1) ni per
Q(v/—3). Per tant, associades al punt P, € Xp(K,) parametritzant el parell (4,,t,) tenim

representacions de Galois

op, : Gr, — Auto, (Tp(Ay))/{+1} € GL4(Z,) /{+1}

op, : G, — Auto, (Ay[p])/{£1} € GLa(F)2)/{£1}

que estenen 'accié de Galois en T},(A,) i A, [p], respectivament. Pel mateix meétode, podem associar

també a P, una representacié de Galois
ap, 1 Gr, — Auto, (Cp)/{£1} = F /{£1}

a partir de I'accié de Galois en el subgrup canonic de torsié C,. Per la Remarca[d.8] les restriccions

, . T AR _
d’aquestes representacions a Gz, € G, coincideixen amb la reduccié modul &1 de 94, ,,), 0(a,,..)
1 aa,,.,), respectivament.

Tenint en compte aixo, de la Proposicio se segueix de manera immedata el segiient:
Corol-lari 4.13. Sip # ¢, ozllpzv €s no ramificat.

Escriurem op, : Gk, — Auto, (T(4y)) i ép, : Gk, — F, per als aixecaments de op, i ap,
associats a la tria de f per . Aquests aixecaments no sén homomorfismes en general, pero és
facil comprovar que per a qualsevol o € G, es té op,(02) = £op,(0)?, ap,(0?) = +ap, (o)

Tot i que podem considerar avp, com a caracter en G‘}fy7 aixo no és cert per a l’aixecament ap,,
que no és ni tan sols homomorfisme. Tanmateix, observem que per a qualsevol o € G, , ap, (c)?
depén només de la imatge o’ € G‘I‘(Z’U de o per 'aplicacié natural de pas al quocient. En efecte,
sigui @ € F); tal que ap,(0) = ap,(0') = a mod £1 € F, /{*1}. Llavors ap,(0) = +a € F3, i

2

ap,(0)? =a? € IFZQ depén només de ¢’. Clarament, el mateix és cert si canviem 2 per un enter

parell qualsevol.

Usant el fet que ap,|g, coincideix amb a(a, ,,), €l Lema implica que
NJsz/JFp(&PUIGLw (o)) = XplGy., (o), peratotoeGyp,.
Com que L,, té com a molt grau 2 sobre K,, podem escriure
NF,,z/le(dPu\GLw (02)) = Xp|Gvr,, (02) = Xp(0)27 per a tot 0 € Gk, .
I, usant que ap,|q, (0?) = +ap,(0)? per a tot o € G, , obtenim
(6) NFPQ/]FP(&pU (0)%) = xp(0)?, peratot o€ G, .

Finalment, com en el treball d’Skorobogatov, el caracter ap, : Gk, — ]F;;/ {£1} també esta
estretament relacionat amb el caracter ¢p, : Gx, — ]F;:«z12 obtingut per especialitzacié del torsor

fo:Ypp = Xp en el punt P,. Com en el Lema per la interpretacié modular del torsor f,
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tenim ara que ¢p, |G, = aam )" I aquesta relacié es pot traduir facilment a una relacié entre

¢pv i ap,:
Lema 4.14. Per a qualsevol o € G, ap,(0)** = ¢p,(0)%. En termes de ap,, tenim

apv(0'>12 = (]5pv(0') mod £1, Vo € GKU'

DEMOSTRACIO. Com que la restriccié de ap, a Gp, coincideix amb Q(A,,0,), tenim que

(ap, 6., )" = Op,|G,, - Per tant, si o0 € Gk, aleshores

ap,(0)** = (xap, (o) = (ap,ic,, (@) = dp,c,, (0°) = ¢p,(0)%
d’on se segueix l’enunciat. a

Per dltim, usant també el Corol-lari es dedueix que:

Corol-lari 4.15. Sip # £, aleshores d)?;v és mo ramificat.



CAPITOL 5

Punts en corbes de Shimura racionals sobre cossos

quadratics imaginaris

Finalment, en aquest capitol presentem el resultat principal d’aquest treball, el Teorema [5.1
a la prova del qual dediquem la primera seccié. Els arguments en la demostracié d’aquest resultat
sén similars als emprats en [Sko05], pero fent servir les representacions de Galois introduides en
el capitol anterior.

En la segona secci6 del capitol exposem algunes conseqiiencies del Teorema [5.1] que permeten
produir exemples de parells excepcionals (Bp, K) tals que Xp és un contraexemple al principi de

Hasse sobre K. La Taula recull alguns d’aquests exemples.

1. El resultat principal

En aquesta seccié presentem i provem el resultat principal d’aquest treball, que déna condicions
suficients explicites per tal que el conjunt de punts K-racionals Xp(K), per a K un cos quadratic
imaginari, sigui buit. De fet, el Teorema que provem a continuacié prova un fet lleugerament
més feble, ja que déna condicions suficients perqué Xp(K) contingui només punts CM. Es diu
que un punt P € Xp(K) és un punt CM si les superficies abelianes (A, ¢) parametritzades per P
admeten CM per algun cos quadratic imaginari (cf. Teorema. Tanmateix, en el Corol-lari
veiem que afegint petites hipotesis es pot afirmar que realment Xp(K) és buit.

De manera similar al Teorema necessitem definir un conjunt de primers excepcionals
associat a un nombre primer donat. Aixi, si ¢ és un nombre primer, definim Pj(q) com el conjunt
(finit) de tots els factors primers dels enters no nuls en el conjunt

U{a2 — sq,a* —4a®q + ¢},

s,a
on la unié és sobre s = 0,1,2,3,4 i els enters a tals que |a| < 2¢. Per a g # 2, definim també B (q)
com el conjunt d’algebres de quaternions racionals i indefinides que no sén escindides per Q(/—q).
D’altra banda, definim B;(2) com el conjunt d’algebres de quaternions racionals i indefinides que
no sén escindides ni per Q(v/—2) ni per Q(v/—1). Aleshores, el resultat principal d’aquest treball

és el segiient:

Teorema 5.1. Sigui K un cos quadratic imaginari en el qual un primer q ramifica. Si Bp € B1(q)
és tal que D és divisible per un primerp & Pi(q), p > 5, i p no descomposa en K, aleshores Xp(K)

conté només punts CM.

59
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DEMOSTRACIO. Sigui p € P(q), p > 5, un factor primer de D tal que p no descomposa en K,
i sigui p 1"inic primer de K sobre p. Sigui també K’/Q una extensié quadratica escindint I’algebra
de quaternions Bp, i tal que el primer g no és inert en K'. Si D = py - - - po,., 'existéncia d’una tal
extensié K’ es redueix a l’existéncia d’un discriminant quadratic d tal que (i) #£1,i=1,...,2r
i (%) # —1. Pel Teorema de Cebotarev, entre els d primers hi ha infinites possibles tries.

Suposem que P € Xp(K) és un punt sense multiplicacié complexa per Q(v/—1) ni per Q(v/—3).
Per la interpretacié modular de X p, podem escollir una superficie abeliana (4, :)/K amb multipli-
caci6 quaternionica per Op i amb cos de moduli K parametritzada per P. Mitjangant I’embedding
diagonal Xp(K) — Xp(Ak), el punt P defineix una successié de punts locals {P,}, € Xp(Ag).
Per a cadascun d’aquests punts, diguem P, € Xp(K,), podem escollir la mateixa superficie abeli-
ana (A, () representant P,. Per claredat, pero, la denotarem per (A,,t,). Notem que (A,,t,) no
té multiplicacié complexa per Q(v/—1) ni per Q(v/—3).

El caracter global ¢ : Gx — F;<212 obtingut per especialitzacié del torsor f, en el punt P
restringeix a cadascun dels caracters locals ¢p, associats a cada punt P, en Gk,. Per tant, pel
Corol-lari tenim que ¢? és no ramificat fora de p. Per a cada placa no arquimediana v de K,
sobre algun primer racional ¢, escollim una placa v’ de K’ sobre £, de manera que (A,, t,) admet
un model racional sobre L,, := K, - K|, (denotem per w Iinica extensié de v a K, - K/,), aix{
que suposarem que esta definida sobre L,,. Aleshores, la restriccié de ¢p, a G, coincideix amb
la representaci6é de Galois aam%).

D’altra banda, sigui q I"inic primer de K sobre ¢, i sigui 04 € G, un element de Frobenius en
q, i.e. un element induint I'automorfisme de Frobenius Fr, € Gal (F,/F,) per reduccié. Afirmem
primer que dap, (07)** = ¢**, i comencem provant aquest fet.

La teoria de cossos de classes global ens déna una successié exacta

H U,—G%— Clg —0,

on U, és el grup d’unitats de l'anell d’enters de K, i U, — G‘}(b ve definida per I'aplicaci6 local
d’Artin w,. L’idele en [ ], U, que té per components 1/¢, excepte la posicié q, on posem 72 /q, amb
7 un uniformitzador en ¢, té per imatge Froba, el quadrat d'un element de Frobenius Frob, € G%
en . Llavors, 05 . Frobq_2 pertany al subgrup d’inercia I, C Gk, i, com que ¢? és no ramificat

fora de p, obtenim que ¢? (aﬁ) = ¢ (Frobﬁ). Pero ara observem que

¢*(0q) = ¢, (03) = ap, (0)**

6 (Frob?) = 6%, (wy(g™1)) = ap, (wy(g™1)*,

de manera que per provar la nostra afirmacié hem de provar que dap, (wy(g™1))?* = ¢**. Tenim

dos casos per tractar:



1. EL RESULTAT PRINCIPAL 61

(a) p ésinert en K. En aquest cas, el grup d’unitats U, és una extensié de F;z per un grup
pro-p. Aleshores, I'homomorfisme ap, ow, : U, — I{}b — ]F;Q/{:Izl} ha de ser trivial en la
pro-p-part, de manera que ap, ow, factoritza per un homomorfisme s : IF‘;2 — F;g J{£1}.
Siac€ IF;2 és un generador del grup ciclic IF;Z, aleshores la classe [a] de a en ]F;z/ {1}
és un generador de ]F:z /{=£1}, i per tant 'homomorfisme p ve determinat per un enter ¢
(unfvocament determinat modul (p? — 1)/2) tal que u(a) = [a] ~©.

Llavors, si denotem per 4 € IF;Z la reduccié modul p de u € Uy, tenim ap, (wp(u)) =

p(@) = [a]~¢. En particular, ap, (wp(u)) = £a~°. D’altra banda, aplicant [Ser72, Prop.
3, 8] tenim que x,(wy(u)) = Ng , /¥, (@)~! per a tot u € Uy. Per tant, usant (6],

Ne , /i, (@p, (wp(1))?) = xp(wp(w))? = Ng , je, (@)% = @ 2PT) € F),
i també tenim

Neo /5, (@, (10p(1)?) = N e, (7%) = %0+ € B

D’aqui es dedueix que 2c¢ = 2 mod p — 1. En conseqiiéncia, ap, (wy (g1))** = ¢** com

voliem.

(b) p ramifica en K. Ara, U, és una extensié de F)* per un grup pro-p, i per tant tenim
que ’homomorfisme ap, 0w, : U, — I7" — IFZ:Q /{£1} factoritza per un homomorfisme
por Fy— ]F;Q/{:Izl}. Llavors, la imatge ap, (wy(Uyp)) ha d’estar continguda en 1inic
subgrup ciclic d’ordre p — 1 de F ), /{£1}. En particular, per a tot u € Uy, ap, (wp (u))?
pertany a F¥/{£1} C F),/{£1}, que és I"inic subgrup d’ordre (p —1)/2 de F5 /{=1}.

Aixi, si denotem de nou per 4 € F la reduccié de v modul p, existeix un enter c,

2:[ —c

univocament determinat modul (p —1)/2 tal que ap, (wp(u)) @7, on [&] denota la

classe de @ en F /{£1}. En particular, ap, (wp(u))* = £a"°.

-2

Ara, [Ser72, Prop. 3, 8] implica que x,(wy(u)) = Ng,/r, (@)% = %1, de manera

que aplicant @ s’obté
N, /w, (@p, (wp(1))?) = xp(wp (w))? = @
Pero observem ara que
N, (@p, (wp(u)?) = (£a~°)* = a*
]Fpg /Fp Py p )
ja que ap, (wp(u))? € F. Per tant, c =2 mod p — 1, es dedueix que
ap, (wp(q™1))* = (ap, (wp(¢™1))*)'™ = ¢** € Fy,
i afirmacié queda provada també en aquest cas.

Ara, com que ¢ no és inert en K, si ¢’ és un primer de K’ sobre g, el cos residual de Ky,
és Fy. En conseqiiencia, també el cos residual de Ly = K - Kl;, és Fy. Llavors, com que Aq/Lq
té bona reduccié potencial, seguint la construccié de Serre i Tate en [ST68) p. 498] s’obté una

superficie abeliana /Iq definida sobre I, i tal que 1’algebra de quaternions Bp C EndOLq (Aq) admet
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un embedding en Endg-q (Ag). A més, o4 € G, i la seva acci6 en els moduls de Tate Tp(Aq) i
T,(Aq) coincideix.

Com en |[Jor86 §5], la traca de g(4,,.,)(0q) és la reduccié modul p d'un enter aqn, |aqgn| <
2¢"/?, tal que

Qq,n mod p= Tr]FpQ/]FP (a(Aq,Lq)(o-;L)) = a(Aq)Lq)(o-zll) + qna(Aq’Lq)(Ug)_l

En particular,
ag mod p = aq2 mod p = a(Aq,Lq)(oﬁ) + qQa(Aquq)(oi)_l.

Com que a4, ,,) = dpquLD ioq € GL,, usant I'afirmacié que hem provat abans podem escriure
ag mod p = ap,(07) + ¢*ap, (0g) " = q(C+ ¢,

& o2 . . .
on( = % és una arrel 24-ena de la unitat. Calculant els possibles valors de ¢(¢+(¢ 1) obtenim

que o bé ag; mod p = 0 o bé p divideix
aq = q,ai —2¢%, aﬁ —3¢%, aq = 2q, o aﬁ — 4a,3q + 42
Com que |aq| < 2¢, la hipotesi p ¢ P(q) implica que de fet

aq = 0,%+q,+V2q,£V3¢, +2¢, o +q\/2¢+ V3.

Pero, com que a4 és un enter, les tiniques possibilitats sén aq = 0,+q, o £2¢. Ara, si £ és una arrel
48-ena de la unitat tal que €2 = ¢, la traca del polinomi caracteristic de 0(Aq.iq) (0q) és la reduccié
modul p d'un enter by = aq,; de valor absolut com a molt 2,/g satisfent by mod p = /(& +&71).
Aplicant la teoria de Honda-Tate per a la classificacié de I’algebra d’endomorfismes d’una superficie
amb multiplicacié quaternionica definida sobre un cos finit (vegeu [Jor86l Theorem 2.1]), s’obté
la segiient llista de possibilitats:

aq =0, ¢ = 2: llavors Q(v/—1) escindeix Bp;

aq = q = 3: llavors Q(v/—3) escindeix Bp;

aq = —2q: llavors Q(y/—¢q) escindeix Bp.
En tots els casos, obtenim una contradiccié amb la hipotesi Bp € Bi(g), 1 per tant el resultat

queda provat. O

De la mateixa prova, se segueix de fet que per a un parell (Bp, K) satisfent les hipotesis del
Teorema Xp(K) conté només punts amb CM per Q(v/—1) o per Q(v/—3). Aixi, per tal de
donar condicions suficients perqué X p(K) = ) basta estudiar els conjunts X p(K) N CM(Q(v/-1))
i Xp(K)NCM(Q(v/~1)). Aqui, per a un cos quadratic imaginari L, CM(L) denota la unié dels
conjunts CM(R) C Xp(Q), on R recorre els ordres quadratics en L.

El problema sobre 'existencia de punts amb CM en corbes de Shimura, aixi com la caracterit-
zacio dels seus cossos de definicid, ha estat resolt, i es té una caracteritzacié explicita de quan una

corba de Shimura té punts amb CM racionals sobre un cos de nombres donat. Usant els resultats

de [GRO6, §5], per exemple, és facil deduir el segiient corol-lari al Teorema
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Corol-lari 5.2. Suposem que el parell (Bp, K) satisfa les hipotesis del Teorema .

(i) Si K # Q(v/—1),Q(v/=3), aleshores Xp(K) = (.
(ii) Si K = Q(v/—1) i existeiz un primer £ =1 mod 4 dividint D, aleshores X p(K)
(iil) Si K = Q(v/—3) 4 existeiz un primer £ =1 mod 3 dividint D, aleshores Xp(K)

0.
0

Notem que, si K # Q(v/—1),Q(v/—3), les mateixes hipdtesis del Teorema [5.1]ja impliquen que
Xp(K)=10.Tenel casen que K = Q(v/—1) o K = Q(v/=3), la hipotesi que cal afegir per tal que
Xp(K) =0 és una condici6 ben senzilla i explicita.

D’aquesta manera, com que les hipotesis d’aquest resultat sén explicites i calculables, podem
produir parells (Bp, K) tals que K és deficient per Xp, és a dir, tal que Xp(K) = 0. De fet,
usant el treball de Jordan i Livné en [JL85] podem donar condicions suficients explicites perque
Xp sigui un contraexemple al principi de Hasse sobre K. En la segiient seccié analitzem aquest

fet.

2. El principi de Hasse i els parells excepcionals

El fet que diferencia el Teorema [5.1] del Teorema [3.5] i que fa que sigui rellevant i novedds,
és que ens permet produir parells excepcionals (Bp, K). Seguint la terminologia de [Jor86], un
parell (Bp, K) format per una algebra de quaternions racional i indefinida Bp i un cos quadratic
imaginari K és excepcional si Xp(K,) # () per a tota plaga v de K i K no escindeix Bp.

Per a aquests parells, la dificultat en I'estudi dels punts K-racionals en Xp rau en el fet que
les superficies abelianes (A, ¢) amb QM per Bp parametritzades per punts en X p(K) no admeten
un model racional sobre K. Es per aixo que els resultats de Jordan no s’apliquen en aquests
casos. En canvi, la nostra aproximacié fent servir les representacions de Galois associades a punts
en corbes de Shimura introduides en el capitol anterior ens permet estendre les idees de Jordan i
Skorobogatov per donar condicions suficients per tal que Xp(K) sigui buit.

Després dels resultats presentats en la seccié anterior, si (Bp, K) és un parell excepcional
satisfent les hipotesis del Corol-lari|5.2] en particular s’obté que X p és un contraexemple al principi
de Hasse sobre K. En tal cas direm que el parell (excepcional) (Bp, K) viola el principi de Hasse.

Dit d’una altra manera, si (Bp, K) és un parell satisfent les hipotesis del Corol-lari per
al qual K no escindeix Bp, aleshores comprovar que (Bp, K) és un parell excepcional violant el
principi de Hasse es redueix a provar que Xp(K,) és no buit per a tota placa v de K. Fent servir
els resultats de Jordan i Livné [JL85|] sobre punts locals en corbes de Shimura, aquesta darrera
condicié pot comprovar-se computacionalment. Recordem primer algunes notacions introduides a
[JL85].

Per a un ordre R en un cos quadratic imaginari K’, escriurem

S(R) = g Il a-3y,
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on h(R) és el nombre de classes de R, i per a un primer racional g,

{R} 1 si g | cond(R),
q (KTI) altrament.

Notem que S(R) # 0 si, i només si, el conductor de R és primer amb D i K’ escindeix Bp.

Aleshores, definim

(D)= 5 3 YS(R),

s€Z R
s2<4l
on R recorre el conjunt d’ordres en cossos quadratics imaginaris K’ tals que R conté les arrels de
22+ sx+ /.
El segiient corol-lari simplement afegeix a les hipotesis del Corol-lari [5.2]les condicions que se

segueixen del treball de Jordan i Livné per tal que Xp tingui punts localment arreu sobre K:

Corol-lari 5.3. Sigui g = g(Xp) el génere de Xp. Sota les hipotesis del Coml~lam' suposem
també que se satisfan les segiients condicions:
(i) Z¢(D) # 0 per a tot primer £ < 4g%, £1 D, £ no inert en K.
(ii) Per a tot primer £ | D ramificant en K, o bé Q(v/—{) escindeiz Bp o bé £ =2 i Q(v/—1)
escindeix Bp.
(iii) Per a tot primer £ | D que descomposi en K, 0 bé D =20 amb £ =1 mod 4, o0 bé £ =2
1D =2q1- - qor_1 amb primers ¢; =3 mod 4 que no descomposen en K.

Aleshores Xp €s un contraexemple al principi de Hasse sobre K.

DEMOSTRACIO. L’enunciat se segueix directament del treball en [JL85|, junt amb el fet que

Xp(Qy) # 0 per a tot primer £ > 4¢%, per la fita de Weil. |

En la Taula a la pagina segiient recollim alguns exemples de parells excepcionals (Bp, K)
que violen el principi de Hasse, obtinguts mitjangant calculs basats en el Corol-lari 53] En la
primera columna trobem discriminants de la forma D = 2p, amb p primer, i en la segona columna
alguns cossos quadratics imaginaris K per a cada discriminant D tals que (Bp, K) és un parell
excepcional violant el principi de Hasse. Aix{, per a cada parell (D, K) de la taula tenim que K
no escindeix Bp, Xp(K) =01 Xp(K,) # 0 per a tota plaga v de K.

Finalment, volem remarcar que, de la mateixa manera que en la interpretacié de Skorobogatov
dels resultats de Jordan, els contraexemples al principi de Hasse que sorgeixen del Corol-lari
estan explicats per la obstruccié de Brauer-Manin. De fet, aquest fet és gairebé immediat a partir

de la prova del Teorema [5.1

Proposicié 5.4. Sigui K un cos quadratic imaginari en el qual un primer q és ramificat. Sigui
Bp € Bi(q) una dlgebra de quaternions racional i indefinida de discriminant D, amb D divisible

per un primer p & Pi(q), p > 5, tal que p no descomposa en K.
(i) Si K # Q(v-1),Q(v/-3), aleshores Xp(Ak)B" = 0.
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(i) Si K = Q(v/—1) i ewisteiz un primer £ = 1 mod 4 dividint D, aleshores Xp (A )BT =
(iii) Si K = Q(v/=3) i ewisteir un primer £ =1 mod 3 dividint D, aleshores Xp(Ag )5 =

= =

DEMOSTRACIO. Com en el Corol-lari les hipotesis en qualsevol dels tres casos impliquen
que Xp(K) =0.

Ara, suposem que Xp(Ag) # (), doncs altrament no hi ha res a dir. Aleshores, enlloc de
comengar amb un punt global P € Xp(K), haurfem de procedir com segueix. Primer, suposem
que existeix una successié de punts locals P, € Xp(K,), un per a cada plaga no arquimediana v de
K, de manera que els caracters locals corresponents ¢p, : Gx, — F;zm donats per especialitzacié
del torsor f, en P, sén la restriccié d’'un caracter global ¢ : Gg — ]F;zm. Per a cada punt P,,
podem escollir un parell (4,,t,)/K, amb cos de moduli K,, representant P,, i llavors la prova del
Teorema [5.1] s’aplica de pas per pas fins obtenir una contradiccié, mostrant que una tal successié
de punts locals no pot existir. Per tant, el conjunt de descens Xp(Ax)’» associat al torsor f, és
buit, i aplicant el teorema principal de la toeria del descens de Colliot-Théleéne i Sansuc (vegeu

[Sko01l Theorem 6.1.2]), se segueix el resultat. O

K
- 23 @(V _55)3 Q(\/ _95)7
31 | Q(vV=39), Q(v—87), Q(v—111),
43 | Q(vV—15), Q(v=87), Q(vV~95), Q(v~111), Q(v/~183)

2 /119
2
2
2-59 Q(V-17), Q(v-119)
2
2
2

V—=159), Q(/—183)

Q(
Q(

.67 Q(v/=55)

71 Q(v~119), Q(v—143)

- 79 Q(v-87), Q(v—111), Q(v/-159), Q(v/—183)
283 Q(vV-=T7), Q(V=95), Q(v/~119)

TAULA 5.1. Alguns parells (D, K) tals que (Bp, K) viola el principi de Hasse.







CAPITOL 6

Apeéendix: punts racionals en quocients d’Atkin-Lehner

Com abans, sigui Bp una algebra de quaternions racional i indefinida, Op un ordre maximal
en Bp i considerem la corba de Shimura Xp associada (la involucié g per a la tria d’una tripleta
(Bp,Op, 0) no sera rellevant).

Pel Teorema degut a Shimura, sabem que Xp(Q) = 0. Tanmateix, si m és un divisor
positiu de D i considerem el quocient X E)m) := Xp/{wm) de la corba Xp per I'accié de la involucié
d’Atkin-Lehner w,,, que és de nou una corba algebraica definida sobre @, és natural preguntar-nos
si el conjunt Xj(jm) (Q) de punts racionals és buit o no. En aquest apéndix, tractarem de respondre
aquesta qiiestié per a certs quocients d’Atkin-Lehner.

En el que segueix, denotarem per m,, : Xp — Xj(jm) la projeccié natural de pas al quocient,
que identifica un punt P € Xp(Q) amb w,,(P). L'aplicacié 7, és genéricament 2-a-1, i el nombre
de punts fixos de wy, va ser calculat per Ogg a [Ogg83].

En [RSYO05], Rotger, Skorobogatov i Yafaev van establir un criteri per a 'existéncia de punts
locals en Xgn) per a tota placa de Q, és a dir per tal que Xgn) (Ag) sigui no buit. Aixo els va
permetre provar que X2(§2172)7 és un contraexemple al principi de Hasse sobre Q.

D’altra banda, Parent i Yafaev [PY07] van proposar un meétode per a estudiar punts racionals
globals en quocients d’Atkin-Lehner de corbes de Shimura de la forma X,(,Zi) amb p i m primers,
p =1 mod4, m = 3 mod 4. Aquests quocients sén instancies del cas “no ramificat” segons
la terminologia de Ogg (vegeu [Ogg85]). En |[PY07] es donen condicions per tal que aquests
quocients nomes continguin punts CM. Recentment, aquest treball ha estat completat per Gillibert
en [Gil10], on les condicions de Parent-Yafaev es fan explicites.

Des d’un punt de vista modular, el problema d’estudiar punts racionals en quocients d’Atkin-
Lehner de corbes de Shimura ha estat estudiat a [BEGRO0G6] i [Rot08], i esta relacionat amb una
conjectura atribuida a Coleman sobre varietats abelianes de tipus GLg sobre Q (vegeu [BEGRO6,
§1]). Usant resultats d’aquests dos articles, en el Teorema i el Corol-lari donem condicions

),amprmES

suficients explicites per tal que un quocient d’Atkin-Lehner de la forma Xé%
mod 4 no tingui punts racionals. Aixi doncs, els exemples que sorgeixen d’aquests resultats sén
complementaris als obtinguts per Parent i Yafaev, i se situen en el cas “ramificat” segons la
terminologia de Ogg.

Comencem considerant un punt racional @ € X 1(3771)((@)7 i sigui K/Q el cos quadratic imaginari

tal que 7,,1(Q) = {P,wm(P)} C Xp(K). De [Jor86l p. 93] se segueix la segiient observacio:

Lema 6.1. Si2¢{ D, aleshores Bp = Bp ® K ~ Ms(K).

67
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En altres paraules, pel Teorema podem escollir una superficie abeliana (A4,t:) amb QM
definida sobre K tal que P = [(A4,:)]. Entendre bé el cos K serd fonamental en la prova del

Teorema que provem més endavant. En primer lloc, notem el segiient:

Lema 6.2. La involucid wy, no té punts fizos si, i només si, el cos quadratic imaginari Q(v/—m)

no escindeiz Bp.

DEMOSTRACIO. Aquest fet se segueix immediatament del criteri de Hasse (vegeu Corol-lari
1.27) junt amb la férmula per al nombre de punts fixos d’una involucié d’Atkin-Lehner deguda a

Ogg ([Ogg83)). O
En segon lloc, provem mitjancant tecniques de descens el segiient lema:

Lema 6.3. Si Q(v/—m) no escindeiz Bp, aleshores K és no ramificat fora de D.

DEMOSTRACIO. Pel lema anterior, la projeccié m,, : Xp — Xl(jm) és no ramificada, i per tant

és un Xj(jm)—torsor pel grup Z/27Z. D’acord amb el treball de Morita sobre models integrals de X p
(vegeu [Mor81]), my, s’estén a un morfisme llis d’esquemes projectius llisos sobre Spec(Z[1/D]), i
déna lloc a un torsor per al grup Z/2Z, ara considerat com a Spec(Z[1/D])-esquema.

Com és ben sabut, els punts Q-racionals de X](:,m) es poden recuperar a partir dels punts

Q-racionals en els torsors torcats de m,, : Xp — Xg"). Concretament,

xP@= U X,
TEHY(Q,{£1})

on "X p(Q) és una abreviacié per ", ("X p(Q)). Aqui, les classes de cohomologia 7 € H*(Q, {£1})
es corresponen amb els caracters quadratics de Galois 7 : Gal (Q/Q) — {£1}, i per tant estan
en bijeccié amb les extensions quadratiques de Q. Com que Xp no té punts reals, ens podem
restringir als cossos quadratics imaginaris. A més, aplicant [SY04, Lemma 1.1] o bé [Sko05 p.
106], si L/Q és una extensié quadratica ramificada en un primer que no divideix D, aleshores
e Xp(Q) = 0, on 77 : Gal(Q/Q) — {#1} és el caricter quadratic corresponent a L. En altres
paraules, només els caracters quadratics no ramificats fora de D contribueixen en la descomposicié
anterior de X\"™(Q).

En particular, com que P € Xp(K) i m,(P)=Q € Xgn)(Q), la classe ¢(Q) € HY(Q, {+1})
del Q-torsor donat per la fibra Xp o — @Q és el caracter quadratic Tk corresponent a l’extensié
quadratica K/Q. En conseqiiéncia, el punt @ prové d’un punt Q-racional en la corba tor¢ada

"KX p. Per la discussio anterior, K ha de ser no ramificat fora de D. O

Observem que aquest lema respon a la Proposicié 1.3 enunciada a [Rot08] en un context més
general, i és clau per provar el segiient resultat.
Donat un nombre primer ¢, definim el conjunt Py(g) com el conjunt (finit) de tots els factors

primers dels enters no nuls en el conjunt

Ufa? = sq},
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on la unié és sobre s = 0,1,2,3,4 i els enters a tals que |a] < 2,/g. Per exemple, tenim FPy(3) =

{2,3,5,11} i Py(5) = {2,3,5,7,11,19}.

Teorema 6.4. Siguin p,m dos primers diferents, amb p=m =3 mod 4 i (%) = —1. Si existeix

un primer senar q tal que p € Py(q), (L) =114 (L) = —1, aleshores ng%) (Q) conté només punts

p m
CM.

DEMOSTRACIO. Suposem que existeix un punt no-CM Q € XI(,ZQ)(Q), isigui K el cos quadratic
imaginari tal que 7,,}(Q) = {P,wm(P)} C Xpm(K). Com que (%) = —11ip =3 mod 4, tenim

que
-m 1. m
(=

la qual cosa implica que Q(v/—m) no escindeix Bp. Pel Lema tenim que K és no ramificat

=1,

en els primers no dividint pm. Per tant, les tiniques possibilitats per K sén Q(y/=p), Q(v/—m),
Qv=pm).

Tanmateix, la darrera opcié queda exclosa perque 2 ramifica en Q(y/—pm). Pero el cas
Q(+v/—m) també pot ser exclos. De fet, com que (‘T’”) = 1, tenim que —m és un quadrat en
Qp. Aix0 implica que ~™X,,;, X Q, >~ Xpm X Qp, perd X, (Q,) = 0 pels resultats de Jordan i
Livné a [JL85|]. En conseqiiencia tenim que K = Q(/—p).

Ara, observem que By, ~ (=2). Per tant, usant el Lemai IBEGRO06, Theorem 4.5], el

Q
punt @ es correspon, en la terminologia de [Rot08|, a una tripleta modular (Opm, Rm, Q(v/—D)).

Finalment, aplicant [Rot08| Theorem 1.4], es dedueix que (-2) = —1, pero les noestres hipotesis
impliquen que
—q —1.4q
— =1
Ch= (=,

i per tant obtenim una contradiccié, que prové del fet de suposar l'existéncia d’un punt no-CM

Qe XI%) (Q). Per tant, Xl(ﬂ) (Q) conté només punts CM. O

Per tal d’estudiar quan Xgn)(@) és buit, cal veure sota quines condicions no pot existir un
punt CM en X p racional sobre Q. L’existéncia de punts CM en els quocients d’Atkin-Lehner X](Dm)7
aix{ com els seus cossos de racionalitat, va ser estudiada de manera satisfactoria en [GRO6], on es
déna una descripcié detallada d’aquests objectes. Aleshores, usant [BFGRO6, Proposition 5.1],

que se segueix del treball en [GRO6| §5], es pot deduir facilment el segiient corol-lari:

Corol-lari 6.5. Sota les hipotesis del Teorema [6.4, si p # 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163, aleshores
X5 (@) = 0.

Aquest resultat aporta un progrés significant respecte a [RSY05, Theorem 5.1] i [RSYO05],
Corollary 5.2]. Fixat un primer ¢, el Corol-lari ens diu que X,(,Zi) (Q) = 0 sempre que m i p
siguin primers diferents tals que p € Py(q), p # 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163, p = m = 3 mod 4,
(4)=-1, (%) =11 (%) = —1. Pel Teorema de Densitat de Cebotarev, existeixen infinites tries
possibles per a m i p.
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En la Taula per a cada primer p = 3 mod 4, 3 < p < 200, p # 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163,
recollim els primers m = 3 mod 4, amb m < 200, tals que p i m satisfan les hipotesis del Corol-lari

de manera que X,(,ﬁ)(Q) = () per a tot parell (p, m) que apareix en la taula.

P m’s tals que X,(,zi)(@) =0

23 7.11, 19, 43, 67, 79, 83, 103, 107, 199

31 | 3,11, 23, 43, 79, 83, 127, 139, 151, 167, 179, 199
47 | 11, 19, 23, 31, 43, 67, 107, 127, 139, 151, 163, 179, 199
50 | 11,23, 31, 43, 47, 67, 83, 103, 131, 151, 179, 191

71 7,11, 23, 31, 47, 59, 67, 127, 139, 163
79 3,7, 43, 47, 59, 71, 103, 107, 127, 139,191, 199

83 19, 43, 47, 67, 71, 79, 103, 107, 139, 163, 179
103 3,11, 31, 43, 47, 67, 71, 127, 151, 191, 199

107 | 7,31, 43, 59, 67, 71, 103, 127, 131, 139, 167, 179, 191
127 3,7, 23,43, 59, 67, 83, 139, 151, 167

131 | 19,23, 31, 47, 67, 71, 79, 83, 103, 127, 139, 163, 199
139 3,19, 23, 43, 59, 103, 151, 179, 199

151 3,7, 23,67, 71, 79, 83, 107, 131, 163, 179, 199
167 | 23,43, 59, 67, 71, 79, 83, 103, 131, 139, 151, 163
179 7, 11,23, 71, 79, 103, 127, 131, 163, 167

191 | 7,11, 19, 31, 47, 71, 83, 127, 131, 139, 151, 167, 179

199 | 3,11, 19, 59, 67, 71, 83, 107, 127, 163, 167, 179, 191
TAULA 6.1. Exemples que sorgeixen del Corol-lari

Remarca 6.6. Aplicant el criteri per a 'existéncia de punts racionals localment arreu que es
troba a [RSY05, Theorem 3.1], podem comprovar si un quocient d’Atkin-Lehner XI(,%) satisfent
les hipotesis del Corol-lari té punts racionals localment arreu. En tal cas, X;(,ﬁ) sera un contra-

exemple al principi de Hasse sobre Q.

Per exemple, escollint p = 23, m = 107, se segueix del Corol-lari que Xéé?f&(@) = (.
A més, es pot comprovar usant [RSYO05, Theorem 3.1] que X2(:1,)9737 té punts racionals localment

107) o .
arreu, de manera que X2(3,137 és un contraexemple al principi de Hasse. Aquest exemple ja va ser

exposat a [RSYO05], aplicant altres metodes.



Conclusions

En aquest treball s’ha tractat el problema de l'existencia de punts racionals sobre cossos
quadratics imaginaris en corbes de Shimura. Aquestes corbes admeten una interpretacié en ter-
mes de moduli per a superficies abelianes amb multiplicacié quaternionica. Aleshores, I'estudi de
les representacions de Galois en certs subgrups de torsié6 d’aquestes superficies abelianes permet
abordar el problema de manera prou satisfactoria.

Sota les hipotesis de treball de [Jor86] i [Sko05|, la no existéncia de superficies abelianes
amb multiplicacié quaternionica per una algebra de quaternions de divisié racional i indefinida Bp
definides sobre un cos quadratic imaginari K que escindeix Bp equival a la no existéncia de punts
K-racionals en Xp. En canvi, en aquest treball hem presentat resultats analegs sense suposar que
les superficies abelianes parametritzades per Xp admeten un model racional sobre el seu cos de
moduli. Aixo ha estat possible gracies a les representacions de Galois introduides en el Capitol 4,
associades a punts en la corba de Shimura Xp.

Pel fet que les idees del Capitol 4 s’emmarquen en un context forca general, aquest treball obre
les portes a investigar nous problemes. Per exemple, sembla natural pensar que un resultat similar
al Teorema podria ser demostrat per al cas de varietats de Shimura de dimensié superior, sobre
les quals hem fet un breu incis en el Capitol 2.

Un altre problema interessant és el d’estudiar ’existéncia de punts racionals en quocients
d’Atkin-Lehner de corbes de Shimura. En el Capitol 6 hem vist un primer petit resultat, pero
fent servir els treballs en [BEGRO6], [Rot04] i [Rot08], es pot demostrar un resultat similar
al Teorema per a quocients d’Atkin-Lehner de corbes de Shimura. Es a dir, es poden trobar
condicions suficients explicites sobre una algebra de quaternions racional i indefinida Bp, i sobre
un divisor m de D, per tal de poder assegurar que X(Dm)((@) = (). Per aconseguir-ho, d’una banda
és facil veure que a partir del recobridor de Shimura Zp, — Xp associat a un factor primer de
D es pot construir un recobridor Zgrz — Xj(jm) amb les mateixes propietats. I d’altra banda,
cal descriure la interpretacié modular del quocient d’Atkin-Lehner Xgn). Actualment, aquest
problema ja s’esta estudiant (els detalls apareixeran a [dVRI).

Per ultim, es pot explorar també 1’obstruccié de Brauer-Manin en corbes de Shimura i els seus
quocients d’Atkin-Lehner, per tal d’investigar si aquesta és 'inica obstruccié al principi de Hasse

en aquestes corbes.
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