Ejercicios de Algebra V (curso 2001-2002) 9
Segunda parte: Representaciones de grupos.

1. Algebras de dimensién finita.

57. Sea R = FS3 el dlgebra-grupo del grupo simétrico de grado 3 sobre el cuerpo F' de
caracteristica # 2, 3.

i) Comprueba que F' es R-médulo a izquierda de dos modos distintos mediante py :
R — F', dadas por

p+(9) =1,  p_(g) =sign(g) (= £1),

para todo g € S3. Denota los correspondientes médulos por F y deduce que no son
isomorfos entre si.

ii) F® es un R-médulo de modo natural, donde los elementos de S3 actiian como permu-
taciones de las coordenadas. Comprueba que

V={(a,8,7) € F3:a+p+~=0}

es un submoédulo irreducible.

iii) Deduce que Fy, F_ y V son, salvo isomorfismos, los tinicos R-médulos irreducibles y
que R = F x F x Maty(F).

58. Sea R un &lgebra de dimensién finita sobre un cuerpo F', de modo que F' es cuerpo
de escisién de R. Prueba que para toda extensién de cuerpos K/F, se tiene J(RE) =
J(R)K.

59. Sea K/F una extensién de cuerpos, R una F-dlgebra y M y N dos R-médulos de F-
dimensién finita.

i) Demuestra que si M y N tienen algun factor de composicién comin (salvo isomorfis-
mo), lo mismo les ocurre a M¥ y NK.

ii) Prueba el reciproco.

60. Sea R un algebra de dimensién finita sobre un cuerpo F' y sea C una subélgebra de su
centro. Prueba que:

i) J(C)=JR)NC.
ii) Si F' es cuerpo de escisién de R, también lo es de C.

iii) ;Son ciertas las aserciones anteriores si no suponemos que C' estd contenida en el
centro?

57 Por tanto, F es cuerpo de escisién de R.

60 Para encontrar un contraejemplo de ii) en el caso de C' no central, sumerge H en un &lgebra de matrices

real.
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Sea R un algebra de dimension finita sobre un cuerpo F' de caracteristica p > 0. Considera
los subespacios [R, R] (generado por los conmutadores) y T(R) = J(R) + [R, R].
i) Prueba que Va,b€ Ry Vr >0

(a+b)* =a” +b (mod [R,R))

y Va € [R,R], a*" € [R, R)].
ii) Demuestra que T(R) C {a € R: a”" € [R, R] para algin n}.
iii) Prueba que se da la igualdad en ii) si F' es cuerpo de escisién de R.

Sea R un algebra de dimensién finita sobre un cuerpo F' y sean K y L extensiones de F
con FFC K C L, de modo que L es cuerpo de escisiéon de R.

Prueba que K es cuerpo de escisién de R si y sélo si todo RY-médulo irreducible es, salvo
isomorfismo, de la forma M’ para algin R¥-médulo irreducible M.

Si K D F es cuerpo de escisién de la F-algebra de dimension finita R, jes también cuerpo
de escision de las algebras cociente de R?

Sea F un cuerpoy R = F[X]/(X?) = F1+ Fz con z? = 0. Considera los R-médulos V'
y W, donde V = W = F? como F-espacios vectoriales, pero £V = 0, mientras que en W:

. 1y [0 - 0y (0O
o)~ \1 Y 1)~ \o)"
Prueba que ambos mddulos tienen el mismo caracter, a pesar de que no son isomorfos.

Prueba que si R es una F-algebra separable, asi son R°P y R°.

Sea GG un grupo finito y F' un cuerpo. Prueba que el algebra opuesta al dlgebra grupo
R = FG es isomorfa a Ry que R° = F(G x G).

Sea R una F-élgebra y € : R° — R la “multiplicacién” (e(a ® b) = ab). Prueba que si
e € R verifica €(e) = 1, entonces e es idempotente de separabilidad si y s6lo si (kere)e = 0
(en R°).

Dada una F-algebra separable R, con idempotente de separabilidad e € R® y multiplica-
cién €, prueba que kere = R*(1 — e). Comprueba que R® = R°(1 — e) ® R° y que por
tanto, como R-bimddulos, R°e es isomorfo a R.

61

i) Comprueba que basta hacer el caso r = 1. Al desarrollar (a 4 b)P aparecen 2P “palabras” de longitud
p sobre las que actia el grupo ciclico de p elementos por permutaciones ciclicas. Date cuenta de que dos
palabras en la misma drbita son congruentes médulo [R, R]. Tienes exactamente dos drbitas de un tinico
elemento ({a?} y {bP}), y todas las demds drbitas tienen p elementos, luego al sumar los elementos de

cualquiera de las 6rbitas largas obtienes médulo [R, R] algo en pR = 0.
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2. Representaciones de grupos.

Supondremos, en los ejercicios de este capitulo, que el cuerpo base es C, que todos los
grupos considerados son finitos y que todas las representaciones son de dimensién finita.

69. Sea p: G — GL(V) una representacién con cardcter y y sea V* el espacio vectorial dual
de V. Prueba que la aplicacién:

p*:G— GL(V™)
g p(g) V= VT
f e foplg™)

es también una representacion. Si ademas p es irreducible, demuestra que asi es p*. ;Cudl
es el cardcter de p*?

70. Sea x un cardcter de G, prueba que x(¢~!) = x(g) (conjugacién compleja) para todo
g €aq.

7. Sip:G— GL(V)yp :G — GL(V') son representaciones de grupos, definimos una
representacién de G x G’ mediante

pp :GxG — GL(VaV')
(9,9) = plg)@p(g): VOV = VeV

i) Prueba que si p y p’ son irreducibles, asi es p ® p'.
il) Six, x'y x” son los caracteres de p, p’ y p®p’ respectivamente, prueba que x”(g,9’) =
x(9)xX'(9'), Vg € G, g € G".
iii) Prueba que toda representacion irreducible de Gx G’ es, salvo isomorfismo, de la forma
p® p', donde py p’ son representaciones irreducibles de G y G’ respectivamente.

72.  Sellama grado de un caracter y (o de la representacién asociada) de un grupo G al niimero
natural x(1) (esto es, a la dimensién del correspondiente médulo). Los caracteres de grado
1 se dicen lineales. Prueba que:
i) Un grupo G es abeliano si y sélo si todos sus caracteres irreducibles son lineales.
ii) El nimero de caracteres lineales de un grupo G coincide con el indice |G : G'|.

73. Demuestra que si U y V son representaciones irreducibles de un grupo G con dimU =1,
entonces U ® V' también es representacién irreducible (mediante g(u ® v) = (gu) ® (gv),
Vge G,uec U veV). ;Cémo es su cardcter?

74. Deduce del ejercicio anterior que el conjunto de caracteres irreducibles de un grupo abe-
liano G forma un grupo abeliano G. Prueba que G es isomorfo a G.

69 p* se dice representacién dual de p.

71 Esto prueba que el estudio de las representaciones de un producto directo de grupos se reduce al de sus

factores.
74 @ es un producto directo de grupos ciclicos G1 X - -+ X G¢. Para cada i = 1,...,t, sea g; un generador
de G;; si x es un cardcter irreducible, x(g;) es una raiz de la unidad. Utiliza esto para ver que puedes
identificar x(g;) con un elemento de G; Vi y que la aplicacién G — G dada por x — (x(g1),---,x(g¢))

es un isomorfismo.
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75. Sea H un subgrupo abeliano de un grupo G, prueba que toda representacién irreducible
de G tiene grado < |G : H|.

76. Sea y un cardcter de un grupo abeliano G. Prueba que (x | x) > x(1).

77. Sea D = D, el grupo diédrico de orden 2n con n impar. Prueba que D tiene exactamente
n—+3

clases de conjugacién y concluye que D tiene dos caracteres irreducibles de grado

ly caracteres irreducibles de grado 2.

78. Sea N un subgrupo normal de un grupo G y @ un caracter de G/N. Se define y : G — C
mediante x(g) = ¥ (gN). Prueba que:
i) x es un caracter de G.
ii) x es irreducible si y sélo si asi es 1.

79. Sea x un caréicter de un grupo G. Considera los conjuntos

kery = {g € G : x(g9) = x(1)},

Z(x) ={9 € G:|x(9)l = x(V},

donde |z| denota el médulo de un niimero complejo. Prueba que:

i) kerx vy Z(x) son subgrupos normales de G, con kerx C Z(x), v Z(x)/kery C

Z(G/ ker x), ddndose la igualdad si x es irreducible.

ii) La interseccién de los ker y donde x recorre el conjunto de los caracteres irreducibles
de G (denotado por Irr(G)) es trivial.

iii) El centro de G es la interseccién de los Z(x), donde x recorre Irr(G).

80. Sea N un subgrupo normal de G y x un caracter de G de modo que N C ker x. Prueba
que existe un caracter ¥ de G/N tal que x(g) = ¥(gN) para todo g € G.

81. Dado un grupo G y un subgrupo normal N, sea N' = {x € Irr(G) : N C ker x}. Prueba
que:
i) N =nNyenkery.
) 16 £ N| = Xy en (1)

82. Calcula las tablas de caracteres del grupo alternado Ay, del diédrico D4 y del grupo
cuaternio @ = {+£1,+i,+j, +k} C H.

75 Si V es el médulo correspondiente, considera un CH-submédulo irreducible W y prueba que tienes un

homomorfismo natural CG @cyg W — V de CG-mddulos, que es epimorfismo por irreducibilidad.

77 Recuerda que D = {x,y: a2 =1, y> = 1, xy = yx ') es el grupo de simetrias de un poligono regular de

n lados.

82 Calcula primero los caracteres lineales, para luego completar la tabla usando las relaciones de ortogona-

lidad. Date cuenta de que D4 y @ son no isomorfos pero tienen la misma tabla, luego CDy4 = CQ!
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Se sabe que la tabla de caracteres de un grupo G contiene las dos lineas siguientes:

g1 92 93 g4 95 Ge v
1 1 1 «? w W w

v|l2 -2 0 -1 -1 1 1

donde w = €?7/3,

i) Muestra que g; = 1.

ii) Deduce que G tiene al menos tres caracteres lineales distintos: el trivial x1, xo = p y
el dual 3 de pu.

iii) Al menos se tienen tres caracteres irreducibles de grado 2: x4 = v, x5 = vXx2 ¥
X6 = vxs (véase el ejercicio 73). Por tanto sélo falta determinar un caracter irreducible
X7-

iv) Utiliza las relaciones de ortogonalidad para completar la tabla de caracteres. ;Qué
orden tiene G7

v) Comprueba que el grupo G = {£1,+i, 45, +tk, (£1 £ ¢+ j £ k)/2} C H tiene esta
tabla de caracteres.

Sea p : G — GL(V) una representacion irreducible y fiel, de grado > 1 potencia de un
primo p, de un grupo G cuyo centro es trivial. Sea H un p-subgrupo de Sylow de G y x
el caracter asociado a p. Prueba que si 1 # g € Z(H) entonces x(g) = 0.

Sea G un grupo simple no abeliano. Prueba que no tiene subgrupos nilpotentes de indice
potencia de primo.

Sea H un subgrupo de un grupo G tal que G = HZ(G). Prueba que si x € Irr(G),
Xy € Irr(H).

Sea H un subgrupo de un grupo G y € un caricter de H. Prueba que Z(#%) C H.

Sean H y K subgrupos de un grupo G con G = HK y sea ¢ una funcién de clases
(compleja) de K. Prueba que (0%) g = (ounx)?.

Sea H un subgrupo de un grupo G con |G : H| =n y x un caracter de G.
i) Prueba que (x | X)g = (Xg | Xi) g /-
ii) Si H es abeliano y x irreducible, comprueba que x(1) < n.
iii) Deduce que si H es abeliano, entonces G contiene al menos |H|?/|G| clases de conju-
gacion.
iv) Si H es abeliano, H # G, x irreducible y x(1) = n, demuestra que H contiene un
subgrupo normal no trivial de G.

89

1) Utiliza el ejercicio 75.

V) En el afio 1998 se probé que, en estas condiciones, H es subnormal en G.
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3. Representaciones del grupo simétrico.
El cuerpo base seguird siendo C.
90. Prueba quesi A= (my,...,m,)dAnyl;=mj+r—j(j=1,...,r), entonces

Hl<z<g<r(l - l])

Para ello sigue los siguientes pasos:
i) Haz induccién sobre n, comprobando que el caso n = 1 es trivial.
ii) Si <t Ay I} es el correspondiente valor de A\’ Vj, prueba que

ooy =8) _ Tisy(i=b), rp (s
I, 17 i AL e

donde k es el indice para el que mj, = my, — 1.
iii) Comprueba que basta probar que Vl; >y > --- >0, >0conly +---+ 1, =n+ (;)

se tiene que
Z —1;
lk H lk — l =n

k=1 i#k

iv) Sea F(z) = []._,(z — l;); comprueba que el punto anterior equivale a probar que

=1
. ., . F(z—1 )
v) Considera la nueva funcién compleja G(z) = Zﬂ’ que tiene polos en z = [, con
z
F(lpy —1
residuos lk;’ic(lk))’ luego
F(lx —1) 1
- > 1 —G(z)d
Z PR F’ lk 271'2 le:R (Z) =

para R > 0.

vi) Date cuenta de que F(z — 1) = F(z) — F'(2) + 3F"(z) — +--- £ L F("(2), luego

G(z) =z — Z}{?é;) + ; z}‘;(z()z) + O(272). Usa esto para calcular

lim G(z)dz
R—o0 Jiz|=R

y obtén asi el resultado deseado.

91. Prueba que si A 4n y T es un A-tablero, entonces Vp = (CS,,)arbr = (CS,,)brar.

91 Prueba que la aplicacién lineal (CSy)arbr — (CSy)brar: x — zar, es biyectiva y su inversa, salvo un

escalar no nulo, viene dada por la aplicacién (CSy)brar — (CSp)arbr: x +— zbrp.
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Sea F un diagrama de Young, el diagrama

F'={(@,7) €{1,....,n}*: (j,i) € F}

se dice diagrama conjugado de F. Si F es el diagrama de la particion A y F’ el de X, se

dice que X es la particion conjugada de . Por ultimo, si T es un A-tablero, su tablero

conjugado es el XN-tablero T" tal que T'(i,7) = T'(j,4) para todo i y j.

i) Prueba que en estas condiciones, el automorfismo CS,, — CS,, dado por (o) =
(=1)%0 VYo € S, verifica que p(arbr) = byrragr, luego @((CSn)aTbT) = (CS,)brragr.

ii) Sea U = Cu el S,,-médulo dado por la representacién signatura (cu = (—1)%u, Vo).
Comprueba que el automorfismo de dlgebra ¢ induce un isomorfismo de S,,-modulos:

¢ :CS, U — CS,
r@u — p(x).

iii) Deduce que Vyy 2V, @ U.

Sea 0 #e=> geG Ggg un idempotente no nulo del dlgebra grupo CG de un grupo finito
G, sea M el G-médulo (CG)e y x su cardcter. Prueba que para todo g € G:

x(9) =1Ca(9)] > an,

hec

donde C denota la clase de conjugacién de g—1. En particular, dim M = x(1) = |G|a;.

Sea G un grupo finito, H un subgrupo suyo. Dado cualquier elemento a = 3 geG %99 €

CG, considera el elemento apy = ),y anh € CH < CG. Sean 0 # ¢ = e? € CGy
0# f= f%?e CH tales que V = (CG)e y W = (CH) f son médulos irreducibles para G

y H respectivamente. Prueba que si feyg # 0, entonces W es isomorfo a un submodulo
de Res (V).

Considera S,,_; sumergido en S, de modo natural. Utiliza el ejercicio anterior para
probar que para cualquier particiéon A - n,

Resgz_l(v,\) = @ Vyr .

Deduce del Teorema de Reciprocidad de Frobenius que

mdy (V)= @ V.
p<

92

93

95

Para ii) recuerda cémo el producto tensorial de dos G-mdédulos es un nuevo G-médulo. Vy y Vs se dicen

representaciones conjugadas.

Esto es la Férmula de Littlewood. Para probarla, dado g € G considera la aplicacién ¢4 : CG — CG,

x — gxe y calcula su traza.

Para A < X fija, considera un A-tablero T' en el que n aparezca en el cuadro que desaparece al pasar a
M.
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Deduce también que si V' es S,,-médulo irreducible, A 4n y Resg" (V) = @Dy 4, Vi,
entonces V' 22 V); pero el resultado es falso si V' no es irreducible.

Sea V el médulo esténdar de S,, (dimV = n — 1), n > 2. Prueba que las potencias
exteriores A*V, 1 < s <n —1, son S,-mddulos irreducibles.

Con las hipétesis del ejercicio anterior, comprueba que A*V es isomorfo a Vi, _s 1. 1)

Prueba que las tnicas representaciones irreducibles de CS,, de dimensién < n son la
trivial, la signatura, la estdndar y su conjugada, y estas tres excepciones: V(s 9y para Sy

y V(3,3) y V(2,2,2) para S.

Sea o = (k1,...,ky) € Ny con peso(a) = n y C, la correspondiente clase de conjugacién
en S,,. Prueba que

Xtn—1,1)(Ca) = k1 — 1

1
X(n72,1,1)(ca) = §(k1 —1)(k1 — 2) — ko

1
X(n-2,2)(Ca) = 5 (k1 = 1)(k1 = 2) +ky — 1

Sea V' = V(,,_1,1) el médulo estandar de S,, y Sym? V el conjunto de tensores simétricos
en V®V (que es un S,-submédulo de V @ V). Utiliza el ejercicio anterior para probar
que:

Sym? V 2 Vipy @ Vin1,1) ® Vin-2,2);

VeV e2Sym* Ve AV 2V, 6 V11 ® Vin-22 ® Vin-a2.1,1)-

Si o es un ciclo de longitud n en S,,, prueba que

X/\(U):{(()—l)S siA=(n-s,1,...,1),0<s<n-1,
en otro caso.

Sea A = (myq,...,m,) - n una particién que coincide con su conjugada (A se dice entonces
particion simétrica). Sean q; > g2 > --- > gqs > 0 las longitudes de los “ganchos
simétricos” que forman el diagrama de A. Asi g1 = 2m1 —1, g2 = 2mo — 3, ... Prueba que
si 0 € S, es un producto de ciclos disjuntos de longitudes ¢1,...,qs, entonces x(o) =

n—s

(-1)"3
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Considera V' = V(1 1,1) ® V(3) ¥ comprueba que Resgz (V) = Resgz Viz,1))-

Del hecho de que el producto tensorial de dos GG-médulos sea un nuevo G-mddulo, se deduce que las
potencias exteriores de un G-médulo son también G-mdédulos mediante g-(viA- - -Avs) = (gv1)A- - -A(gus).
Considera el Sp-médulo natural M = Ce1 @ --- @ Cen con oe; = ey ;) Vj=1,...,n, Vo € Sp. Sabemos
que M =V @ U, donde U es médulo trivial. Deduce que ASM = A3V @ A~V Vs > 2. Calcula el
cardcter x de ASM, su producto (x | x) y deduce el resultado.

Usa la férmula de Frobenius. Juega con ella para obtener que x (o) = (—1)""1

Xu(T) donde p es la
particién obtenida suprimiendo la primera fila y columna del diagrama de A y 7 es un producto de ciclos

disjuntos de longitudes g2, ...,qs. Ahora usa induccién.



