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Capitulo 1

Conjuntos de niimeros. Combinatoria
basica

La necesidad de contar y medir ha dado lugar a distintos sistemas de niimeros.

§1. Numeros naturales

El primer conjunto de nimeros con el que nos encontramos es el de los niimeros naturales:
N={1,2,3,4,...}.
En N podemos sumar y multiplicar, y la propiedad siguiente nos permite probar muchos resultados:
Principio de Induccién: Si un subconjunto S de N verifica las dos propiedades siguientes:
m1eS,

= siempre que un numero natural m pertenezca a S, también m + 1 pertenece a S: m € S =
m+1€eS,

Entonces S = N.

1
Ejemplo. Para probar la formula 1 4+24 .- +n = TL(TL;_), esto es, la suma de los n primeros
1 1
nimeros naturales es n(n;—), consideramos el conjunto S = {n eN:1+---+n= n(n;)}
Deseamos probar la igualdad S = N.
1x2
= 1eSpuesl= .
2
1
m Simé€ S, entonces 1 +---4+m = m(m2—|—)’ luego
m(m + 1 mm+1)+2(m+1 m+41)(m+ 2
1+'--+m+(m+1):<2)+(m+1): ( >2 ( ):< )2( ),
asi también m + 1 € S. Por el principio de induccién, S = N. O

1



2 CAPITULO 1. CONJUNTOS DE NUMEROS. COMBINATORIA BASICA

§ 2. Numeros enteros

Anadimos a N el 0 y los opuestos de los niimeros naturales para poder restar siempre, obteniendo
el conjunto de los niimeros enteros:

Z={.,-3,-2,-1,01,23,...}

En Z podemos sumar, restar y multiplicar.

§3. Numeros racionales

Anadimos los inversos de los niimeros enteros no nulos, y ‘cerramos’ para la multiplicacién para
obtener los niimeros racionales

Q:{szm,nez, n;éO}

m m . , , . , .
donde — = —- si, y solo si, mn’ = nm'. Las operaciones se efectiian como sigue:
n n

a c ad £ be
242 =

b d bd ’
a ¢ _ac

b d bd’

a c_oad

b d be

(Dividir un nimero por otro equivale a multiplicar el primer nimero por el inverso del segundo.)

§4. Combinatoria basica

En combinatoria estudiamos posibilidades de elegir elementos de conjuntos. Distinguimos entre:
Permutaciones: Modos de ordenar los elementos de un conjunto de n elementos:
nl=n-(n—1)----- 2-1
(esto se llama el factorial de n, que es el producto de los n primeros niimeros naturales).
Asi1!=1,2!1=2,31=3-2-1=6, 4! =24, 5! =120, 6! = 720, .... Ademds definimos 0! = 1.
Variaciones: Secuencias ordenadas de p elementos distintos tomados de un conjunto de n elemen-
tos (0 < p <n).

El niimero de variaciones es
Vf:n(nfl) ..... (nfp+1):7

Por ejemplo, con 5 colores, ;cuantas banderas de tres franjas horizontales distintas se pueden
formar?

La solucién es V2 = 5 x 4 x 3 = 60.



§4 COMBINATORIA BASICA 3

Combinaciones: Subconjuntos de p elementos de un conjunto de n elementos (0 < p < n y jel
orden no importal!) El niimero de combinaciones viene dado por el nimero combinatorio

(n) n-(n—1)----- (n—p+1) n!

()=(m)

Por ejemplo, un estudiante tiene que responder a tres de las cinco preguntas propuestas en

5 x4
un examen. ;Cuéntas posibilidades tiene?  Solucién: (g) = (g) == 10.

Notemos la igualdad

Las combinaciones aparecen al desarrollar el binomio de Newtor[l}

(a+0)"=(a+b)-(a+b)----- (a+10)
:pz::o (p)anpbp.

Si deseamos elegir un subconjunto de m + 1 elementos de un conjunto de n + 1 elementos
(0 < m < n) y fijamos uno de ellos, tenemos dos posibilidades, los subconjuntos que contienen
al elemento fijado, obtenidos eligiendo m elementos de los n elementos restantes, y los que no lo
contienen, obtenidos eligiendo m + 1 elementos de los n elementos restantes:

()= ) )

Utilizando esta igualdad es facil calcular los niimeros combinatorios con n pequefio, que forman el
triangulo de Pascal, cuyas primeras filas son:

Utilizando la férmula anterior, cada ntimero del triangulo, salvo los de los laterales, es la suma de
los dos ntimeros que tiene encima, a izquierda y derecha. Asi el tridngulo anterior es:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

'Del conjunto de n factores elegimos b en p factores y a en los restantes, de todos los modos posibles.
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Ejemplo. La férmula basica de la probabilidad nos dice que la probabilidad P de que un suceso

ocurra es el cociente ,
numero de casos favorables

nimero de casos posibles

;,Cudl es la probabilidad de que al lanzar siete monedas salgan tres caras?
7
(5) _ 35

Solucién: P = ? m
§ 5. Numeros reales

Los matemaéticos griegos pensaron que con los niimeros racionales se podia medir cualquier
cantidad. Representaron los niimeros racionales como puntos de una recta:

y pensaron que a todo punto de la recta le correspondia un niimero racional.
Pronto se dieron cuenta de que esto no es asi: la longitud de la diagonal del cuadrado unidad
mide v/2, que no es un nimero racional.
En efecto, si fuera racional se tendria V2 = — con m,n numeros naturales primos entre si.
n

Pero entonces 2n? = m?, luego m es par: m = 2m’. Ahora nos queda n? = 2(m’)?, luego también
n es par, llegando a una contradiccion.

El sistema de ntimeros que se corresponde con los puntos de la recta es el de los niimeros reales
R:

» R contiene raices de ntimeros positivos, pero también muchos otros nimeros, como 7 (bésico
en trigonometria), o e (base de los logaritmos naturales):

-2 -1 0 1 2

| | | L 1 |

1 T

2 2

3

» En R podemos sumar, restar, multiplicar y dividir (por nimeros distintos de 0) como en Q,
ademas verifica que para todo subconjunto acotado superiormente existe una cota superior
minima, llamada supremo. Del mismo modo, para todo subconjunto acotado inferiormente
existe su imfimo.

Por ejemplo, en Q no existe el supremo del conjunto {z € Q : 22 < 2}. Este supremo es

v/2. De hecho R se obtiene completando Q anadiendo supremos de subconjuntos de niimeros
racionales.

» Todo niimero real tiene una representaciéon decimal A’ajasas..., con A € Z y a, € Z con
0 < a, <9 para todo n € N, que es tnica salvo las siguientes excepciones:

A'layas...ap99999... = A'ajas ... (a +1)00000... , ap #9.
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Si, por ejemplo, x = 27479999.. ., entonces 10z = 24'79999. .., luego 9z = 10z — x = 22/32
y = §22'32 =2/48.

En ocasiones, para nimeros pequenios o muy grandes, resulta util la notacion cientifica:
+A'ay...a; x 10"
conl1 <A<9,0<a;<9,i=1,...,k, r € Z. Asi, por ejemplo,

000000089 = 8’9 x 1077,
5000000 = 5 x 106.

§ 6. Numeros complejos

En R no podemos resolver ecuaciones tan sencillas como z? + 1 = 0, por ello afiadimos una
unidad imaginaria i que verifique i> = —1 y formamos el conjunto de los ntimeros complejos:

C={a+bi:abeR}

cuyos ‘ntimeros’ podemos identificar con los puntos del plano R?: a + bi ¢ (a, b).

4+ 3i

= En C podemos sumar, restar, multiplicar y dividir extendiendo ls operaciones de R:

(a+bi) £ (c+di)=(atc)+ (bxd)i,

(
(

(a +bi)(c+di) = (ac — bd) + (ad + be)1i,
a+bi (a+bi)(c—di) ac+bd bc—ad
- = . ~ = + 1
c+di  (c+di)(e—di) E4+d®> A+ d?

(Para dividir multiplicamos numerador y denominador por el conjugado del denominador. El
conjugado de z = a + bi es Z = a — bi, de modo que 2z = zz = a® + b%.)

= Sorprendentemente, no solo la ecuacién 2 + 1 = 0 tiene solucién en C, sino toda “ecuacién
algebraica”.

= Todo nimero complejo z € C se puede representar en
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forma cartesiana: z = a + bi, donde a € R se dice parte real de z y b € R se dice parte
imaginaria: a = Re(z), b = Im(z).

forma trigonométrica: z = p(cosa + isena), donde p = |z| := Va? + b? se dice mddulo
de z e indica la distancia al origen, y « es el angulo que forma z con la parte positiva
del eje de las abscisas OX, que se dice argumento de zE|

¢

=

sin «v

_1 cos & i1

forma polar: z = pe'®, dondd’] e!® := cosa + isena.

Esta es la forma mas adecuada para calcular potencias y raices, pues si z = pe'®,

s !
2 = pe'™ | entonces

2z = pp'((cosoz + isena)(cosa’ + isen o/))
=pp ((cos acosa’ —senasena’) + i(cosasena’ + sen acos o/))

= pp' (Cos(a +a') + isen(a + o/))

o / i(a+ao!

= ppletlete’),

luego 2" = p"el™® para todo n € N.

Asi, las rafces n-ésimas de z = pel® = pel(@2k7) gon

WpelGHEE) . k=0,1,...,n— 1.

2E] argumento est4 definido salvo suma de multiplos enteros de 27 radianes.
T+ yi

) = e®(cosy + iseny).
n

3Esta notacién esta justificada porque lim,—, o (1 +
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Nota. Utilizando la férmula
(cosa + isena)(cosa’ + isena’) = cos(a + ') + isen(a + )

ya no hace falta recordar ‘de memoria’ las férmulas trigonométricas del coseno y seno de la suma

(o diferencia).






Capitulo 2

Funciones reales de una variable.
Derivadas

§ 1. Definiciones basicas

Una funcidn o aplicacién f es una regla que asocia a cada elemento x de un conjunto A, llamado
dominio de f, un tinico elemento, denotado por f(z), de un conjunto B.

Escribimos

f:A— B
x— f(x).

La imagen o rango de f es el subconjunto {y € B : dx € A tal que f(z) =y} de B.

Si el rango de una funcién g estd contenido en el dominio de otra f, podemos considerar la
funcién compuesta g o f : z + g(f(x)). Si f da una biyeccién entre A y su rango, podemos
considerar la funcién inversa f~!: rango(f) — A.

En este capitulo nos restringiremos a funciones

f:I—R,

x> f(z),

con I un subconjunto no vacio de R. Habitualmente, I serd un intervalo de alguna de estas formas
(a,b R, a<b):

(a,b) :={z € R|a <z <b} intervalo abierto acotado,
[a,b] :=={x € R|a <z <b} intervalo cerrado acotado,
[a,b) :=={z € R|a<x<b} intervalo semiabierto acotado,
(a,b] :=={r € R|a<x<b} intervalo semiabierto acotado,

9
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(a,+00) :={r € R|a <=z} intervalo abierto no acotado a derecha,
[a,+00) :={z € R|a <z} intervalo cerrado no acotado a derecha,
):={z € R |2z <b} intervalo abierto no acotado a izquierda,

(—oo,b]:={x € R |z < b} intervalo cerrado no acotado a izquierda,

Los puntos ¢ € I para los que existe 6 > 0 con (¢ — d,¢+ ) C I se dicen puntos interiores I, los
puntos a y b arriba son puntos frontera.

§ 2. Ejemplos de funciones

A lo largo del curso haremos uso principalmente de las siguientes funciones:

» Funciones polinémicas: f(z) = ap,2™ + an_12" 1 +--- + ag.

p(x)

» Funciones racionales: f(x) = ﬁ con p y ¢q polinémicas (su dominio es todo R salvo el
q(x
conjunto (finito) de raices del polinomio g).
» Exponencial: f(x) = a® con a € R, a > 0. En especial exp(z) := e”, donde e es la base de los

1 n
logaritmos neperianos: e = limy, ;4o <1 + ) ~ 2, 7182818284....
n

» Logaritmo (inversa de la exponencial): log, z, = € (0,+00), en especial Inz := log, z (loga-
ritmo neperiano).

Todas estas funciones se pueden combinar mediante operaciones, composicién, inversas, ...

Ejemplo. De acuerdo con la ley de desintegracién radiactiva, si denotamos por W(t) la cantidad
de carbono 14 en el tiempo ¢, con W (0) = Wy, entonces

W(t) = Woe ™, t>0,

con A > 0 la tasa de desintegracion.
Esta tasa se expresa en funcion de la vida media del material, que es el tiempo necesario T},
para que la mitad del material se desintegre. Asi,

1

7W07
W(Ty) =< 2

Woe_/\Th,

luego

e Mh = %, M =2 A\T), =In2,
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In 2
de donde obtenemos A = ——. Para el carbono 14, Ty ~ 5730 afios, luego la tasa de desintegracion
h

si tomamos como unidad de tiempo los anos. (jEs muy importante tener claro qué

In
A=
L
unidades se toman!)
La grdfica de W (t), esto es, el conjunto de puntos {(t, W (t)) | t > 0} C R? tiene la forma

Wo |

Wo/2 |

= Funciones trigonométricas:

senx (seno), que es una funcion impar: sen(—zx) = —senw,
cosx (coseno), que es una funcion par: cos(—x) = cosx,

sen x T
tgx = —— (tangente), z ¢ — + 77,
Ccos T 2
cos T
cotgx = —— (cotangente), x & 7Z,
sen x

1
secx = —— (secante), z ¢ Ty 77,
cos T 2

1
sen x

cosec r = (cosecante), x & 77,

arcsen z (arco seno, inversa del seno), z € [—1,1] con valores en [T, ],

arc cos z (arco coseno, inversa del coseno), x € [—1, 1] con valores en [0, 7],

arctgz (arco tangente, inversa de la tangente), z € R con valores en (-7, g)

Las funciones seno y coseno nos ayudan a ‘parametrizar’ la circunferencia unidad:

{(m,y) eR? | 2?4942 = 1} = {(cost,sent) | t € [0,2n]}
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(cost,sent)

2 2
x
0, mas generalmente, las elipse de ecuacion — + ‘Z—Q =1(0<a,beR):
a
2

2

{(ﬂ?,y) cR? | :2—2 + Z—z = 1} = {(acost,bsent) | t € [0,27]} .

= Funciones trigonométricas hiperbdlicas:

Si consideramos la hipérbola H de ecuacién 2% — y? = 1, todo punto (z,y) € H con = > 0

verifica (z + y)(z —y) = 1 y existe un tinico t € R tal que z +y = €', x — y = e, luego

(z,y) = (cosht,senht)

con
el +e! N y
cosht := — (coseno hiperbdlico), que es funcién par,
ot — et
senht := — (seno hiperbdlico), que es funcién impar.

con inversas

arg cosh z (argumento coseno hiperbdlico) z € [1, +00),

arg senh x (argumento seno hiperbdlico).

2 2
oy
2 e

C?

La elipse de ecuacién +
distancias a los puntos (c,0) y (—c,0) es 2a, siendo ¢* = a® — b%.

=1 (a > b > 0) es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de
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§ 3. Limites de sucesiones

Una sucesién es una aplicacion

a:N— R

n— a(n) = an,.

~—

Hablaremos entonces de la sucesiéon (ay)nen 0 simplemente de (a,

1
VIR que cada vez son més

Wl

. . . 1 1
Ejemplo. Los primeros términos de la sucesion ( son 1, 3
n
pequeiios ‘tendiendo’ a 0.
Decimos que la sucesion (ay,) tiene limite a, y escribiremos lim,_, an = @, 0 a, — a, si para

todo intervalo J alrededor de a existe un ntmero natural ng tal que a, € J para todo n > ng.
Equivalentemente:

lim a, =a si VYe>0, dng € N tal que |a, — a|] < € Vn > ny.

n—o0

En este caso decimos que la sucesion es convergente.

En el ejemplo anterior, para € = 10~% podemos tomar ng = 10% + 1.

La definicién anterior vale para limites infinitos, si entendemos que los intervalos de la forma
(K,4+00) (o (—o0,—K)) son intervalos alrededor de +00 (0 —00). Esto es:

lim a, =+o00 si VK >0, Ing € N tal que a, > K Vn > ny,

n—oo

y andlogamente para lim, ., a, = —c0. En estos casos decimos que la sucesién es divergente.

Propiedades. Si existen lim,, o a, v lim,_ b, entonces:

v limy, o0 (an + by) = limy 500 @y + 1limy, s o0 by, salvo que aparezca la ‘indeterminacién’ co — 0o
(esto es, que uno de los limites a la derecha sea +00 y el otro —o0).

» SiceR, c#0, lim,o0(cay) = climy, o0 ay.
v limy, o0 (anbn) = (limy 00 ay) (limy,—so0 by), salvo que aparezca la ‘indeterminacién’ 0 - oo.

. G, lim;, o0 an . . . R 0 oo
s lim, ,oo — = —————, salvo que aparezcan las ‘indeterminaciones’ — o —.
by, limy, oo by 0 o

Mas propiedades:

» Si (a,) es creciente: a, < apy1 Vn, entonces existe lim,_,o a, y este limite es finito si la
sucesion estd acotada (esto es, IM € R tal que a, < M ¥n). En otro caso el limite es +o0.
(Analogamente para sucesiones decrecientes. )

= Teorema del Sandwich: Si existe ng € N tal que a, < ¢, < by, Vn > ng, y lim, 00 ap =
lim,, o b, = L, entonces lim,, o, ¢, = L.
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Ejemplo. La sucesion de Fibonacci (1202) es la sucesién definida mediante:
a=1, a1=1, ap=0a,_1+an_2oVn>2.

Sus primeros términos son
1,1,2,3,5,8,13,21,...

Consideramos las nuevas sucesiones:

a
bp = a721 — Gp4+10n-—1, Cn = = , n>1
an-—1
Los primeros términos de ¢, son:
35 8 13
132757575,§a"'
Setieneb; =1-2=-1y
2 2
bn+1 = Qpyq — Op420n = an+1(an + an—l) - (an—H + an)an = Ap410n—-1 — Ay = _bna

luego
b, =(—1)" VneN,

que no es convergente (no tiene limite), oscilando entre 1 y —1. Ademas,

1

_ Gn41 an  —by, (=1t 0

Cn41 — Cp = - = = — U,
Qan Gn—1 GnGn—1 anln—1

y también

(=12 (=)™t [< 0 sin es par,
Cn+2 — Cp = Cp42 — Cn41 + Cpyl — Cp = +

Ap+10n anQp—1 >0 sin esimpar.

Por tanto, la sucesién (c2,,) es decreciente, la sucesién (cgn,—1) es creciente, luego ambas tienen
limite, y la distancia entre pares e impares tiende a 0. Deducimos que tanto pares como impares
convergen al mismo limite, luego existe L = lim, . ¢y,.

Ademés, de a1 = ay, + an—1 deducimos ¢, 11 = 1+ —. Al tomar limites obtenemos L = 1+ 7
Cn
1++5
2

durea y aparece con frecuencia en el arte.

y concluimos que L = ~ 1’61803.., pues L es positivo. Este niimero L se conoce como razdén

n
. , . . ., 00
Ejemplo. Calculemos lim,,_, - donde aparece la indeterminacién —. Para ello notemos que
n! 00

para todo n > 5:

55 5 5555 55t
nl nn—1 4321~ n4l
Asi, para todo n > 5,
5" 5 625
0< — < — ,
“—nl T n 24

5TL
y por el Teorema del Sandwich, lim,, o, — = 0.
n
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§4. Limites de funciones

Dada una funcién f : I — R y un punto ¢ que o bien estd en I o es un punto frontera de I,
decimos que el limite de f cuando z tiende hacia ¢ es L si f(x) se acerca a L cuando z se acerca a
¢ (siendo siempre x # c).

Escribiremos lim,_,. f(z) = L o f(x) —7 L.

Formalmente, esto se concreta asi:

lim, . f(z) = L € R si, para todo intervalo .J alrededor de L, existe un intervalo J alrededor

de c tal que f(x) € J Vx € JNI\{c}; equivalentemente si Ve > 0 35 > 0 tal que |f(z)—L| < €
si0<|z—c/<0,zel

lim,_,. f(x) = +oo (respectivamente —oco) si VM > 0 3§ > 0 tal que f(z) > M (resp.
flz) < —M)si0<|z—c|<d,zel

limg 400 f(z) = L si Ve > 0 IM > 0 tal que |f(x) — L| < € para todo x € I con x > M (o
x < —M).

limg 400 f(z) = £00 si ... (jejerciciol)

Propiedades.

» lim, . f(z) = L (c y L pueden ser £00) si para toda sucesion (z,) con z,, € I\ {c} Vn) tal
que x, — ¢ se tiene f(x,) — L.

» Si existen los limites limy . f(z) y lim,—. g(x) y a € R, entonces:

o lim,caf(x) =alim,,. f(z),

o lim, o (f(x)+ g(z)) = limgy_. f(x) + lim,—, g(x) (salvo la indeterminacién co — co),

limg . (f(x)g(x)) = limgy—. f(x) limgz—. g(z) (salvo 0 - c0),
flx)  limg . f(x)

g(x) o limg . g(x)

é\
8
¢

(salvo § 0 2).

» Teorema del Sandwich: Si existe § > 0 tal que f(z) < h(z) < g(x)Vx € [ con0 < |z —¢| <
0y limg. f(x) = limy—,. g(x) = L, entonces lim,_,. h(x) = L.
Ejemplo. Consideremos la funcion:
f:(0,400) — R

™
T — sen —.
T

1 1
Notemos que — — 0, y f () = sen(nm) = 0 — 0. Sin embargo — 0 también, pero
n n

2 T
f(4n+1> Sen<(”+ )2> Y an+3

—1 — —1. Concluimos que no existe lim,_,o f(z).

dn +1
2

—>0yf<4n+3> =Sen<(4n+3)g> -
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En este caso, al tender = hacia 0, f(x) oscila cada vez méas deprisa entre —1 y 1:

También podemos hablar de limites por la derecha o por la izquierda:
» lim, .+ f(x) = L si Ve >0 35 >0 tal que |f(z) — L| < e Vz € (¢,c+ 9),
» lim, . f(x) =L siVe>035 >0 tal que |f(x) — L| <eVz € (c—6,c),

y de modo parecido si L = £o0.
Si ¢ es un punto interior de I, para que exista lim,_,. f(x) han de existir los dos limites laterales

lim, .+ f(z) y lim,_,.- f(x) y ser iguales.

§5. Continuidad

Dada una funcién f : I — R y un punto c,

» f se dice continua en csic € Iy lim,_,. f(x) = f(c) (esto es, existe el limite y coincide con
el valor f(c)).

s f se dice discontinua en c en otro caso.

En el caso en que f sea discontinua en ¢ pero exista lim,_,. f(x) y sea finito, se dice que la
discontinuidad es evitable pues podemos redefinir f(c) como el valor del limite.

s Una funcion se dice continua si lo es en todo su dominio de definicion.
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Ejemplo. La funcién

[0,400) — R
x+— |x] (parte entera de x),

es discontinua en los nimeros naturales, pues lim,_,,- |z] =n — 1 # n =lim,_,,,+|x].
. 7T . .
= Las funciones cotgx, sen — son discontinuas en z = 0.
T

s La funcion

R\ {0} — R
sen x
)
x
. , sen x
verifica lim,_,q = 1. En efecto,
sen x
tgxr =
sen x| cosx
1 Ccos T i1

para valores de x pequenos y positivos, el dngulo (medido en radianes), su seno y tangente,
satisfacen

senzx <x < tgx
de donde obtenemos

senx

cosxt < <1

)

X

que vale también para dngulos negativos (pequenos) por ser cosz par y senx y - impares.
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Como lim,_,gcosz = 1E] deducimos, por el Teorema del Sandwich,

., senx
lim =1
z—0 X

Y

esto es, la discontinuidad en 0 es evitable y podemos redefinir f, convirtiéndola en una funcién

continua:
f:R— R
Sen six #0,
xT — x
1 six=0.
Propiedades.

= Una funcién f: I — R es continua en ¢ € [ si para toda sucesién (xn) en I con x,, — ¢ se
tiene f(z,) — f(c).

= La suma, resta, producto y cociente de funciones continuas son continuas, salvo en los ‘ceros
del denominador’.

» Las funciones polinomiales, racionales, exponenciales, logaritmicas, trigonométricas y trigo-
nométricas hiperbdlicas son continuas en sus dominios.

» La composicién de funciones continuas es continua, esto es, si g(z) es continua en cy f(z) es
continua en g(c), entonces f o g(x) es continua en c:

9(x) —= glo), fly) —= f(9(c)) = fl9(x)) —= f(g(c)).

T—C y—g(c) T—C

» Teorema de Bolzano (o del valor intermedio): Si f : [a,b] — R es continua y L € R verifica
que f(a) < L < f(b), o f(a) > L > f(b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = L.

Ejemplo. Aproximemos la raiz del polinomio f(x) = 23 + 3z + 2.

F(0)=2>0, f(-1)=-1-3+2=-2<0,

luego f(x) tiene un cero entre —1 y 0 por el Teorema de Bolzano. Ahora,
-1 1 3
— )| =—=—==+2>0
f( 2 ) 8 2 +2=0

-1
luego f(x) tiene un cero entre —1 y 50

2Para x pequefio, 1 — |z| < cosz < 1.
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§ 6. Derivabilidad
La razén de cambio de una funcién f : I — R entre los puntos ¢ y ¢+ h es

flet+h) = fle)
h

y esta razén de cambio nos da la tangente del angulo que forma la recta secante a la grafica de f
en los puntos (¢, f(¢)) y (¢+ h, f(c+ h)) con el eje de las abscisas.

y = f(x)

recta secante

e+ )= 10

é cjth

La derivada de f en c es la razon instantinea de cambio:

oy Fet ) @) @)~ S
flo)y =i = = =i
que también se denota por %(C) o % . (f)-

Este limite puede no existir. Si existe y es # 400, decimos que f es derivable en c. En este caso
f'(c) es la tangente del dngulo que forma la recta tangente (limite de las secantes) a la grafica en
el punto (¢, f(c)) con el eje de las abscisas. Dicha recta tangente tiene, por tanto, como ecuacion:

La funcién f se dice derivable si lo es en todos los puntos de su dominio.

Si f : I — R es derivable en todos los puntos de un subintervalo I C I, entonces consideraremos
la funcién derivada f’ : I — R. Esta funcién puede ser a su vez derivable en un subintervalo,
pudiendo considerar las derivadas sucesivas f2 = f". fG) = (f(2))/,
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Propiedades.

» Si f es derivable en ¢, f es continua en c. En efecto,

fz) = f(c)

r —cC

lim f(z) = lim (

Tr—cC Tr—cC

() + f<c>) — (o),

pues

lim (M(x — c)> _ i L8 () lim (z — ¢) = f'(¢) -0 = 0.

a—c T —c ze  x—c  aoe
= Si fy g son derivables en z y a € R:

e af es derivable en z y (af) (z) = af'(z),

o f+gesderivableen z y (f —|—g)/(ac) = f'(z) + ¢ (),

e fg es derivable en z y (fg),(x) = f'(x)g(z) + f(z)d'(x), ya que

i F@ Wy + 1)~ F@)g(a)

h—0 h
= gy (PRI gy p o P — rayg0) + 01/ o)

o Sig(z) # 0, entonces g es derivable en x y (;)/ (z) = f(x)g(

» Regla de la cadena: Si f es derivable en g(x) y g es derivable en x, entonces la composicién
fogesderivable en z y (fog)(z) = f'(9(x))d ().
En efecto, se tiene

i L 9@) = flole) () 1) = 9(0)

Tr—cC xr—C r—cC xr—C

donde la funcién ¢, definida en un intervalo alrededor de ¢ y continua en ¢, viene dada por

flg(x)) = fg(c))

o) =1 o) gl IO
f'(g(0)) si g(z) = g(c),
luego
i TV o 0)0) = (gl (o)

Tr—cC xr—C

Las derivadas de las funciones méas usadas aparecen en el Cuadro
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Cuadro 2.1: Tabla de derivadas

flz) =k F(w) =0

fla) =z F@) =1

fla) = 2 fl(@) =az', a e R
f(@) = ne flw) =~

f@) =lgr | fla)=

fla)= e F@) = e

f(z) = a f(z) = a®Ina

f(z) =cosx f'(x) = —senx
f@)=ter | f@) =g =1ttes
f(z) = arcsenx fl(z) = \/11_7
] 1
f(x) = arccosz fl(z) = i
f)=mctgr | f@) =
f(z) =senhx f(x) = coshz
f(z) = coshz f'(x) =senhx
f(z) = tanhz fl(x) = 12 =1 —tanh?2
cosh” x
N 1
f(z) = arcsenhx | f'(z) = i
f(z) = argcoshx | f/'(z) = 21
e —1
f(o) = argtghe | fix) =

21
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§ 7. Crecimiento y concavidad

7.1. Extremos

Dada una funcién f : I — Ry un punto ¢ € I, se dice que f tiene un maximo (respectivamente
minimo) absoluto en ¢ si f(c¢) > f(x) (resp. f(¢) < f(z)) para todo x € I.

Proposicién. Toda funcion continua f : [a,b] = R (a,b € R) tiene mdzimos y minimos absolutos.

Una funcién f: I — R tiene un maximo (respectivamente minimo) relativo en c si existe
0 > 0 tal que f(c) > f(x) (resp. f(c) < f(x)) para todo x € I N (c—d,c+9).

Proposicién. Si f tiene un extremo (mdximo o minimo) relativo en un punto interior ¢ de I y
es derivable en ¢, entonces f'(c) = 0.

f(x) — (o)
T —c
¢y <0 ala derecha de ¢, luego si existe el limite f’(c), debe de ser igual a 0.

En efecto, si f tiene un méaximo relativo en ¢, la razén de cambio es > 0 a la izquierda de

Atencién: Un punto interior ¢ con f'(¢) = 0 (punto critico) no es necesariamente un extremo
relativo.

7.2. Teorema del Valor Medio

Teorema (Rolle). Sea f : [a,b] — R una funcion continua en [a,b] y derivable en (a,b) y tal que
f(a) = f(b). Entonces existe un ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Si f es constante, entonces f’(z) = 0 para todo x. En otro caso f tiene un méximo y minimo absolutos
distintos, y al menos uno de ellos es un punto interior. Ahora basta aplicar el resultado anterior.

Teorema (del Valor Medio (TVM)). Sean f,g : [a,b] — R dos funciones continuas en [a,b] y
derivables en (a,b). Entonces eziste un c € (a,b) tal que

Basta considerar la funcién H(z) = f(x)(g(b) —g(a)) —g(z)(f(b)— f(a)), que verifica H(a) = f(a)g(b)—
g(a)f(b) = H(b) y aplicar el Teorema de Rolle.

En particular, si f : [a,b] — R es continua en [a,b] y derivable en (a,b), entonces existe un
¢ € (a,b) tal que
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esto es, la recta tangente en c es paralela a la recta secante en a y b.

tangente

secante

7.3. Regla de L’Hopital

23

Esta regla es consecuencia del Teorema del Valor Medio y es una herramienta muy ttil para el

calculo de limites indeterminados de cocientes.

Sean f,g: I — R dos funciones derivables en un intervalo abierto I. Sea a un punto que es

interior o frontera de I, incluyendo la posibilidad a = +00, con

lim f(z) = lim g(x) =0 0 % co.

r—a r—a

Entonces, si existe
/
x
lim f'(z)

T—a g’(g;)

y existe un entorn(ﬂ J de a donde ¢'(z) # 0 Va # x € J N1, se tiene también

lim f(@) =1L
T—ra g(gj)
Ejemplos.
s lim, o ST lim, g €8T _ . (Indeterminacién %.)

Escribiremos senx ~ x si x — 0 y diremos que sen z es equivalente a x si x — 0.

3J = (a—6,a+6) para algiin § > 0 si a # +00, y J = (r, +00) (resp. (—o0,r)) para algiin r € R si a = +oco (resp.

a = —00).
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Si tenemos un limite de la forma lim, ,q(sen f(x))g(z), y sabemos que lim,,, f(z) = 0,
entonces
ti (en (@) a(e) = I, ““5 6 f(a)ote) = Jim fe)ote)
sen f(x)
f(x)

ya que lim, ., = 1. Esto es, podemos sustituir sen f(x) por f(z) jcuando aparece

como factor!

i 1—cosa:_1, senz 1 | T 1—cosx P z?
s lim, .o = = lim,_,q o 2 uego lim,_ .o T/2 = 1. Por tanto 1 — cosx ~ 5

sizx—0

Anélogamente se tiene, si x — 0,

x ~arcsenx ~ tgxr ~ In(l 4+ z) ~e* — 1.
Inxz 1/x
v im0 — = limy— 400 { = 0. (Indeterminacién 2.)
T

) . Inx ] 1/x ) L

v lim, o+ zlnz = lim, o+ s = lim,_,o+ Ty = lim, ,g+(—z) = 0. (Indeterminacién

0-00.)

» lim, o+ 2% = lm, o+ exp(Ina®) = exp (lim, _,g+ zInz) = exp(0) = 1. Aqui hemos utilizado
que exp es continua. (Indeterminacién 0°.)

sen T

1z In(senx/x
s lim, .o ( ) = exp (h’mw_m (a:/)) y de este modo transformamos la indetermi-

nacién 1°° en una indeterminacién %. Ahoraﬂ

1
In(sen z/x In(senz) — In(z SOSL _ = T COST — Sen
lim 7( /2) = lim ( ) (z) = lim =L % — Jjijp ———————
z—0 T z—0 T z—0 1 z—0 Tsenx
. TCoST —senw .
= lim —————— utilizando senz ~
z—0 x
, COST —xsenx —Cosx , —XrSsenx
= lim = lim ——— = 0.
z—0 2x z—0 2z
B senz\Y*
luego lim,_.q =exp(0) = 1.
4 Alternativamente, usando la equivalencia In(1+x) ~ 2 si £ — 0, podemos sustituir In 2% por 2% — 1y calcular

senz _ |

lim, o
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7.4. Crecimiento

Una funcién f : [a,b] — R se dice creciente (resp. decreciente) si para cualesquiera x,z2 €
[a,b] con x1 < x9 se tiene f(x1) < f(z2) (resp. f(z1) > f(x2)).

Si esta ultima desigualdad es estricta, diremos que f es estrictamente creciente (resp. es-
trictamente decreciente).

Si f es continua en [a,b] y derivable en (a,b), entonces f es creciente (resp. decreciente) si y
solo si f'(z) > 0 (resp. f'(x) <0) Va € (a,b). (Esto es consecuencia del Teorema del Valor Medio.)

7.5. Concavidad

Una funcién f : [a,b] — R se dice cOdncava (resp. convexa) si V1 < z3 en [a, b], la grafica
de f estd por encima (resp. por debajo) del segmento que une (x1, f(z1)) y (22, f(x2)). Asi, f es
concava si Yy < xg2 en [a,b] se tiene

f(@1+t(xe —21)) > fl@) +t(f(x2) — f(x1)) YO<t<1,

esto es,
F((1=t)z +tz) > (1 —t)f(z1) +tf(z2) VO<t<1.

secante

a 1 A -tz +teze T2 b

Asi, si f es concava y a < x1 < x2 < b tenemos

f(o1 + (@2 —21)) — f(21)

t(xg — 1‘1)

(w2 = 21) > f(22) — f(22).
Si f es derivable en x1, haciendo el limite con ¢ — 0 nos queda (h = t(xy — x1))

fl(@1)(xg — x1) > f(x2) — f(21),

luego

f@2) < fz1) + f'(21) (22 — 21),
y de hecho la desigualdad es estricta, pues la tangente en z; no coincide con la secante. De modo
analogo, si f es derivable en x5, cambiando ¢ por 1 — ¢, se tiene f(x1) < f(z2) + f/'(z2)(x1 — z2).
Por tanto,
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La grifica de una funcion concava derivable estd por debajo de las rectas tangentesﬁ

Si la funcién f : [a,b] — R es continua en [a,b] y derivable en (a,b), entonces f es céncava
(resp. convexa) si y solo si f’ es estrictamente decreciente (resp. creciente) en (a,b).

Si f es dos veces derivable en (a,b) y f”(x) < 0 (resp. f”(x) > 0) V& € (a,b), entonces [ es
concava (resp. convexa).

Dada una funcién f : [a,b] — R, un punto ¢ € (a,b) se dice punto de inflexién de f si
36 > 0 tal que f es céncava en [c — 0, ¢| y convexa en [c, ¢+ 4], o al revés.
Si f es dos veces derivable en un punto de inflexién ¢, entonces f”(c) = 0.

Proposicién. Sea f : [a,b] — R una funcion continua en [a,b] y dos veces derivable en (a,b), y
sea ¢ € (a,b).
Si f'(c) =0y f"(c) <0 (resp. f"(c) >0), entonces ¢ es un mdzimo (resp. minimo) relativo de

f.

A modo de resumen:

» Si f/(z) > 0 (resp. f'(x) < 0) Vz € (a,b), entonces f es creciente (resp. decreciente) en
[a,0].

Si f"(x) > 0 (resp. f(x) <0) Va € (a,b), entonces f es convexa (resp. concava) en [a, b].

Si f/(¢) = 0 para algin ¢ € (a,b), ¢ es candidato a ser extremo relativo. Si ademds f”(c) > 0
(resp. f”(c) < 0), entonces ¢ es un minimo (resp. maximo) relativo.

Si f”(¢) = 0 para algtn ¢ € (a,b), ¢ es candidato a ser un punto de inflexién.

7.6. Ejemplos

2z
Ej lo. = — R.
jemplo. f(z) = {5 ¢ €
Esta funcién es impar (f(—z) = —f(z) Vo € R), luego bastaria estudiarla en el intervalo

[0, +00).

by 200+ 2% — (22)2 2(1—2?)
fi(z) = (1+22)2 - (14 22)2’

5Y al revés, si la grafica de f estd por debajo de las rectas tangentes, para todo o # 1 en [a,b] y 0 <t <1, sea
xt = (1 — t)wo + tx1. Entonces f(zo) < f(xt) + f'(x) (o — x4) y f(w1) < fxt) + f(2e)(x1 — x1), pues tanto f(zo)
como f(z1) estdn por debajo de la recta tangente a f en x:. De aqui deducimos

(1 =) f(xo) + tf (1) < flze) + [ () (1 = £) (w0 — 4) + t(w1 — 24)) = f(=1),

luego obtenemos
(1= 1) f(w0) +tf(@r) < F((1 =)o + ta:)

v f es céncava.
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luego
<0 en (—oo,—1), f decrece,
=0 en —1, minimo relativo,
f'(z)es { >0 en (—1,1), f crece,
=0 en 1, maximo relativo,
<0 en (1,400) f decrece.
Ademas,

2 2 0
lim 7x2: lim 176 =—=0.
z—+o00 1 +x z—+00 o2 +1 0+1

Decimos entonces que y = 0 es una asintota horizontal.

—2z(1 +2?)? — (1 — 2?)dx(1 + 2?) 4

—z(1 + 2?) — 22(1 — 2?) _ —4x(3 — 2?)

1"

fi) =2 (1+ 22)* - (1 +22)
asi,
<0 en (—00,—/3) (concava),
=0 en —/3 (punto de inflexién),
>0 en (—/3,0) (convexa),
f"(z) es { =0 en 0 (punto de inflexién),
<0 en (0,/3) (concava),
=0 en /3 (punto de inflexién),
>0 en (v/3,00) (convexa).

(1+22)3

-3 —1 1 V3

El punto —1 es el minimo absoluto de f y 1 es el maximo absoluto.

1
Ejemplo. f:(0,+o0) — R, f(z) = %

Estudiamos primero su comportamiento en los ‘extremos’: al tender z a 0 y a 4o0:

1
lim — = lim —lnz = —o0,
z—0t T z—0t T

27
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luego x = 0 es una asintota vertical. Ademas,

Inz
lim — =0
r—+oco I

(basta aplicar la Regla de L’Hopital, pero se obtiene también por el Teorema del Sandwich teniendo

Inx 1
en cuenta que ¥ > x2 Vo > 0, luego Inz < /2y 0 < —= < —=) y, por tanto, y = 0 es una
x

SV

asintota horizontal.

Ahora,
l—Inz
fl(x) = 22
luego
>0 en (0,e) (creciente),
f'(z) es ¢ =0 en e (maximo global),
<0 en (e,+00) (decrece).
Ademas,
—3+2nx
ey = 220,
y, por tanto,

<0 en (0,e%?) (concava),
f"(z) es {=0 en €¥? (punto de inflexién),

>0 en (2, 400) (convexa).

1 é 63;/2

Nota. En ocasiones aparecen asintotas oblicuas: la recta y = ax +b (a # 0) es asintota oblicua de
la funcién f(z) si

lim (f(x) = (az +b)) =0.

r—F00



§7 CRECIMIENTO Y CONCAVIDAD

f(x)

Esto fuerza a = lim; 400 ——= y b = limg_ 40 (f(w) — a:c).
z
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Capitulo 3

Aproximacion lineal y polinémica

§1. Aproximacion lineal

1.1. Recta tangente

Si f: I — R es una funcién definida en un intervalo I y derivable en un punto a interior de
I, la recta tangente a la grafica de f en el punto (a, f(a)) es la recta de ecuacién

y=fla) + f(a)(x —a).
f(z) = fa) = f(a)(z — a)

Tr—a

e(z) = f(x) = f(a) = f'(a)(x — a)

cometido al aproximar f(z) por f(a)+ f'(a)(x —a) es pequefio comparado con x — a cuando x estd
préximo al punto a:

=0, el error

Como lim,_,,

TGO

r—axr —Q

=0.

Si f es derivable dos veces en el interior de I y b € I, por el Teorema del Valor Medio existe ¢
entre a y b tal que

c0) = £0) - fa) - F@0 - a) = Db a2

En efecto, sea
F(z) = f(b) = f(z) = f'(@)(b—=z) v Gla)=(b-2).
Se tiene F(b) = G(b) = 0, luego por el Teorema del Valor Medio
Flo) _F(b)—Fla) _F'(c) _—f"()b—c)
G(a) G(b)—G(a) G'(c¢) —2(b—c¢)

para un c entre a y b. Asi obtenemos

e(b) = F(a) = @(b —a)

31
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f(x) — f(a)

r—a

Si f no es derivable pero si continua en a y lim,_, = Zo00, entonces la recta

tangente es vertical: x = a.

1.2. Método de Newton (o de las tangentes)

No siempre es posible resolver de forma exacta ecuaciones de la forma

pero es suficiente encontrar buenas aproximaciones a las soluciones.

Sea f : I — R derivable en el intervalo I, sea xy una primera aproximacién a una solucién de
la ecuacién f(x) = 0. El Método de Newton obtiene una solucién aproximada mediante la siguiente
iteracion:

Tn41 ‘= Tn — f/(lt )
n

Esto es, x,41 es el punto de corte de la recta tangente a f en x,, con el eje OX.

n+1 Tn
y=[f(z)
recta tangente
Bajo determinadas condiciones, la sucesiéon (x,) converge a una solucién de f(x) = 0 con

convergencia muy rapida.

Ejemplo. Sea f(z) = 22 —3 y 1o = 2 (nuestra primera aproximacién a v/3). El método de Newton
nos da el esquema iterativo

2
-3 3
xn-&-l:xn_xn :@4‘7, n=0,1,2,...

2z, 2 2z,
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Los primeros términos son:

= 1,75,

=1,7321479.. jjerror < 10~4!

§ 2. Aproximaciéon polinomial

2.1. Interpolacion

Si (ag,bo), - -, (@n,by) son n + 1 puntos en R? con los a;’s distintos, existe un tinico polinomio
p(x) de grado < n tal que p(ag) = bg, p(ar) = by, ..., p(an) = by. Dicho polinomio se llama
polinomio de interpolacion.

En efecto, Vj = 0,...,n, consideremos el polinomio de grado n:
T —a
hj(z) = H a — al
i#j !

que verifica

Asi el polinomio

tiene grado < n y verifica p(a;) = b;, Vj =0,1,...,n.

Ademas, si p(x) y q(x) son dos polinomios de grado < n con p(a;) = b; = q(a;) Vj =0,1,...,n,
entonces su diferencia d(x) = p(z) — g(z) tiene grado < n y, al menos, n+ 1 raices, ya que d(a;) =0
Vj. Por tanto d(z) = 0.

2.2. Polinomio de Taylor

Dado un polinomio p(z) = ap + a1z + -+ - + apz™ (n € N, ag,...,a, € R), y un ntmero real
a € R, podemos expresar p(z) como combinacién de potencias de x — a:

p(z) =ap+ a1 ((z —a) + a) + az((z — a) —i—a)2 +tan((z—a)+a)”
desarrollamos los binomios ...

=bo+bi(x—a) +by(x—a)+ -+ by(x—a)"
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En esta situacion

bo = p(a), P (@) = b1+ 2ba(z — a) + -+ +nby(z — a)" 7,
b1 = p(a), p"(z) =2by +3-2b3(x —a) + - - +n(n — Db, (z — a)" 2,
1
b2 = 5]0//(@)7
Obtenemos m)
bmzm Ym=0,1,...,n.
m!

Si f: I — R es una funcién derivable n veces en a € I (luego f ha de ser derivable n — 1 veces
en un entorno (a —d,a+9)), se llama Polinomio de Taylor de grado n de f(x) en a al polinomio:

"),

5 (x—a)?+--+

P(z) := f(a) + f'(a)(z — a) +

£ (a)

n!

(x —a)".

Esto es, P,(x) es el polinomio de grado < n tal que " (a) = PT(Lm)(a), Ym=0,1,...,n.

Nota. P;(z) nos da la recta tangente a f(z) en el punto a.

Ejemplo. f(z)=¢€", a =0, entonces

2 n n 7

x x x
Pn(:r):1+x+§+---+ﬁzaﬁ.
1=
La diferencia (o “error”)
Ry (z) == f(z) — Pa(x)
se dice Resto de Taylor, y la expresiéon
f(x) = Po(z) + Rn(x)
se dice Férmula de Taylor.
Propiedades.
- P R
s limg M = lim,_q n($)n = 0, luego R,(x) es “pequeno” comparado con

(z —a)

(@ —a)

(x —a)™ en las cercanias de a. De hecho, P, (z) es el tnico polinomio de grado < n con esta

propiedad.

Para probar esta propiedad basta aplicar la regla de L’Hopital reiteradamente.
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= Si f es derivable n veces con derivadas continuas en I y existe la derivada f("*1) en el interior
de I,y a,b € I, entonces existe c entre a y b tal que

f("+1)(c)
(n+1)!

Esto es consecuencia del Teorema del Valor Medio.

Rn(b) = (b—a)"t

Ejemplos. » f(x)=senz,a=0yn=38. Como f'(z) =cosz, f(x) = —senz, ..., se tiene:
3 5 7
x® oz x
Pg(l’)_l‘—y"‘a—?
Ademaés Rg(z) = C(;S'Ca;g, con c entre 0 y x, luego
2
|senz — Ps(z)| = |Rs(z)| < o
En general,
I S gt
Pony1(x) = Ponyo(z) =7 — a%—a—ﬁ—i——---%—(—l) ont 1)
» f(x) =cosx:
R a2
Pzn(x):P2n+1(.fC) 1—54-1—4‘”'4-(—1) (2’0)'

» f(z) = (1 + ). En este caso, definiendo los nimeros combinatorios generalizados

<a> ala=1)---(a—n+1)

n n! ’

Pp(x) =14 ax + <Z>m2+---+ (2)1:”

Polinomio de Taylor, maximos, minimos, concavidad.

se tiene

Si f: I — R es una funciéon n + 1 veces derivable en un entorno de un punto interior a € I,
con derivadas continuas. Entonces

= Sinesimpar, f(a) =0Vi=1,...,ny f®D(a) > 0 (resp. f™*t)(a) < 0), entonces f
tiene un minimo (resp. maximo) relatlvo en a.

En efecto, si f(®™(a) > 0, por continuidad existe un entorno (a — d,a + §) con f*+Y(z) > 0
Vz € (a — d,a + 0), luego la férmula de Taylor nos da

()
(n+1)!
con centre a y x. Asi, f(z) > f(a) Ya #z € (a — d,a + 9).

f@) = fla) + T——=

(z —a)
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= Sinesvpar, fD(a) =0Vi=2,...,ny f"D(a) # 0, entonces a es un punto de inflexién,
pues en un entorno de a

f(n+1)(c)

(n - 1)! (x _ a)n—i—l

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a) +

luego la diferencia entre f(z)— (f(a) + f'(a)(x — a)) (diferencia entre la grafica y la tangente
en el punto a) cambia de signo al pasar de x < a a x > a.

= Sin esimpar, fD(a) =0Vi=2,...,ny f"(a) > 0 (resp. f"*V(a) < 0), entonces f es
convexa (resp. céncava) en el punto a.

Ejercicio. La funcién f: (0,2) — R es 5 veces derivable con derivadas continuas y verifica

f)y =3, fQ)=f"1)=f"Q)=fDa)=0, o) >0

Tiene f un maximo o minimo relativo en 17

§3. Series de Taylor

3.1. Series

Nos planteamos aqui qué se entiende por la suma de los elementos de una sucesién.

Dada una sucesién (a,) en R, se llama serie asociada a esta sucesion a la nueva sucesion

neN
(sn) (Namada sucesién de sumas parciales) con

Sp=a1+ -+ ap

para todo n € N. Esta serie se denota > 2, a, (0 > o2;an si comenzamos con una sucesion
(an)nzo)'

» La serie ) o2, a, se dice convergente si existe el limite lim,_,o $p,. Si este limite es L,
escribimos > 07 ap = L.

» La serie ) 2 ay se dice divergente si lim,,_, s, = £00, y escribimos entonces > 2 a, =
+o0.

» La serie > o2 a, se dice oscilante si no existe lim,_, o sp.

Si una serie Y o a, es convergente, entonces necesariamente lim, .o, a, = 0 (ya que a, =
Sp — Sp—1 Vn > 2).
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Ejemplo. (Series geométricas). Dado un niimero real r € R, consideramos la serie Y o> r". Si
r = 1 la serie diverge, y si r # 1 se tiene:

1
— si|r] < 1,
1_7~"+1 n—oo | —rp
Ifrdrm=— i sir>1,
1—17r n—o0

no tiene limite sir < —1.
En particular,

> 1
g = — si|r] < 1.
r

3.2. Series de Taylor

Sea f: I — R una funcién continua e indefinidamente derivable en el interior de I. Sea a un
punto interior de I.

La serie de Taylor de f en a es la serie

n:

o £(n) (g
Zf '( )(x_a)n
n=0

(jpara cada z se tiene una serie!)
La suma parcial n-ésima

o .
f ( )(x—a)Z:Pn(x)

n
|
i—0 v

es el polinomio de Taylor de f en a de grado n. Por tanto la serie de Taylor no es méas que el limite
de los polinomios de Taylor:

£ (g
Z / '( )(x —a)" = lim P,(z).
n=0

n! n—o0

Proposicién. Si existe M > 0 tal que Vn € N y Vax € I se tiene | (x)| < M, entonces Vo € T
se tiene que la serie de Taylor de f en a coincide con f:

para todo x € I.

En efecto, el resto de Taylor satisface

Ry = L2

M|z — a|"!
(n+1)!

n+1
- < 0
‘(ﬂ CL‘ (n_|_ 1)' n—oo
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luego se tiene

© 4(n) (g
S L0 0oy =t P = i (f() - Ru@) = F@) ~ lim Ra(e) = f(z).
n=0 :

Ejemplos.

= e” estd acotada en todo intervalo finito, luego para todo x se tiene:

oo :Bn
T _ -
- Z n!
n=0
00 .’E2n+1 o0 xQn
_ _1)» — _1)»
" senz = z_:( 1) e cosT = 2_:( 1) ek vz € R.
n=0 n=0
= [«
v (14 2)* = Z ( )x", si |z| < 1. En otro caso la serie puede ser divergente u oscilante. En
n
n=0
particular,
1 oo
1 -1 _ — —1)"
()t = = 1)
n=0
si |z < 1.

3.3. Series de potencias (opcional)

Las series de la forma > 2 ja,z™ se dicen series de potencias.

Propiedades.

» Si Y % anx™ converge para x = b, entonces converge absolutamente en el intervalo (—b,b),
esto es, la serie de los valores absolutos Y,> (|anz"™| converge.

Esto se debe a que si ZZOZO a,b™ converge, entonces lim, . a,b” = 0, y la sucesién (a,b") estd
acotada: existe M > 0 tal que |a,b™| < M Vn. De aqui se obtiene

Soue € 3o 2] <2052
n=0 n=0 n=0

T
y la dltima serie es convergente (geométrica) si E’ < 1.
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= O bien 0% a,z™ sélo converge para z = 0 o existe R € RT U {400} tal que Y0 a,z™
converge en (—R, R) y no converge en R \ [—R, R]. La situacién para z = Ry * = —R hay
que estudiarla de modo separado. R se dice radio de convergencia de la serie.

= Si R es el radio de convergencia de Y o> ana™ y definimos f(x) := Y02 a,z™ para todo
x € (—R, R), entonces la funcién f es derivable indefinidamente en (—R, R), con f'(z) =
©  napx™ L.

En particular, la serie de Taylor de f(x) en = 0 es precisamente Y oo anz™, pues a, =

f™(a)

n!

para todo n € N.






Capitulo 4

Integracion en una variable

§1. Primitivas

Dadas dos funciones F, f : I — R, definidas en un intervalo I, si F'(z) = f(z) Va € I, decimos
que F' es una primitiva (o integral o antiderivada) de f.

Si G es otra primitiva de f, entonces G’'(z) — F'(x) = 0 Vz € I, luego G(z) = F(x) 4+ C, donde
C' es una constante. Escribiremos,

/f(x) dx = F(z) + C.

1.1. Lista de integrales elementales

r+1
1. /(:v—i—a)rdx:(%:—f)l—i—c,sir#—l
2./ dz =lnjz+a|+C
z+a

w

/exdx:em—l—(}'

e~

/cosa:d:vzsen:v+0

5. /senxd:c: —cosz +C

o

/coshxdx =genhx +C

7. /senhxd:n =coshx +C

®

/ d:g :/(1+tg2m)dx:tgx+6’
cos? x

41
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d
9./ :g =—ctgz+C
sen? x
dx 1 T+ a 1 T+a .
0. | o g+ O = et A Db 20

1. /de:1n|(x+a)2+r|+0
(x+a)2+r

2(x 4+ a) B 1/(1—n)
12. / Gt a2t @~ (ataf sl

+C,sin#1

d
13. /—len z+a+/(x+a)2+r+C
Vic+a)?+r
dx x z+a .
14. /—:arcsen + C = — arccos +D,sib>0
Vb2 — (x +a)?

d
15. /% =arctgx + C = —arcctgx + D (es un caso particular de )
x

dx
16. / ———— =argsenhz + C = In(x + V2?2 + 1) + C (caso particular de [13))
Vaz+1
dx
17. /7 =argcoshx +C =1n ’33 + Va2 — 1’ + C (caso particular de [13])
Va?z -1
18 / de e, +D( ticular de [14)
. | ——= =arcsenx = —arccos es un caso particular de
V1 — a2

1.2. Técnicas de integracion
Cambio de variable:

Si F es una primitiva de f: /f(t) dt = F(t) + C, por la regla de la cadena tenemos

y, por tanto,

[ #(9(a)g @) do = F(ga) + C.

Esto es, para calcular la integral /f(g(:n))g'(:v) dx, sustituimos t = g(z) y dt = ¢'(z) dx.
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Ejemplo. /4:U\/ 2?2+ ldx

» Elegimos una sustitucién adecuada t = g(z), en nuestro caso t = 22 + 1,

» calculamos dt = ¢/(x)dz:  dt = 2xdx,

= reescribimos en términos de ¢: / dev/x? 4+ 1dx = / 2V/t dt,
: 4 39
= calculamos la integral en ¢: 2/t dt = gt +C,

4 .
= cambiamos ¢ por su valor: /43:\/ 224+ ldx = g(xQ + 1)5/2 +C.

Integracién por partes:

Utilizando la derivada del producto:
(w(@)o(@)) = v (@)o(@) + u(@)v(2)

y escribiendo du = v/(z) dz y dv = v'(x) dz, obtenemos

/udv:uv—/vdu

Ejemplo. Con u(z) =z y v(z) = €* obtenemos:

/xexda::xex—/emdx:(a:—l)ex+0.

Integracion de funciones racionales:

x
Las funciones racionales son las que aparecen como cociente de polinomios: / fé; dzx, con f(x)
g(x

y g(x) polinomios con coeficientes reales.
Mediante el algoritmo de la divisién, dividimos f(x) por g(z), obteniendo f(z) = q(z)g(z)+r(zx),
con el grado de 7(x) menor que el de g(z). Asi

f(z) / r(z)
——dr= [ qlx)dx + / dx
/oo DI ] g
y el problema se reduce al caso en que el grado de f(z) es menor que el de g(z).
Factorizamos entonces el denominador:

g(@) = ale —a)* -+ (x — ap)™ (2% + brx + ) - (@ + bsx + )",

con b —4e; <0OVi=1,...,s.



44 CAPITULO 4. INTEGRACION EN UNA VARIABLE

= Si todos los factores tienen exponente 1, descomponemos en factores simples. Esto es, obte-
A, By,Cy, ..., B, Cs tales que

nemos A, ...,
f(l') Ay A, Bix + Cy Bgyx + Cs
S\ N > .
rT—ar x*+bix+c z2 4+ bsx + ¢4

g(x T —a
Las integrales que se obtienen son sencillas:

d
/ ’ =Injz - 2|+ C,
x—2

/ T+ 2 d / T+ 2 d
- dx = | ——dx
z? + 22 + 2 (ac+1)2
:1:+1
7(1
2/ x—i—l +/ w—i—l +1

= 51n((gc+ 12+ 1) +arctg(x + 1)+ C.

» Si hay factores con exponente > 1, utilizaremos el método de Hermite-Ostrogradsky

5a) gy _ 20 | [al@)
=g+ s

con
. (aj2 + bsx + cs)lrl,

kil . (x — aT)kT*l(x2 + b1z + cl)llf1 .

(= ap) (@ F b +er) - (22 bs 4 cs),

con el grado de p(z) menor que el de g(x) y el de ¢(z) menor que el de §(x). Calculamos los
coeficientes de p(z) y q(x) resolviendo la igualdad

flz) _ P (@)g(z) —p(2)g'(z) g
9(x) 9(x)? 9

De este modo pasamos al caso en el que los factores tienen exponente 1

()
(z)

Funciones trigonométricas:
1 / R(senx) cosx dx, donde R es una funcién racional. Se reduce a la integral de una funcién

racional con el cambio ¢t = sen x.

/ R(cosz)senx dz, donde R es una funcién racional. Se reduce a la integral de una funcién

racional con el cambio ¢ = cosz.
3. / R(tgx) dx, donde R es una funcién racional. Se reduce a la integral de una funcién racional
con el cambio t = tgx.
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4. / R(senx,cosx) dx, donde R es una funcién racional. Se reduce a la integral de una funcién

racional con el cambio

oz ge = 24t 1 2t
t—tg§, l’—m, COSIE—W, Senl’—m.

5. Los productos de funciones trigonométricas se pueden transformar en sumas, mediante las
férmulas siguiented!}

2senasenb = cos(a — b) — cos(a + b)
2cosacosb = cos(a — b) + cos(a + b)
2senacosb = sen(a — b) + sen(a + b)

. 1+ cos2a 1 — cos2a
En particular: cos? a = — g sen?a = — s
Algunas funciones irracionales:
1. / R(z, A #) dz, donde R es una funcién racional. Se reduce a la integral de una fun-

cién racional mediante el cambio z = t*, donde k es un comin multiplo de los denominadores
N,...,8.

b 1/n
2. / R <x, <a$i d) ) dx, donde R es una funcién racional. Se reduce a la integral de una
cx

z+b
cr+d

funcién racional con el cambio ="

d
3. / Y Sia=0ecsinmediata. Y si a # 0 también, ya que
ax? 4+ bxr + ¢
dx

/\/JTH_/\/G(I

2
b b2
+7) T 5

x
4. / ———=———duz, donde P es un polinomio. Se hallan una constante K y un polinomio
vaz? +bx + ¢

Q, de grado menor que P, tales que

x)Vax? +bx+c—{—K/

/ dzr
\/ax2+bx+c Var2 +br + ¢

dx 1
5. / . Se hace el cambio z — u = — y se reduce a una de las anteriores.
x—u)m t

Vax? +bx +c

!Estas férmulas se obtienen ficilmente usando nimeros complejos.
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/ R(:U, a? — (z + b)2) dz, donde R es una funcién racional. Se reduce a la integral de una

funcién de tipo trigonométrico mediante uno de los dos cambios

z+b=acost 0 T+ b=asent.

. / R(a:, (x +b)2 — a2) dz, donde R es una funcién racional. Se reduce a la integral de una

funcién de tipo trigonométrico mediante uno de los dos cambios

a4 o) r+b= a

T+b= .
cost sent

. / R(w, a? + (z+ b)2) dz, donde R es una funcién racional. Se reduce a la integral de una

funcién de tipo trigonométrico mediante uno de los dos cambios

r+b=atgt 0 m+b:i.
tgt

. / R(a:, Var? + br + c) dx, donde R es una funcién racional. O bien se expresa como uno de

los tres tipos anteriores, o bien se reduce a la integral de una funcién racional mediante un
cambio de variable de Fuler:

a) Var?+bx+c=t+a/a,sia>0;
b) Var?+br+c=tx+./c, sic>0;
¢) Var? +bxr +c=t(x —u),si au® +bu+c=0.

Integral definida

El concepto de integral no surgié a partir del problema de calculo de primitivas, sino del
problema de calculo de areas, volimenes, ...

Sea f : [a,b] — R una funcién continua con f(z) > 0 Va € [a, b].

Podemos aproximar el drea bajo la grafica de f tomando particiones

P={a=xy<z1<22<...<20 =0}

y puntos ¢; € [z;—1, ;] Vi, y considerando sumas (llamadas Sumas de Riemann):

Sp=Y_ fle) (@ — zi1).
i=1
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O e e
a = xo Ti-1 cll T; b=axp

La norma de P es ||P|| = max{x; — z;—1:1 <i<n}.

Al tomar particiones cada vez “mas finas” (esto es, cuya norma es cada vez mas pequena), las
sumas Sp convergen hacia el area bajo la grafica de f.

Una funcién arbitraria f : [a,b] — R se dice integrable si existe el h'miteE] de sus sumas de
Riemann al hacer la norma de las particiones tender a 0. Dicho limite se dice integral definida

de f y se denota:
b

Las funciones continuas son siempre integrables.
Por convenio,

a b a
/ f(x)dac:f/ f(x) dx, / fx)dz=0.
b a a
Algunas propiedades elementales son:
b b
/ kf(x) de = k:/ f(z)dz, (keR)
b ‘ b b
[ U@ +g@)do= [ f@yde+ [ gtw)do,
b c b
/ f(:):)d:r:/ f(m)d:v+/ f(z)dz, a<c<hb.
Teorema Fundamental del Célculo Integral. Si f : [a,b] — R es una funcidn continua, la
funcion

F:la,b] — R

v F(z) = / F(b) dt,

a

2Estos limites se definen de una manera muy precisa.
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es una primitiva de f.
St G es cualquier primitiva de f, entonces

b b
th@ﬁﬁz[G@ﬂg:(X@—G@)

x+h x+h
En efecto, F(x+h)— F(z) = / f(t)dt, y al hacer h pequeno, el valor de / f(t) dt tiende

T

hacia f(x)h, luego

Fl(z) = }ng%) F(:B—i—hf)b— F(x)

= f(x).

Si G(x) es una primitiva cualquiera de f(x), entonces G(z) = F(z)+C, luego G(a) = F(a)+C =
0+C=Cy

/%@ﬁ:p@za@—czmm—a@

Cambio de variables. Para integrales definidas, el cambio t = g(x) queda asi:

Notemos que si F' es primitiva de f, entonces F(g(x)) es primitiva de f(g(z))g’(z), luego ambos lados son
iguales a F(g(b)) — F(g(a)).

§ 3. Aplicaciones del calculo integral

Sean f,g : [a,b] — R dos funciones continuas.

3.1. Areas

El area de la region limitada por las graficas de f y ¢

viene dado por
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Ejemplo. El 4rea encerrada por la funcién (1 + cos?z)senx, 0 < < 27 y el eje OX es, por
simetria,

™ -1
2/ (1 + cos® z) senx dx = —2/ (1+t*)dt (cambio t = cosz)
0 1

1 341 16
=2 1+t)dt =2/t + —| = —.
,/_1( +1t9) [+3}—1 3

Ejemplo. El area encerrada por la gréﬁcaﬂ de ze ™, x € [0, +00) es

+oo +00 +o0
/ xe Tdx = [—:Ue_x}o + / e “dx (partes:u=x,v=—e ")
0 0

= —[(:L‘ + 1)6_31::00 =1.

3.2. Voltmenes de revolucién

Si hacemos girar el area determinada por la grafica de f alrededor del eje OX, el volumen

obtenido es el limite de las sumas
n

Y () (@i — wic),

=1

que son las sumas de Riemann de la funcién 7 f(x)2. Por tanto el volumen viene dado por

WLbf(x)Qdm.

Si0 < a < by giramos alrededor del eje OY, el volumen generado viene dado por

b
27r/a x| f(z)| dx .

3.3. Longitud de una curva

La longitud de la grafica de la funcién f viene dada por el limite de sumas de la forma

Z\/(iﬂi — 1)+ (f(@:) = flwim)) :ZJUF (f( ) = J 1)> (i — @i-1)
=1

Tj — Tj—1

i

I

f I

I I

I I

I I

I I

I I

I I

I I

I I

I I

1 1
T Z2

I
I
I
1
Zo

3Las integrales impropias f:oo f(z) dz deben de interpretarse como lim¢—s 4o f: f(x) dz, y andlogamente para las

integrales de la forma fab f(x)dz silim,_,,— f(z) = +oo o lim,_,,— f(z) = +oo.
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que, por el Teorema del Valor Medio, es una suma de Riemann
= 2
YoVI+ (f(e) (i — wia)
i=1

de la funcién /1 + (f’(ac))2 Por tanto, la longitud es

/abm + (@) de.

3.4. Areas de revolucién

El area de la superficie generada al girar la grafica de f alrededor de OX es

27r/ab|f(:1:)|\/1 + (f’(:c))2dac.




Capitulo 5

Curvas en parameétricas

En este capitulo consideraremos funciones definidas en un intervalo I de R, pero con valores en
los espacios R? o R3. En R? (y més sencillamente en R?) sus elementos son vectores u = (u1, uz, u3),
con los que podemos calcular su:

= producto escalar: uwe v = ujv + ugvy + uzvs,

» norma: |Jul| = Vueu=/u?+u+u3,

» distancia:  d(u,v) = |[[u—v| = /(u1 — v1)2 + (u2 — v2)% + (ug — v3)2.

§1. Definiciones y ejemplos
Una curva en paramétricas en R? (andlogamente para R?) es una funcién continua:

o1 —R3
t = o(t) = (z(t),y(t), 2(t))

donde I es un intervalo en R.

Ejemplos. 1. Una recta es un ejemplo de curva. La ecuacién en paramétricas de la recta en
R3 que pasa por el punto de coordenadas P = (p1,ps,p3) y tiene como vector director
u = (u,ug,us) viene dada por

o:R—TR3
t— o(t) = P+ tu,

Esto es:
x(t) = p1 + tu,

y(t) = p2 + tuz,
z(t) = p3 + tus.

o1



52

. La elipse de ecuacion implicita — +
a

CAPITULO 5. CURVAS EN PARAMETRICAS

. La circunferencia unidad en R?, de ecuacién 2% + y? = 1 (ecuacion implicita), la podemos

ver como la curva en paramétricas:

{x(t) = cost,

y(t) = sent,

con t € [0, 27].

2 yQ

2
cuya suma de distancias a los puntos (focos) (£va? — b2,0) es constante e igual a 2a. En
paramétricas sus ecuaciones son:

=1 (a > b) es el lugar geométrico de los puntos

{x(t) = acost,

y(t) = bsent,
con t € [0, 27].
2 42
. La parte de la hipérbola de ecuacién — — i 1 con x > 0, tiene como ecuaciones paramé-
a
tricas:
z(t) = acosht,
y(t) = bsenht,
cont € R.

. La ecuacién implicita de la Lemniscata de Bernoulli es:

(2* +y*)? = 2a*(2® — )

(donde a € R, a > 0).

Si cortamos la lemniscata con la recta y = sz obtenemos (1 + s2)%z* = 2a%(1 — s?)2? y,
suponiendo x > 0, deducimos las ecuaciones:

V2aV1 — s2 V2asy1 — s2
y=

- 1452 7 1+ g2

Haciendo s = cost obtenemos las ecuaciones paramétricas:

_ ﬂasent

~ 1+ cos2t’

_ ﬂasentcost
14 cost

)
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cont € [—m, 7.

—2a V2a

El nombre viene del latin lemniscus (cinta o lazo). Estd inspirada en la elipse: es el lugar
geométrico de los puntos de forma que el producto de la distancia a dos puntos prefijados es
constante. Tiene forma de oo y de hecho parece ser que esta curva es el origen del simbolo
0.

6. La Clicloide es la curva con ecuacién en paramétricas

x(t) =t — sent,
y(t) = 1 — cost,

t € R.

7. La Bruja de Agnesﬂ es la curva de ecd

. X . syos
Haciendo ¢t = —, obtenemos sus ecuaciones paramétricas:
a

T = at,
a
I

'El nombre de esta curva se debe a una mala traduccién: aparece (no por primera vez) en un tratado de anal
escrito en 1748 por Maria Cayetana Agnesi. El nombre que ella le da es el de curva versiera (término naval). El
traductor al inglés confundié esta palabra con awvversiera, palabra con la misma raiz que averno y que significa
diablesa y lo tradujo por witch.
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Y

J\

8. La hélice circular es la curva de R? de ecuaciones paramétricas:

x(t) = cost,
y(t) = sent,
z(t) = at.
z
Y
x
§ 2. Recta tangente
Dada una curva en paramétricas:
o] —R?

tes o(t) = (z(t),y(t), 2(t))

donde [ es un intervalo en R, si las coordenadas de ¢ son derivables en un punto %y, entonces o es
derivable en tg, y
o(t)—ol(t
o’ (tp) := lim 7( ) (to)

ot t—ty (#'(to0), ¥ (to), 2' (o))
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Esto es, la derivada se obtiene derivando las componentes, que son funciones de una variable I — R.
La derivada o'(tg), si es no nula, nos da un vector tangente a la curva en el punto o(tp), de
modo que la recta tangente a la curva o en el punto tgy es

x = x(ty) + ta'(to),
y = y(to) + ty'(to),
z = z(to) + tz'(to).

Ejemplo. Un vector tangente a la circunferencia unidad: o(t) = (cost,sent), en el punto (cos o, sen t¢)
es o’ (to) = (—sentp, costp), por lo que la recta tangente es:

T = costg — tsenty,
y = sentg + tcosty.

Notemos que si utilizamos la ecuacién implicita de la circunferencia: 22 4+ 32 = 1, podemos calcular
un vector tangente en un punto zo = (costp,senty) donde la tangente no sea vertical despejando
y en funcién de x y derivando. Asi tenemos:

2z + 2yy’ =0,

x
luego ' = —=. Asi, en el punto de coordenadas (costg,sentp), un vector tangente (1,7’) es

T cost
- (1, —) = <—1, 0), que es proporcional al obtenido anteriormente.
Y sen to

§ 3. Longitudes, areas, trabajo

3.1. Integral de linea

Dada una funcién f : D — R, definida en un subconjunto D de R3, y una curva o(t) =
(z(t),y(t), 2(t)), t € [to,t1], de modo que o(t) € D Vt, se llama integral de linea de f a lo largo
de o a la integral

[ as = / F (o) lo’ (1)) dt
-/ " ), ), 20N @) + @ 0) + ()

0

dt .

En particular, para la funciéon constante igual a 1, la integral de linea nos da la longitud de la
curva:

- : JEO + @)+ (0) dt.

Las férmulas para curvas planas: o(t) = (z(t), y(t)), son las mismas eliminando las 2’s.

Ejemplo. La longitud de la circunferencia unidad (o(t) = (cost,sent), t € [0,27]) es

2

2m
L:/ \/(—sent)2+(cost)2dt: dt = 2.
0 0
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3.2. Area limitada por una curva plana

El 4rea limitada por una curva plana o(t) = (z(t),y(t)) , y con x(t) derivable y estrictamente

creciente o decreciente, y el eje OX entre t =ty y t = t1 se deduce de la férmula [ (f |f(x)|dx, donde
y = f(x), mediante el cambio de variables x = x(t), obteniendo:

t
A= [y @))dt.
to

El 4rea limitada por una curva plana simple (esto es, sin autointersecciones) o(t) = (z(t),y(t)),
cont € [to,tﬂ y U(to) = O’(tl) es

A:

/t1 y(t):):’(t)dt‘ :

to

Ejemplo. El area del circulo unidad es

2 2 27 1 —sen 2t 1 0s 267
/ sent(—sent)dt‘:/ senztdt:/ SendtZQ[t—i—C } =,
0 0 0

A=
2 2 1o

3.3. Trabajo realizado por una fuerza al recorrer una curva
El trabajo realizado por una fuerza (o campo vectorial)
F:D—R> (DCR?
(2,9,2) = (F(@,y.2), 9@y, 2), b9, 2))
= f(z,y,2)i+g(z,y,2)j + h(z,y, 2)k
(i=(1,0,0),j=1(0,1,0), k =(0,0,1))

a lo largo de una curva o : [to, t1] — R3, t — (2(t),y(t), 2(t)), con imagen contenida en D, es la
integral de la componente de la fuerza en la direccién de o(t):

W= : (F(o(t) » o' (1)) at
_ [ (F(@(t),y(t), 2(£) 2" (1) + g(2(2), y(8), 2(0)y/ (£) + h(x(t), y(2), 2(1))' (1)) dt .

to

(Se suele escribir simplemente W = | F e do.)
Anélogamente en el plano se tiene simplemente

t1

W= [ (Fa®),y(0) () + gla(t) )y (1)) dt .

to
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Ejemplo. El trabajo realizado por la fuerza F(x,y) = (z,—y) (o F = zi — yj) al recorrer la
circunferencia unidad es

27 27
W = / (cost(— sent) — sent cos t) dt = — 2costsentdt
0

0
2 2% 27
:—/ sen2tdt:[cos } =0.
0 2 Jo







Capitulo 6

Algebra lineal

El algebra lineal es, a ‘grosso modo’, la matematica de los vectores y las matrices.

Trabajaremos con vectores, matrices, ..., sobre R, pero todo tiene sentido para vectores, matri-

ces, ..., sobre CE]

§1. Vectores, matrices, aplicaciones lineales

Los elementos x = (z1,...,x,) de R" (n € N) se dicen vectores. Los escribiremos en ocasiones
T

como columnas x =

Tn

1.1. Vectores

Podemos operar vectores de modo que dados dos vectores u = (ug,...,uy), v= (v1,...,0,) €
R™ y un escalar ¢t € R, tenemos:

utv=(u;£v,...,u, £vy,) suma/diferencia),

tu = (tu, ..., tuy) producto por escalar),

uev —1ujvy + -+ uUptn

[ull = Vueu=/ui +---+u

1.2. Matrices

producto escalar),

(
(
(
(

norma,).

Una matriz m X n es una disposicién rectangular de ntimeros con m filas y n columnas:

ail a2 - Glp

A= (aij)i1<i<m =
1Zj<n
Am, Am2 *°° Amn

LY sobre cuerpos arbitrarios!

59
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El espacio de las matrices m x n se denota por Mat,,x,(R) o R™*™,
Podemos operar con matrices del modo siguiente:

Suma: Si A = (a;j) y B = (bi;) son matrices m X n, su suma es A+ B = (a;; + bij).
Producto por escalares: tA = (ta;;) (t € R, A € R™*™).

Producto de matrices: El producto de 4 = (a;j)1<i<m € R™"™ y B = (bjj)i<i<n € R™P
1<5<n <<
(jel nimero de columnas de A debe de ser igual al nimero de filas de B!) es la matriz

AB = (Cij)lgigm, donde
1<j<p

Cij = Y @ikbkj = airbj + aighaj + - - + Qinby,.
k=17

El producto, cuando existe, es asociativo y distributivo respecto a la suma.
Matriz traspuesta: La traspuesta de la matriz A = (a;;) € R™*" es la matriz, que se denota

por A’ 0 AT, en R™*" cuya componente (4,7) es la componente (4,4) de A:

T
a b a ¢ e
c d = < ) .

b d

e f !
Dados dos vectores columna, tenemos uev =u'v.

Matriz inversa: Dada una matriz cuadrada (n = m) A € R™ " se dice inversa de A a la matriz
AL € R tal que
AAT =A"1A=1,

donde I, es la matriz identidad de grado n:

100 --- 0
010 0
I, = 0 01 0
0 00 1

No toda matriz cuadrada tiene inversa.

1.3. Aplicaciones lineales
Toda matriz A € R™*"™ induce una aplicacién
Ty :R" — R™
Z1
x=| | = Ta(x) = Ax.

TIn
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Se tienen las siguientes propiedades:

Ta(x+y) =Ta(x)+ Taly),
TA(tX) = tTA(X).

para todot € Ry x,y € R™. Las aplicaciones con estas propiedades se llaman aplicaciones lineales.
Reciprocamente, si f : R — R" es una aplicacién lineal y a; es el vector columna imagen del

0
vector ¢, = | 1| (1 en el lugar i y 0’s en el resto), entonces para todo x € R™,
0
n
fx)=r (Z xiei> =z1a1 + - + Tpan = Ta(x)
i=1
donde A = (al | o] an) es la matriz cuyas columnas son los vectores a;, i = 1,...,n.

La matriz A se dice matriz coordenada de la aplicacion lineal f.

§ 2. Sistemas de ecuaciones lineales. Rangos de matrices

2.1. Método de Gauss

Dado el sistema de ecuaciones:

—2x1 + 2209 —4x3 — 634 = —4
—3x1 + 629 + 323 — 1524 = —3
51 —8xo —x3+ 1724 =9
1+ 2o+ 1lag+Tey =7
la matriz
-2 2 -4 -6
-3 6 3 15
5 -8 -1 17
1 1 11 7

A=

se dice matriz de coeficientes del sistema, y la matriz
-2 2 -4 -6 |-4
-3 6 3 -—-15|-3
(A | b) o 5 =8 -1 17 | 9
11 11 7 7

es la matriz ampliada.
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La idea general para hallar las soluciones de este sistema consiste en utilizar alguna de las
ecuaciones para despejar una de las variables y sustituir el resultado en las demés, de modo que se
obtiene un sistema equivalente més sencillo.

En nuestro ejemplo podemos utilizar la primera ecuacién para despejar x1. Para ello multipli-

camos la primera ecuacién por —5

T1 — 2o + 2w3 + 34 = 2 (6.1)
luego x1 = 2 + x9 — 2x3 — 3x4. Sustituyendo en las deméas ecuaciones obtenemos:
2.2 ecuacién: —3(2 + x9 — 2x3 + 3x4) + 622 + 3x3 — 1524 = —3, 0 bien
(6 —3)xo + (3+6)x3+ (—15+ 9)xy = —3 + 6, esto es, 3xy+ 93 — 614 = 3,

que es igual a la 2.2 ecuacion inicial mas la ecuacion multiplicada por 3.
3.2 ecuacion: 5(2 + xo — 2x3 — 3x4) — 8x2 — x3 + 17x4 = 9, 0 bien

(=8 +5)xy + (=1 —10)x3 + (17 — 15)x4 = 9 — 10, esto es, —3wg— 1lxs+ 224 = —1,

que es igual a la 3.2 ecuacion inicial menos multiplicada por 5.
4.2 ecuacién: (2 + xg — 2w3 — 3x4) + 22 + 11la3 + Ty, 0 bien

14+ Dz + (11 —2)z3+ (7T —3)zs =7 — 2, esto es, 2x9 + 9zg + dxy = 5,
que es la 4.2 ecuacién inicial menos .

Obtenemos pues el sistema equivalente

X1 — To + 223+ 314 =2 — 5(1.a ecuacion)
3 .,
329 + 923 — 624 = 3 (2.2 ecuacién) — 3 (1.2 ecuacién)
—3x9 — 113 + 224 = —1 (3.2 ecuacién) + g(l 2 ecuacion)
209 +9x3 +4x4 =5 (4.2 ecuacién) + (1 2 ecuacion)

Vemos, por tanto, que el proceso de despejar una variable en una de las ecuaciones y sustituir su
valor en las demés equivale a sumar multiplos escalares de la ecuacién usada para despejar a las
demas ecuaciones. Las operaciones efectuadas afectan solo a los términos de la matriz ampliadas:

92 2 4 —6|-4 1 -1 2 3|2
3 6 3 —15|-3 3 6 3 —15|-3 1
5 —8 —1 17 | 9 — 5 -8 -1 17 |9 (1% fila) por 5
1 1 11 7 |7 1 1 11 7 |7

(2.2 fila) +3(1.2 fila)
(3.2 fila) - 5(1.2 fila)
(4.2 fila) - (1.2 fila)

o O O
|
w
|
—_
—_
\)
|
—_
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Ahora procedemos de modo analogo a despejar x5 de la 2.2 ecuacién y sustituir en las siguientes
(lamaremos f;’s a las filas):

1 -1 2 3 2 1 -1 2 3 2 5 1 -1 2 3 12
0 3 9 -6 3 ixp 001 3 —o| 1 | B Lo o1 3 91
0 -3 -11 2 -1 0 -3 -11 2 -1 Jfa—2xf2 0 0 -2 —412
0 2 9 4 5 0 2 9 4 5 0 O 3 8 |3
y a despejar xg de la 3.2 ecuacién y sustituir en la 4.2:
1 -1 2 3 |2 1 -1 2 3 2 1 -1 2 3 2
0 1 3 —211 SExfs o 1 3 —-2|1 fa—3Xf3 o 1 3 2|1
0O 0 -2 —4|2 o o0 1 2 |-1 o o0 1 2 |-1
0 O 3 8 |3 0o 0 3 &8 3 0O 0 0 2 6
Despejamos, por ultimo, x4 de la dltima ecuacién:
1 -1 2 3 2 1 -1 2 3 2
o 1 3 2|1 L fa 0o 1 3 =2 1
o 0 1 2 |-1 o o0 1 2 |-1
0o 0 0 2 6 0O 0 0 1 3

Las soluciones de este sistema equivalente se obtienen facilmente por sustitucion regresiva:
T4 =3,
r3=—1—2x4 = -7,
o =1 —3x3 + 224 = 28,
1 =24+ 29 — 223 — 314 = 35.

Ejemplo. Consideramos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
2r + 5y + 22 = -1
rT+2y—z=2
Tz + 17y + 5z = -1

Operando como antes, intercambiando primero las dos primeras filas obtenemos (sefialamos con
un cuadrado los pivotes usados para obtener 0’s debajo):

1 2 12 |
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El sistema inicial es pues equivalente a

rT+2y—z=2
y+4z=-5

que tiene como soluciones
z arbitrario, y=-5—4z, x=2-2y+z=12+9z.

De otro modo, el conjunto de soluciones depende de un parametro t = z:

€T 12 9
yl=1-5|+t]| -4
z 0 1

que es la recta que pasa por el punto (12, —5,0) y tiene como vector director (9, —4, 1).

Ejemplo.
z + 10z =5
3z +y—4z=-1
de+y+62=1
Operando como antes, obtenemos:
0 105 1 0 10] 5 .1 0 105
3 1 —4|-1 | —| 0 [ 1 ]-34/-16 | | 0: 1 -34/-16
4 1 6|1 0 1 =-34]-19 0 0 0 -3

El sistema inicial es pues equivalente al sistema

z+10z =5
y—34z = —16
0=-3
que no tiene solucién, pues para ningtun valor de x, vy, z, se verifica 0 = —3.

(Multiplicando la tltima fila por % podemos cambiar —3 por 1 en la dltima columna.)

El proceso seguido en estos ejemplos comporta solo tres operaciones elementales:
(i) Intercambio de filas.
(ii) Multiplicacién de una fila por un escalar no nulo.

(iii) Adicién a una fila de un miltiplo escalar de otra.



§2 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. RANGOS DE MATRICES 65

Estas tres operaciones nos llevan de un sistema de ecuaciones lineales a otro equivalente. Notemos
que todas las operaciones las podemos efectuar sobre la matriz ampliada del sistema, luego lo
podemos plantear en términos matriciales:

Método de Gauss:
1. Si la matriz es la matriz nula, paramos.

2. En otro caso buscamos la primera columna por la izquierda con algin elemento no nulo «
(que llamaremos pivote) e intercambiamos la primera fila con la que contiene el pivote.

1
3. Multiplicamos ahora la primera fila por — haciendo que el pivote valga 1.
o

4. Anadiendo a cada fila distinta de la primera un multiplo escalar de la primera obtenemos 0’s
debajo del pivote.

5. Repetimos los pasos anteriores con las restantes filas, a partir de la columna del pivote.

Aplicando este algoritmo a cualquier matriz obtenemos una nueva matriz obtenemos una matriz
escalonada por filas de manera que el primer elemento no nulo de cada fila es 1.

Si ademas deseamos hacer la sustitucion regresiva mas comoda podemos hacer 0’s encima de
los pivotes:

1.2 -1 2 1.0 -912
U s I T O O
0 070 0 0 00

De este modo, las variables correspondientes a los pivotes quedan despejadas en funcién de las
demas, que aparecen como parametros.

2.2. Existencia de soluciones. Rango de matrices

Dado un sistema de ecuaciones Ax = b:

a11r1 + a12r9 + - - - + a1pTy = by

a1 1 + a2 + -+ - + a2,y = by

Am1T1 + Ama®2 + -+ ATy = by
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realizamos operaciones elementales sobre la matriz ampliada para convertirla en una matriz esca-
lonadas:

ail a2 cee A1n b1 . 1 )
............... 1
as; ce asn bg ............... ' '
operaciones .
elementales , . 1 ..........
0’s «
0
Aml Gm2 " Gmn bm :

donde v es 0 0 1. Sean 1 < j; < --- < j, los indices de las columnas donde aparecen los pivotes.
Aparecen las siguientes posibilidades para nuestro sistema Ax = b:

Sistema compatible determinado: &« = 0 y r = n. En este caso la soluciéon es tnica, al no
quedar ninguna variable libre como parametro.

Sistema compatible indeterminado: o =0 y r < n. En este caso hay infinitas soluciones. Las
variables x;,, ...,z quedan despejadas en funcién del resto de variables, que quedan como
pardmetros. En este caso, si x' y x” son soluciones, A(x' —x”) = b —b = 0, luego el conjunto
de soluciones es:

x' +{y e R": Ay = 0}.
Esto es, toda solucion es la suma de una solucién particular dada y una solucién del sistema
homogéneo Ax = 0. Las soluciones del sistema homogéneo dependen de n — r parametros. Si

n —r = 1, el conjunto de soluciones es una recta, si n —r = 2 es un plano, ...

Sistema incompatible: o =1 y no hay soluciones.

En el caso en que by = --- = b, = 0, el sistema se dice homogéneo. En este caso la columna
derecha de la matriz ampliada es nula, luego tenemos solamente dos posibilidades:

(i) » =n y la tGnica solucién es la solucién trivial: x; = -+ =z, =0,
(ii) 7 < n y existen infinitas soluciones.
Si s1,82 € R™ son dos soluciones del sistema homogéneo y ¢t € R, también s; + sg y ts1 son
soluciones. Esto es, el conjunto de soluciones es cerrado para la suma y para el producto por

escalares. Esto merece un nombre:

Definicion. Los subconjuntos no vacios de R™ cerrados para la suma y para el producto por
escalares se llaman subespacios.
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El algoritmo de Gauss implica que toda matriz A = (a;;) € R™*™ puede reducirse, mediante
operaciones elementales de filas, a una matriz escalonada:

a1 a2 o Qln
1
azp az - Q2p L
operaciones L 1 __________
elementales 0’s :
1
Aml Am2 - amn

El ndmero de filas no nulas r de esta matriz escalonada se llama rango de A: r = rango(A). Este
numero no depende de las operaciones elementales realizadasﬂ
Las posibilidades contempladas antes las podemos reescribir asi:

Teorema (Rouché-Frobenius). Dado el sistema de ecuaciones lineales Ax = b, A € R™*" b €
R™, se tiene:

(i) Sirango(A) =rango(A | b) =n el sistema es compatible determinado.
(ii) Sirango(A) =rango(A | b) < n el sistema es compatible indeterminado.
(iii) Sirango(A) < rango(A | b) el sistema es incompatible.

Corolario. Una matriz A € R"™" tiene inversa si y solo si rango(A) = n.

Demostracion. Si rango(A) = n todo sistema de ecuaciones Ax = b tiene solucién tnica. En particular
podemos encontrar B € R™*™ tal que AB = I, resolviendo un sistema para encontrar cada columna de B.
Ademés, de A(BA —1I,) = (AB)A — A = I,A = 0, concluimos que cada columna de BA — I, es nula (de
nuevo por la unicidad de soluciones), luego también BA = I,,, y A tiene inversa B.

Al revés, si A tiene inversa A1, la tnica solucién de Ax = 0 es x = A710 = 0 y, por tanto, rango(A) =
n. O

Para obtener la inversa de una matriz A, debemos resolver un sistema para cada columna
de A7, pero podemos resolver todos estos sistemas simultdneamente: basta efectuar operaciones
elementales a las filas de A para reducirla a I, (esto es posible pues rango(A) = n), pero haciendo
a la vez estas operaciones elementales a Ij,:

operaciones -1
(A1) (In | A7),
elementales
28i1 < j1 < -+ < jr < n son los indices de las columnas de los pivotes, entonces si A% I" es la matriz
m X r formada por las columnas j1,...,j, de A, el sistema homogéneo A7177z = 0 solo tiene la solucién trivial,

mientras que el sistema homogéneo correspondiente a la matriz formada por cualesquiera r + 1 columnas de A tiene
infinitas soluciones. Esto es, r = rango(A) si, y solamente si, hay r columnas de A tales que el correspondiente
sistema homogéneo solo tiene la solucién trivial, pero el sistema asociado a cualesquiera r 4+ 1 columnas tiene infinitas
soluciones.
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2.3. Rango y dimension
Dado un subespacio S de R", y vectores vi,...,v, de S:

1. Decimos que estos vectores forman un sistema generador de S (o que generan S), si todo
vector v de S es una ‘combinacién lineal’ de vq, ..., v,, esto es, si existen escalares t1,...,t, €
R tales que
v=tivi+---+1t.v,.

Escribimos entonces S = (vy,...,Vvy)

2. Decimos que estos vectores son linealmente independientes si la tinica combinacién lineal de
ellos que da el vector nulo es la que tiene todos los escalares nulos:

tivi+---+t,vp, =0 — t;1=---=t.=0.
Esto equivale a que el sistema homogéne(ﬂ
(v1 |- |VT)X:O
so6lo tiene la solucién trivial, es decir, a que rango (v1 |- VT> =r.

3. Decimos que estos vectores forman una base de .S si son linealmente independientes y forman
un sistema generador de S. Esto es, si todo vector de S se puede escribir de modo tinico como

una combinacién lineal de vy, ..., vy.
Propiedades:
» Si S es un subespacio de R™ (por columnas), {uy,...,u,} es un sistema generador de S, y
v1,...,Vs son vectores linealmente independientes de .S, entonces s < r.

En efecto, existen escalares tales que

Vi =aijjuy + -+ a1y,

Vs = aisU1 + -+ - + QrsUy,

que podemos escribir en forma matricial como

(v1|-~|vs):<u1|-~~|ur)A

con A = (aij) € R"™*#. Si rango(A) < s, entonces el sistema homogéneo Ax = 0 tiene alguna solucién
no trivial, y para cualquiera de estas soluciones x’,

(v1|~~~|vs>x':(u1|~~~|ur)Ax’:0,

luego t1vy + -+ +t,vy = 0, con tq,...,t, las componentes de x’. Esto contradice la independencia
lineal. Asi pues, se tiene necesariamente rango(A) = s, luego s = rango(A) < r, pues r es el nlimero
de filas de A.

3 <v1 [ vr) denota la matriz cuyas columnas vienen dadas por los vectores vi,..., V.
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= Como consecuencia, todas las bases de S tienen el mismo nimero de elementos, y este ntimero
se llama dimensién de S y se denota dim S. Ademés las bases de S coinciden con los sistemas
generadores de S con el menor nimero posible de elementos, y con las familias linealmente
independientes de vectores de S con el mayor nimero posible de vectores.

= Dada una matriz A € R™*" el espacio de filas de A es el subespacio de R™ generado por sus
filas. Andlogamente tenemos el espacio de columnas de A, que es subespacio de R™. Entonces

rango(A) = dim (espacio de filas de A)

pues al hacer operaciones elementales el espacio de filas no cambia, y las filas no nulas de
la matriz escalonada obtenida por el Método de Gauss forman una base de este
espacio. Ademaés, se tiene también:

rango(A) = dim(espacio de columnas de A)

pues las columnas de A donde aparecen los pivotes forman una base de este
espacio.

Este tltimo resultado nos da una estrategia para calcular bases de subespacios, una vez
que tenemos un sistema generador:

Formamos la matriz cuyas filas son los vectores del sistema generador
y la escalonamos mediante operaciones elementales por el Método de Gauss.

§3. Ajuste de datos por minimos cuadrados

Dado un subespacio S de R"”, el subespacio
St:={veR':uev=0YueS}

se dice subespacio ortogonal a S.

Propiedades:
» Todo vector a € R™ (por columnas) se descompone de modo tinico como a =u+vconu € S

yveSt
Demostracion. Sea {uy,...,u,} una base de S. Buscamos un vector u = ¢tyuy + - - - + t,.u, de modo

que a —u € S, esto es:
uio(t1u1—|—-~-—|—t,.u7.—a) =0

es decir, debemos resolver el sistema:

T T
Uy T Uy

. <u1 | . | ur) : = : a
u' Ty u!
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El correspondiente sistema homogéneo solo tiene la solucién trivial, pues

-
uy

T
: <u1|-.-|u,.> =0
T T,

u,

< (m1u1+~~~+zrur)o(x1u1+~~+xrur)
<~ zju;+:--+z,u, =0
<= r1=---=2x, =0.

luego el rango de la matriz es r y el sistema es compatible determinado. O

» El vector u anterior se llama la proyeccion ortogonal de a en S: u = proyg(a). Este vector
verifica que ||a — u|| < ||]a — u/|| para todo u’ € S\ {u}. Es decir, u es el vector de S mds
cercano al vector a.

Demostracion.
la—u'* = fl(a—u)+ (u-u)|| = [v-(u-1)
=(v-(u—-u))e(v—(u—u))
=[vl?+lu-1|* yaqueve(u—u')=0

> [Iv]|* = [la — . B

» Si AeR™™ybeR™, entonces un vector x € R” verifica que ||Ax — b|| es minima si y solo
si X es solucién del sistema de ecuaciones lineales AT Ax = ATb.

Demostracién. Consideremos las columnas de A: A = (a; | -+ | a,). Sea S el correspondiente espacio
de columnas. Dado un vector x € R™ se tiene

< ma; + -+ x,a, = proyg(b)

— ma;+---+z,a, —besSt

— a;e(r1a1+---+zpa,—b)=0Vi=1,...,n

— ATAx=A"b.

||Ax — b|| es minimo

(Notemos que estos sistemas son siempre compatibles, pues la proyeccién ortogonal existe siempre.) [

Ejemplo. Tenemos una serie de datos (x;,¥;), @ = 1,..., N que relacionan dos variables z e y y
sospechamos que estas variables estan relacionadas por una ecuacién de la forma y = a + bz + cx?
(parabola). El objetivo es encontrar la parabola que més se ajuste a nuestros datos.

Si hubiera una parabola que pasara exactamente por nuestros datos, sus coeficientes verificarian

1 = :L'% U1

1 xy a3 a Y2
bl = )
c

2
1 zy oy YN
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Es pues razonable buscar los valores de a, b, ¢ que hagan minima la norma
1 = x% Y1
1 xy a3 a Y2
. : bl -1 .
1 an x%\, YN
esto es, que hagan minima la suma de cuadrados:
N 2
Z(yz — (a+ bx; + ca:?)) .
i=1
La solucién se obtiene, por tanto, resolviendo el sistema (con incognitas a, b, ¢):
1 x :U% Y1
1 1 - 1 1 2y 3 a 1 1 1 Yo
1 Tg -+ IN bl=|2z1 22 TN
1 zn :U?V YN
§4. Determinantes
Definimos la aplicacién determinante
det : R™" — R
A —det(A4) = |A],
inductivamente mediante:
n=1: A= (a), |Al :=a.
n>1: A = (a;j)i<i<n, suponiendo que ya hemos definido el determinante para matrices en
1<j<n
R(=Dx(=1) Jlamamos adjunto (ij) de A al nimero:
ail aij—1 aij+1 ©Qln
Ay o= (—1)+ ai—11 Ai—1j—1 Gi—1j+1 Gi—1n
Ai+11 Q4151 Qi415+1 Ait+1n
anl Qp j—1 Qp 541 Gnn

(esto es (—1)"*7 veces el determinante de la matriz que resulta al suprimir la fila i y la

columna j de A)), y definimos

|A| == a11A11 + -+ an1Am

(elementos de la primera columna por sus adjuntos).
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Asi
a1
az1
a1l a2
az1 G2
asr az2
Propiedades:
1. |[I,| =1,

a12
a22

a3
a23
ass

a1

0
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= a11ag2 — a21012,

G22 Q23 a13

a23

a12
a22

ai12

3
+ asy
as2

= a1
as2

‘_GQI

= 11022033 + a21a32a13 + A31012023 — 11032023 — (21112033 — A31022013.

* . *

a9 *

0 a3 = Q13- - Q.
0 O g,

Esto es, el determinante de una matriz triangular superior es el producto de los elementos de
su diagonal.

2. Sea Pj; la matriz obtenida permutando las filas i y j de I,,. Para toda matriz A € R"*", P;; A
es la matriz obtenida permutando las filas i y j de A. Entonces,

|Pij Al = |Pil| Al = —| Al

es decir, al intercambiar dos filas de A el determinante cambia de signo. En particular, si dos
filas de A son iguales, su determinante es 0.

3. Sea P;(t) (0 # t € R) la matriz obtenida multiplicando la fila ¢ de I,, por t. Para toda matriz
A e R™" P;(t)A es la matriz obtenida multiplicando la fila i de A por ¢. Entonces,

[Pi(t) Al = |P5(t)[|A] = t]A],

es decir, al multiplicar una fila por ¢, el determinante queda multiplicado por ¢. Por tan-
to, podemos sacar ‘factor comun’ en cada fila. En particular, si A tiene una fila nula, su
determinante es 0.

4. Si una fila de A es suma de dos vectores, el determinante de A es la correspondiente sumas:

ail Aln ail A1n ail A1n
' " ! wl_ | / " "
a; +a; Ui, + Qi | = G5y -7 Qi | T Qi 00 gy
Gn1 Gnn Gn1 Gnn an1 ann
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5. Sea P;;(t) (t € R) la matriz obtenida sumando a la fila i de I,, la fila j multiplicada por
t. Para toda matriz A € R™*", P;;(t)A es la matriz obtenida sumando a la fila ¢ de A la j
multiplicada por ¢t. Entonces,

[Py () A] = | Py ()] A] = [A],

Las matrices P;j, P;(t) y P;;(t) de los apartados 2, 3 y 5 se llaman matrices elementales. Todas
ellas tienen inversa: Pgl = Py, P(t)"' = P(t™1), P;(t) = P;j(—t). Realizar operaciones
elementales con las filas de una matriz equivale a multiplicar por la izquierda por matrices
elementales, luego si

operaciones
A B

elementales

entonces (usando las inversas), se tiene que A = Q1 - - - Qs B, para algunas matrices elemen-

tales Q1,...,Qs, y [A] = Q1] - |Qs[|BI.

6. A es reqular (esto es, tiene inversa) si y solo si |A| # 0.

Si A es regular, entonces la podemos transformar en I,, mediante operaciones elementales, luego |A| es
un producto de determinantes de matrices elementales y, por tanto, es no nulo. Por el contrario, si A
no es regular la podemos transformar mediante operaciones elementales en una matriz con la dltima
fila nula, luego su determinante es 0.

7. |AB| = |A||B].

Si A es regular, es un producto de matrices elementales y podemos aplicar los puntos 2,3 y 5. Si A
no es regular, multiplicando a izquierda por matrices elementales la podemos convertir en una matriz
U con la tltima fila nula. Al multiplicar AB por las mismas matrices elementales obtenemos U B que
también tiene la dltima fila nula. Asi pues, AB tampoco es regular y tenemos |AB| = 0 = |A||B].

8. |A|=|AT.

Si A es regular, se deduce de que el resultado es cierto trivialmente para las matrices elementales. Si
A o es regular, tampoco lo es AT y [A] =0=|AT|.

Por tanto, las propiedades de los apartados 1-5 se verifican cambiando filas por columnas, y
podemos ‘desarrollar’ un determinante por cualquier fila o columna.

La estrategia adecuada para el calculo de determinantes es la utilizacion de
operaciones elementales por filas o columnas para simplificar la matriz.

9. El 4rea del paralelogramo determinado por dos vectores no nulos u,v de R? es el valor
absoluto del determinante de (u \ V).
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Anélogamente, el volumen del paralelepipedo determinado por tres vectores no nulos u, v, w
de R3 es el valor absoluto del determinante de (u | v | w)

Los vectores u y v son linealmente dependientes si y solo si el area del paralelogramo generado es 0,

y también si y solo si el determinante de (u | v) es 0.

Si los vectores son linealmente independientes, denotemos por A(u,v) el drea del paralelogramo gene-

rado. Puesto que la altura sobre u de este paralelogramo es la misma que la altura del paralelogramo

generado por u y v + tu para todo t € R, y andlogamente si tomamos alturas sobre v, tenemos
A(u,v) = A(u, v +tu) = A(u+ sv,v)

para cualesquiera t,s € R. Si u = <Z>, v = (2) y, por ejemplo, a # 0 (en otro caso ¢ # 0 y se

procede analogamente), nos queda
e =a((): () = 4(6)-() -5 ) -1 (6) (a7))
- ((6)-(aes)) = oo 20| =roa =t

que es el valor absoluto del determinante de (u | v).

Nota. Hay otro nimero importante, ademés del determinante, asociado a toda matriz cuadrada,
y es la suma de los elementos de la diagonal, que se llama traza de la matriz:

traza(A) = a1 + -+ + ann.

4Para dimensiones superiores, estas propiedades se emplean para definir adecuadamente el ‘hipervolumen’.
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§5. Valores y vectores propios. Aplicaciones

5.1. Valores y vectores propios

Definicién. Sea A € R™™ y A € R. X se dice valor propio de A si existe un vector no nulo
x € R” tal que Ax = Ax. En este caso, x se dice vector propio.

Teorema. A es valor propio de la matriz A si y solo si |\, — A| = 0, esto es, A es una raiz del
polinomio caracteristico de A: |zI, — Al.

Demostracién. X es valor propio de A si y solo si el sistema homogéneo (A, — A)x = 0 tiene una
solucién no trivial, y esto ocurre si y solo si rango(A\l,, — A) < n, si y solo si |AI, — A| = 0. O

1 2 -1 =2
Ejemplo. Los valores propios de 3 o) SO0 las raices de CL‘_3 v_ol = (r—1)(x—2)—6=
2?2 —3x —4 = (z + 1)(z — 4), luego los valores propios son —1 y 4.
Para el valor propio A = —1, los correspondientes vectores propios son las soluciones del sistema

homogéneo
-2 =2\ (xz\ (O
-3 =3)\y) \0)’

esto es, los vectores (_t t)’ 0 #t € R. Para A = 4 son las soluciones de

(5 ) 6)=6)

2t
esto es, los vectores <3t>’ 0#teR.

Propiedades: Sea A € R™" y A € R un valor propio de A.

» S(AN) = {x € R" : Ax = Ax} es un subespacio (solucién de un sistema de ecuaciones
homogéneo), y su dimensién es

dim S(A, \) = n —rango(A\l, — A).

S(A, \) se dice subespacio fundamental de A de valor propio A.
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= Vectores propios correspondientes a valores propios distintos son siempre linealmente inde-
pendientes.

En efecto, si Avy = A1vy,...,Avs = Agv, con los v;’s no nulos y los \;’s distintos y si
tenemos una combinacién lineal

pivi+ -+ psvs =0,

debemos probar que los ;’s son todos 0. Esto es trivial si s = 1. Supongamos que lo podemos
probar para s—1 vectores propios. Multiplicando nuestra combinacién lineal por A, obtenemos

/Ll/\lvl +- 4+ )U“S>\SVS =0,
y multiplicando la primera combinacién lineal por A; y restandole la segunda:
oA — A2)va + - + (A — As)vs =0,

de donde obtenemos (por ser A\ # \; Vi = 2,...,8) ug = --- = us = 0. Esto implica también
H1 = 0.

» dim S(A, \) es menor o igual que la multiplicidad de A como raiz del polinomio caracteristico
|xI, — Al.

Demostracion. Sea {uy,...,u,} una base de S(4, \), y completamos (afiadiendo en cada paso un vec-
tor fuera del subespacio generado por los anteriores) hasta una base de R™: {uy,...,up, Upj1,...,Up}.
La matriz

P:<V1|"'|V’n)

es regular y tenemos

A0 0 =
0 A 0 =
AP:A(Vl|-~-|Vn):(V1|"'|Vn) ' )\ *
0’s *
donde la ultima matriz tiene exactamente r \’s en la diagonal. Asi
A0 0 *
0 A 0 *
_ : 4
A=P A\ . P
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y, por tanto,

A0 0
0 A 0
e IR N
|aI, — A| = |zI, — P N ok ek P
0’s
A0 0 *
0 X 0 *
_ _ : -
=|P | zI, \ . P
0’s *
A0 0 *
0 A 0 *
ot — S | E PV ED
0’s *

para cierto polinomio g(x). Por tanto, la dimensién r es, como méximo, la multiplicidad de X en el
polinomio caracteristico. O

Por tanto, la suma >y valor propio dim S(A, A) es menor o igual que la suma de las multiplici-
dades de las raices, que es a lo sumo igual al grado del polinomio caracteristico:

> dimS(4,A) <n.

A valor propio
» Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Existe P € R™*" regular tal que P~' AP es una matriz diagonal.

2. Existe una base de R™ formada por vectores propios de A.

3. Juntando las bases de los distintos subespacios fundamentales se obtiene una base de
R™,

4. El polinomio caracteristico |zI, — A| tiene todas sus raices reales, y para toda raiz \ se
tiene que dim S(A, A) coincide con la multiplicidad de A.

Para probar esto basta darse cuenta de que si {vy,...,v,} es una base formada por vectores propios:
Av; = X\; Vi (los A\;’s no necesariamente distintos), entonces

A
A2

A(vilva) = (vil el va) . :
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esto es, P"1AP = A, donde P = (vl [ -+ ] vn) y A es la matriz diagonal con A1,..., A, en la
diagonal.

Si se cumplen estas condiciones equivalentes, la matriz A se dice diagonalizable.
son —1 y 4. Ademés, S(A4,—-1) =

1 2
Ejemplo 6.2. Sabemos que los valores propios de A = 3 9

() st ((2)) e
309036

esto es, AP = PA, con la matriz regular P = (_11 :2),> y la matriz diagonal A = <_01 2)

5.2. Aplicaciones

En el siguiente capitulo veremos las aplicaciones de las matrices diagonalizables a la resolucién
de ciertos sistemas de ecuaciones diferenciales. La clave para estas aplicaciones es el hecho de que
es muy fécil calcular las potencias de una matriz diagonalizable:

P'AP=A = A=PAP' = A" = (PAP )" = PA"P.

Ejemplo. (Matrices de Leslie, 1945) Las matrices de Leslie se usan en ecologia para medir
la evolucién de poblaciones estructuradas en edades. Son matrices cuadradas en las cuales todos
los elementos son cero excepto, quiza, los situados en la primera fila y los situados en la primera
subdiagonal debajo de la diagonal principal. La dindmica de evolucion de la poblacion viene dada
por la siguiente ecuacién:

No(k +1) fo i fo o a2 fai\ [ No(k)
Ni(k+1) s 0 0 --- 0 0 Ny (k)
Ng(k+1) 0O sg 0 - 0 0 Nz(k‘)
Ng(k + 1) =10 0 s9 0 0 Ng(k})

donde N;(t) indica el nimero de individuos de la clase i en el instante (discreto) t.
Por ejemplo, si una poblacién de organismos esta estructurada en tres grupos de edad y

» El niimero de hembras en el primer grupo de edad (edad 0) en el instante &k + 1 es el niimero
de hembras nacidas en ese instante.

» El niimero de hembras en el segundo grupo de edad (edad 1) en el instante k + 1 es la mitad
de las hembras del primer grupo de edad en el instante k& (un 50 % de supervivencia):

Nl(k + 1) = %Ng(k})
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» El nimero de hembras en el tercer grupo de edad (edad 2) en el instante k + 1 es un tercio
del niimero de hembras en el segundo grupo en el instante k:

No(k+1) = %Nl(k).

14
= Las hembras del primer grupo de edad se reproducen con una media de 9 descendientes

4
hembras y las del segundo grupo de edad con una media de §:

No(k+1) = ENl(k:) + %Nz(k).

9 3
Asi, la evolucién del nimero de hembras viene dada por la ecuacién matricial:
14 4
0 il
No(k+1) 1 9 3 No(k)
Ni(k+1) | = 3 00 Ni(k)
No(k +1) 1 Na(k)
0o - 0
3
Si denotamos por N; el valor inicial N;(0), i = 0,1, 2. La poblaciéon de hembras en el instante k es
o M4 K
No(k) 1 9 3 Ny
Ni(k) | = 3 0 O Ny
No(k) 1 Ny
0 - 0
3
0 1
Para determinar la evolucién calculamos los valores propios de la matriz de Leslie A = (; 0 0) :
0 3 0
14 4
Ty T3
1 7 2 1 2
) a;l 0 =x3—9$—9:(x—1)<x+3><x+3>
0 —g x
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6 2 8
luegosi P=1|3 —3 —6 |, tenemos
1 3 3
1 0 0
AP=P|0 -1 0
0 0 -2
y ahora podemos calcular ficilmente las potencias:
10 0\ ! (1 .l
ab=plo -1 o | pr=pr|0 (-3} 0 |pt
0 0 -2 k
3 0 0 (—%)
1 00
1\* 2\* .. ko4 : -1
Al aumentar k, (—g) y(—g) tienden a 0, luego A” tiende hacia P[0 0 O| P 'y
000
No(k) 100 Ny 6 0 0 Ny 6
Ny (k) k—>P000P‘1N1:300P_1N1 =N)|3
No(k) e 00 0 Ny 100 Ny 1
N} Ny
donde | Nj | = P71 | Ny
N} No

Sin necesidad de calcular P~! observamos que la poblacién tiende a un equilibrio con 60 % de
hembras del primer grupo, 30 % del segundo y 10 % del tercero.

La situacién del ejemplo anterior se repite a menudo.

Definicién. Se dice que un valor propio A de una matriz A € R™*™ es el valor propio dominante
si 1 < A € R, la multiplicidad de A es 1, y A > |u| para cualquier otro valor propio (posiblemente
complejo) de A.

En esta situacién, dado ‘casi’ cualquier vector v € R™, los vectores A¥v tienden a acercarse
hacia el subespacio fundamental S(A, )\)E]

5Si A es diagonalizable y {vi,...,v,} es una base de vectores propios: Av; = \;vi, i = 1,...,m, con A\; = A el
valor propio dominante, entonces si v ==¢t;vy + -+ + tp vy, con 0 # t1,...,t, ER,y

A2 \* A\ "
AkV:tl)\val—F--'—Ftn)\kVn:Alf <t1V1—|—t2 ()\72) V2—|—-"—|—tn (f) Vn .
1 1
A
Como )\—L tiene valor absoluto < 1, sus potencias tienden a 0, luego los vectores A*v tienden a acercarse hacia

1
S(A,A1).
El caso en que A no es diagonalizable requiere otra demostracion.
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Ejemplo. (Sucesiéon de Fibonacci) La sucesiéon de Fibonacci se define recursivamente as:
x0=0, x1=1, Tpto=2Tpt+1+xn, Vn>0.

Sus primeros términos son 0,1,1,2,3,5,8,13,21, ....

Para calcular su término general consideramos X,, = (x‘r" ), Vn > 0. Asi tenemos:
n+1
0 01
Xo = <1> ) Xny1 = <1 1) Xn.

01

n
1 1) Xy para todo n > 0, y de nuevo tenemos que calcular las

De aqui se concluye que X, = (

potencias de la matriz A = (1) i)

Calculamos los valores propios:

T -1
-1 z—-1

1++5 1-+/5
9 2

|zl — Al = —g(x—1)-1=a>-2-1

. Asi pues, existe una matriz regular

y, por tanto, los valores propios son A\ = v Ay =

)E]l f), luego X,, = A"Xy = PD"P~'X, y concluimos, sin
2

necesidad de calcular P y P~! que existen niimeros reales a y b tales que z,, = aA} + b\}. Para
1 1

M—A2 V5

P tal que P~"'AP = D con D = (

n =0y n =1obtenemos a+b =0y a\; +bAy = 1, de donde concluimos a = —b =

1 (1+vB\" 1 (1-V5)"
= s\ 2 NAU

Por tanto,

para todo n > 0.






Capitulo 7

Ecuaciones diferenciales

Una ecuacién diferencial ordinaria (o EDO) es una ecuacién que involucra una funcién
y = f(x) y sus derivadas.

§1. Definiciones basicas

El orden mas alto de la derivada involucrada se dice orden de la ecuacion.
Por ejemplo, la ecuacion
322y +xy —y =0 (7.1)

es una ecuacion diferencial ordinaria de orden 2.

Las ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 1 seran el objeto principal de estudio en este
capitulo.

Una solucion particular en un intervalo es toda funcién y = f(x) (escribiremos también y =
y(z)) que satisface la ecuacién en ese intervalo. Por ejemplo,

=1
y = x 3

.z =4 =
es una solucién de (7.0) en (0,400), pues § = —3223 ey’ = g3, luego

—1 1 —1 —1

2, 1 / 4
3y 4y —y=—-x3 — -3 —x3 =0.
3 3
. [ . -1
Pero existen mas soluciones, como y =z, 0y = bx — 7x3
La ecuacién suele venir acompaiiada de unas condiciones iniciales que ayudan a determinar
-1
la solucién que estamos buscando. Asi, la soluciéon y = z + 273 es la solucién a (7.1)) que verifica
_ 17 . 0(Q) _ 4T
y(8) =% ey'(8) = I5-
Un problema de valor inicial es una ecuaciéon diferencial junto a unas condiciones iniciales.
La solucion general de una EDO es la forma mas general que puede tomar la solucién sin tener
en cuenta las condiciones iniciales, mientras que una solucion particular si las tiene en cuenta.

Ejemplo 7.2. La solucién general de la ecuacién
y' = f(x)y

83
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€S

Y= Kel'@®)

donde F(z) es una primitiva de f(x) (esto es, F'(x) = f(x)).

En efecto, si y es una solucién, entonces (e @ y) = —F'(z)e  F@yte F@)y = — f(x)e F@)y4
e F@)y) = = F(2) (v — f(z)y) = 0, luego e~ F(*)y es constante. Si K denota esta constante, entonces
y = Kel'®@),

Alternativamente, podemos resolver esta ecuacién como sigue. Suponiendo que y no es la solu-
/

ci6n trivial y = 0, tenemos vo_ f(z), luego (In|y|) = f(z) y In|y| = /f(m)dx = F(x) + C para

alguna constante C. Asi y = +e/'@+C = KeF' (@) siendo K la constante +e€.

Ejemplo. Consideramos el problema de valor inicial:

22y + 4y =3, y(1) = —4.

La funcién y = % es una solucién de nuestra ecuacién, si z = z(z) es otra solucién, entonces la

2
funciéon w = z — % verifica 2zw’ 4+ 4w = 0, luego w' = —— w. Por el Ejemplo w= Ke 2l =
x
K
Ke~ @) = —5 para alguna constante K.
x

Por tanto la solucién general es

3K
V=1 e
. . 19 ., 3 19
Al imponer y(1) = —4 se tiene K = Y obtenemos la solucién y = 12
x

Ejemplo. En ocasiones, las soluciones se encuentran de modo implicito. Por ejemplo, el problema
de valor inicial dado por

es equivalente a (y2) = 2z, luego y?> = 22 + c para alguna constante c. Al imponer y(2) = —1
obtenemos ¢ = —3 y la solucién de modo implicito y? = x? — 3.

Para obtener la solucién explicita se despeja y obteniendo y = ++v/x? — 3. Las condiciones
iniciales fuerzan y = —vx? — 3.

§ 2. Soluciones exactas

Vamos a considerar algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias que sabemos inte-
grar.
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2.1. Variables separadas

Una ecuacién diferencial con variables separadas es una que puede escribirse en la forma

fwy = g(x). (7.3)

Estas ecuaciones se resuelven facilmente en forma implicita encontrando integrales de las funciones
f(z) y g(z): F(z) = [ f(z)dz, G(x) = [ g(x)dz. De este modo la ecuacién la podemos escribir,
usando la regla de la cadena, como

(F(y))' =G ()

que nos da la solucién, de modo implicito,

(¢ denotard siempre una constante.)
Receta. Escribimos la ecuacién como

fy)dy = g(z)dx
e integramos en ambos lados:

[ tway= [ g@yda.

En los ejercicios veras ejemplos muy interesantes relativos al crecimiento de poblaciones y a la
logistica.

Ejemplo.
y =y, y(l)=-1

Escribimos como

1
—dy = zdx
)
e integramos para obtener
1 22 n
="
Y 2
. c
0, cambiando ¢ por 5
2
YT e

Notemos que haciendo el limite con ¢ — co obtenemos la solucion singular y = 0.

La condicion inicial fuerza ¢ = 1, luego la solucién es y = PR
x
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2.2. Ecuaciones diferenciales lineales

Consideramos ahora las ecuaciones de la forma
y' + f@)y = g(x). (7.4)
Si tuviéramos una funcién u(x), llamada factor integrante, tal que
w@) (v + f2)y) = (u(x)y)’

esto es, si

entonces podemos integrar facilmente:

u(w)y = /M(x)g(x)dﬂf +ec.
Pero ((7.5) tiene como solucién (recuerda el Ejemplo [7.2))

p(x) = el @,

Receta. La solucion de (7.4)) es

con

pla) = el 10

Hay otro modo de proceder, llamado método de variacion de constantes. Sea F(x) = /f(ac)dx

2)

una primitiva de f(x). Las funciones y = Ke™F () son las soluciones de la ecuacién homogénea

Yy + flz)y=0.
Cambiamos K por una funcién h(z): y = h(z)e ¥®). Entonces

y =N (2)e " — h(z)F'(z)e @) = b (2)e @) — f(z)y,

luego necesitamos z = h(z) tal que z’e ¥ = g(x), esto es, z = /eF(x)g(x)da: + ¢, obteniendo asi

el resultado anterior.
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2.3. Cambio de variables. Ecuaciones diferenciales de Bernouilli

Las ecuaciones diferenciales de la forma

Y + f(@)y = g(x)y" (7.6)

donde n es un nimero real, se dicen ecuaciones de Bernouilli. Sin =0 o n = 1, estas ecuaciones
son lineales. Si n > 1, y = 0 es una solucién singular. Deseamos obtener el resto de soluciones.
Para ello dividimos por y":

y Y+ )yt = g(a),
y hacemos el cambio de variable z = y'™". Asi 2/ = (1 —n)y~"y' y (7.6)) se transforma en

()7 = g(a)

que es lineal.
Ejemplo.
/ 4 3,2
Y +;y:x ye, x>0.
Tras dividir por 32 obtenemos
-2,/ 4 -1 3
y Y oy =a
x

Hacemos z = y~ 1, luego 2 = —y ™2y v la ecuacién se convierte en

4
2 +—z=2°
x

que es lineal. Su factor integrante es
4
p(z) = o J 3de _ ,—4lnz _ —4
y tenemos la solucién

 —Jatatdr+c  —Inz+c
N x4 o

z

Por tanto, la solucién general es

§ 3. Soluciones aproximadas. Soluciones en series

Hasta ahora hemos visto varios tipos de ecuaciones para los que tenemos métodos exactos de
resolucién. Sin embargo, estos tipos son la excepcién. La mayoria de EDOs no pueden resolverse
de modo exacto.
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3.1. Método de Euler

En estos casos hay que acudir a métodos numéricos que aproximan la solucién con suficiente
precision.
Si tenemos el problema de valor inicial

y/ = f(:c,y),

En cada punto (a,b) € R?, la tangente a una solucién y = y(z) de v/ = f(x,y) que pase por el
punto (a,b): b = y(a), es f(a,b). Esto es, (1, f(a,b)) es el vector tangente a la solucién que pasa
por (a,b). Estos vectores tangentes forman el campo de direcciones (o campo de velocidades) de las
curvas integrales de la EDO: t — (t,y(t)).

y(@o) = yo - (7.7)

Ejemplo. Consideramos la EDO:

y=——.
y

Su campo de direcciones presenta la siguiente forma

)
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(La longitud de los vectores del campo se ha normalizado.)

Dado el problema de valor inicial ([7.7)), para un 1 = xo+ h tenemos, por el desarrollo de Taylor

de la solucién y(x):
y(z1) = y(zo + h) = y(zo) +y'(x0) - h + error.
Ahora bien, sabemos que y(zo) = yo y que y'(zg) = f(xo,yo). Entonces, para valores pequenos de
h:
y(z1) = yo + f(zo,%0) - h =2y

es una buena aproximacion de la solucién en z1. Esto es, tomamos como aproximacién al valor
exacto de y(z1) el valor en z7 de la recta tangente en xq a la solucién y(z).
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Ahora consideramos xo = x1 + h, y aproximamos el valor en xs:

y(z2) ~y1 + f(z1,y1) - h = yo.

Repitiendo el proceso, llegamos a una poligonal P, (poligonal de Euler) que aproxima la curva

solucion:
Yy

‘ t t t t X
) I T I3

La solucién se obtiene como un limite:

y(z) = lim P,(z).

h—0

3.2. Soluciones en series

En ocasiones, la ecuacion diferencial nos permite calcular las derivadas de las funciones solucién
en un punto determinado, y esto nos permite recuperar la soluciéon a partir de su polinomio o serie
de Taylor.

Ejemplo. Consideramos la EDO
' +y=0.
Toda solucién verifica y™ = —4("=2) Tuego si (0) = a e y'(0) = b, entonces y>™(0) = (=1)"a e
yn 1) (0) = (=1)"b. La funcién que tiene estas derivadas en 0 es y = a cosz + bsen .
Alternativamente, buscamos soluciones de la forma

Z*’f”:

luego
! - an n—1 //( ) i an n—2
Y(@) =3 5ol (@) =) e
n=1 (TZ— 1)' n=2 (n_2)‘
Sustituyendo en nuestra EDO obtenemos
= a a
n n 2 n n
+ J—
PN W
de donde deducimos a,4+2 = —a, Vn, y asi

00 2n+1
x):aOZ(—l — —I-alz CFS] = apcosx + ajsenzx.
=0
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§4. Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales
Dado un ntmero real a, la ecuacién diferencial
2'(t) = az(t)

tiene como soluciones z(t) = ce®, ¢ € R.
En general, vamos a considerar sistemas de ecuaciones diferenciales lineales:

x)(t) ai1r - Qpn x1(t)
xl (t) Gnl ** Qnpn X (1)
donde a;; € R Vi,j =1,...,n, que escribiremos, por simplicidad, como
x = Ax.

4.1. Matriz diagonalizable

Si la matriz de coeficientes A es diagonalizable, existe una matriz regular
P = (u1 | ---\un)

cuyas columnas son vectores propios de A con

AP = PA
siendo

M O - 0

0 X - 0

0 0 - M\

la matriz diagonal con los valores propios de A (repetidos segin su multiplicidad).
Haciendo el cambio de variables y = P~!x tenemos

y = (P_lx)/ =P 'x' = P 'Ax = AP 'x = Ay.

Esto es, nuestro sistema se convierte en el sistema:
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cuya soluciéon viene dada por
Ait .
yi(t) = e, i=1,...,n

que depende de los pardmetros cq,...,c, € R.
La solucién al sistema inicial viene dada por x = Py, esto es:

X = cle)‘ltul + 026)‘2tu2 4+ -+ cne)‘”tun.

Ejemplo. Consideramos el sistema

i)\ (1 2\ [z1(t)
b)) \3 2) \za(t) )’

Por el Ejemplo sabemos que sus valores propios son —1 y 4, y los correspondientes subespacios
. 1 2 . ;
fundamentales estdan formados por los multiplos escalares de | ~ R <3>, respectivamente. Asi

pues, la soluciéon general de nuestro sistema es
zi(t)y _ 1 4 (2
(sz(t)) =cie 1 + coe 3

r1(t) = cre”t + 2c9e™t,

To(t) = —cre™t + 3ege™.

esto es,

4.2. Valores propios complejos

Si se nos presenta un sistema x’ = Ax, con A matriz real 2 x 2 con valores propios complejos,
no reales, estos valores propios vienen dados por un nimero complejo A = a + ib, a,b € R, y su
conjugado A = a — ib.

Sea 0 # u € C? un vector propio (con coeficientes complejos) de valor propio A: u = p + iq,
con p,q € R2. Entonces v =11 = p — iq es un vector propio de valor propio . La solucion general
compleja a nuestro sistema viene dada por las combinaciones lineales de e*u y e*v, esto es, por
las combinaciones lineales de

e™(cos(bt) + isen(bt))u y e (cos(bt) — isen(bt))v,
0, equivalentemente, por las combinaciones lineales de las partes reales e imaginarias:
e™(cos(bt)p —sen(bt)q) y e (cos(bt)q + sen(bt)p).

Las combinaciones lineales con coeficientes reales de estas tltimas funciones nos dan la solucién
general (real).
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Receta. La solucién general del sistema
x' = Ax
con A matriz real 2 x 2 con valor propio no real A = a + ib y vector propio asociado u = p + iq es
x =c1 Re (e’\tu) + coIm (eAtu>
= c1e™(cos(bt)p — sen(bt)q) + cae™ (cos(bt)q + sen(bt)p)
con ci,cy € R.

Ejemplo. Consideramos el sistema

i) (1 1\ [xi(t)
)= () ()
r—1 -1

1 co1l= (x —1)% 4+ 1, cuyas raices son 1+ i. El subespacio

El polinomio caracteristico es

fundamental (complejo) de valor propio 1+1ies S(A,1+1) =C i . Las partes reales e imaginarias

de eI+t C) = el(cost + isent) ((é) +1i <(1)>> son
: 1y 0 ¢ cost " 0 1 ¢ sent
e (cost <0> sent <1>> =e (_ sent) y e (cost <1> +sent <O>> =e <cost> )

luego la solucién general es

esto es,

x1(t) = €' (cq cost + casent),

xo(t) =e

*(—cisent + cpcost).
4.3. Valor propio repetido
Consideremos ahora los sistemas

donde A es una matriz real 2 x 2 con un tnico valor propio real, de multiplicidad 2:

lzly — A| = (z — \)?
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de manera que A no sea diagonalizable.
Veamos primero un caso particular:

Ty = A1y,
Th = x1 + A\To.

A L . .
La matriz de coeficientes A = 1 ?\ tiene un tnico valor propio: A, con multiplicidad 2, pero la

dimensién de S(A, \) es 1, luego no es diagonalizable. Sin embargo, sabemos resolver el sistema,
pues x; = coeM para alguna constante cp, y tenemos x5 = coe* + Azo, que es una ecuacién
diferencial lineal con solucién

zy = eM(cat + ¢1)

para alguna constante c;. Asi pues, la solucién al sistema es

) ) ()

1
Notemos que el vector u = <0> no es vector propio de valor propio A, pero si lo es v =
0 Ly
(A—A)u= Nk La solucién general nos queda de la forma
x(t) = c1eMv + coeM (u+ tv)

En general, si 0 # p es un vector propio, entonces Ap = Ap y x(t) = eMp es una solucién del

sistema, puesto que
x' = \eMp = A(eMp) = Ax.

Buscamos soluciones de la forma

x(t) = eMu + teMv = eM(u + tv)

con v # 0. De
x'(t) = XeM(u + tv) + eMv
=M (()\u +v)+ t)\v)
x/(t) = Ax(t) = eM(Au + tAv)
obtenemos

Au+tAv = (du+v)+tAv VteR,

de donde deducimos
Av=Jv, Au=Au-+v,

o equivalentemente

(A — )\IQ)V == O, (A — )\Ig)u = V.



94 CAPITULO 7. ECUACIONES DIFERENCIALES

Receta. En las condiciones anteriores, sea u € R?\ S(A, \), entonces v = (A — Alx)u es un vector
propio (de valor propio \) y la solucién general del sistema x’ = Ax es

c1eMv 4 coeM (u + tv).
Ejemplo. Dada la ecuacién diferencial:
y' =2y +y =0, (7.8)

la podemos convertir en un sistema como sigue. Sea 1 = y y T2 = ¥/, entonces nos queda
/ JR—
€T = T2,
/
Ty = —T1 + 229,

/ 0 1
X = (_1 2) X. (7.9)

Calculamos los valores propios de la matriz A en el sistema:

esto es,

r -1

1 z—9 =z(x—2)+1=(z—1)>2

Obtenemos facilmente S(4,1) =R (i) El vector u = <(1]

e (00

La solucién general a nuestro sistema (|7.9)) es

o t 1 t 0 1 ot Cl+02t
x(t) = cre <1 + cge 1 +1t 1)) =€ e tey b ot

luego la solucién general a la ecuacién (|7.8) es

) no es pues vector propio, pero

si es vector propio.

Yy = et(cl + caot),

con ci,cy € R.
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4.4. Resumen

Para sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de grado dos:
x' = Ax (7.10)
podemos resumir lo anterior como sigue:

» Si A es diagonalizable y {u;, uz} es una base de vectores propios, con valores propios asociados
A1 ¥ A2 (pueden ser iguales), entonces la solucién general de ([7.10]) es

A

X = cle’\ltul + coe?tug

con ci,cy € R constantes arbitrarias.

» Si A posee un valor propio A € C\ R y u € C2? es un vector propio (no nulo) de valor propio
A, entonces la solucién general de ((7.10]) es

x = c; Re (e)‘tu) +coIm (e)‘tu)

con c1,c2 € R constantes arbitrarias, donde Re e Im denotan la parte real e imaginaria:
Re(a +ib) = a, Im(a + ib) = b.

Debemos recordar la exponencial de niimeros complejos: e?t% = e%(cos b + isen b).

» Si A no es diagonalizable y A € R es su tnico valor propio (con multiplicidad 2), entonces
elegimos un vector u € R? que no sea vector propio de A, y consideramos el vector v =
(A — Al3)u. La solucién general de (7.10) es

creMv + cze”(u +tv).

con ¢, cs € R constantes arbitrarias.






Capitulo 8

Funciones de varias variables.
Diferenciacion

En este capitulo estudiaremos funciones
f:D—R

donde el dominio D es un subconjunto de R" para algtin n, concentrandonos especialmente en el
cason = 2.

Ejemplo. f(x,y) = zIn(z? — y). El dominio de f es el conjunto

D ={(z,y) eR? | y <a?}

Dada una funcién de dos variables f : D — R, D C R?:

» La gréfica de f es la superficie de R?:

{(xay7z) eR® ‘ z = f(xay)}

(8.1)

Gréfica de f(z,y) = y* — 22

97
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» Las curvas de nivel son las curvas en R? de ecuaciéon f(x,y) = k, con k en el rango de f.

§1.

2

Curvas de nivel de z = y% — x

Limites. Continuidad

» Decimos que el limite de f cuando (z,y) tiende hacia (a,b) es L y escribimos

lim z,y) =1L
(Ly)ﬁ(avb)f( v)

si la funcién se acerca a L cuando (z,y) se acerca a (a,b), con (z,y) # (a,b). Formalmente
lim g ) (ap) f(7,y) = L si para todo € > 0, existe § > 0 tal que

(2,y) €Dy 0</(@—a)?+(y—b?<d = |f(z,y)— Ll <e
Como para funciones de una variable, se tiene lim, ), (a5 f(,y) = L si para toda sucesién
(Zn,yn) en D\ {(a,b)} con limz, = ay limy, = b, se tiene lim f(z,,y,) = L.

Si lim, y)—(ap) f(@,y) = L, entonces para cada curva o : I — D con o(t) = (z(t),y(t)) tal
que limy_,y, x(t) = a y limy_y, y(t) = b, se tiene

lim f(a(t), y(t)) = L.

t—to

(Notemos que este tltimo limite es un limite de una sola variable.) Esto quiere decir que al
acercarnos hacia (a,b) a través de cualquier curva, el limite siempre ha de ser L.
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. . , LY
Ejemplo. No existe lim, ,)_(0,0) o
En efecto, con o(t) = (¢,0) se tiene lim; ot =0 = limy_00 y
t-0
lim =lim - =1lim 0 = 0,

t5012 +0  t—0 t2 t—0

pero con o(t) = (¢,t) se tiene
.t .11
lim —— =lim - = —,
t—0 t2 4 ¢2 t—0 2 2
luego acercandonos al punto (0,0) por dos curvas distintas obtenemos distintos limites.
Todo lo anterior se extiende sin dificultad a funciones de tres o mas variables.
Debido a que los limites de funciones quedan determinados por limites de sucesiones, se tienen
las propiedades usuales de los limites:

= Si existen los limites lim, ) 0p) f(2,¥) ¥ M) (ap) 9(2,9) ¥ 7 € R, entonces:

o lm ) sap rf(@y) = rlimegy @) f(2,9),

o lm ) —(ap) (f(z,y) + g(z,y)) = im0y F(2,y) + Mg ) ap) 9(z,y) (salvo la
indeterminacién oo — 00),

o M y)sap) (f(ﬂﬁ,y)g(fﬂ,y)) = Um g y) s (a,p) f(@, ¥) UM (g y) 5 (a,p) 9(@, y) (salvo 0 - 00),

b
) flzyy) Mm@ f(2,y) 0 oo
° hm(x,y)—>(a,b) = Y ) .

g(z,y) UM y)ap) 9(2, Y
» Teorema del Sandwich: Si existe § > 0 tal que f(z,y) < h(z,y) < g(x,y) Y(z,y) € D

con 0 < \/(J; — a)2 + (y - b)2 < (5 y lim($7y)_>(a7b) f(.jU, y) = h/m(i,y)%(avb) g(% y) = L7 entonces
)5 (a,0) B2, y) = L.

FEn ocasiones es til usar ‘coordenadas polares’ para calcular limites, especialmente en el origen,
pues

(m,yl)iiI%U,O) flz,y) = rl_i>r51+ f(rcosf,rsenf).

Ejemplo. lim(x,y)ﬁ(o’o) (:U2 + y2) 111(562 + 2/2) =7

I 2 2 1 2 2 - I 21 2
(z,y)f%0,0)(x +y%) In(z® + y°) lim n(r”)
= lim 2r%Inr = 0.
r—0+

Como para funciones de una variable, una funcién f(z,y) se dice continua en (a,b) € D, si

lim z,y) = f(a,b),
(w)ﬁ(avb)f( y) = f(a,b)

y anadlogamente para funciones de méas variables.
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§ 2. Derivadas parciales

Dada una funcién de dos variables f(z,y), la derivada parcial de f con respecto a x en
(a,b) € D es el limite (si existe):

OF (4 1) o=t S0 P:B) = f(@D)

Ox h—0 h ’

que es un limite en una sola variable. Andlogamente la derivada parcial de f con respecto a y
en (a,b) € D es el limite (si existe):
f(aab+h) —f((l,b)

a—y(a, b) = }lll_% o .

Las definiciones son analogas para funciones de tres o mas variables.

Notacidn: Las derivadas parciales de una funcién z = f(z,y) se denotan de varias maneras:

af d 0z

ox _%f_f‘”_z’”_ax
Geométricamente, f;(a,b) mide la razén de cambio de f en la direccién del eje OX y, por tanto,
es la pendiente de la recta tangente a la curva ¢ — f(a + t,b) en el punto ¢t = 0. Esta curva esta
contenida en la grafica de f.
Del mismo modo, f,(a,b) mide la razén de cambio de f en la direccién del eje OY, esto es, la
pendiente de la recta tangente a la curva t — f(a,b+t) en el punto t = 0.

Ejemplo. Si f(z,y) = 2%y — Inz, se tiene:
1
fx:2xy75, fy:x2a fx(LO):*lv fy(l,O):l

Ejemplo. La funcién f(z,y) = % si (z,y) # (0,0), £(0,0) = 0, estd definida en todo R2.

T4 +y
Sabemos que no existe lim, ), (0,0) f(%,%), luego no es continua en (0,0). Sin embargo,

f(h70) — f(070)
h

1a(0,0) = Jirg = hm0=0.
~ h-0 | i B
ya que f(h,0) = T 0 para todo h # 0. Del mismo modo, f,(0,0) = 0.
Vemos, por tanto, que la existencia de derivadas parciales no implica continuidad.

De manera més general, la derivada direccional de f en el punto P = (a,b) y en la direccién
u (vector de longitud 1) se define como,
f(P+tu)— f(P) d

Dyf(P):=1 = — P+ tu).
f( ) tg% t dt t:()f( + U)
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§ 3. Diferenciabilidad

Dada una funcién de dos variables (por simplicidad, los resultados son validos para un nimero
arbitrario de variables con las modificaciones obvias) f : D — R, f se dice diferenciable en el
punto P = (a,b) € D, si existen las derivadas parciales f(a,b) y fy(a,b) y ademds

Fa,y) = (f(a,b) + fula,b)(@ — a) + fy(a,b)(y — b))

lim =0.
(z,y)—(a:b) V(r—a)?+ (y—b)?

Esto lo podemos escribir como

Pt = (JP) + Pl + £y (Pus) ;
w0 u] -

donde u = (uy,uz).
Si f es diferenciable en P = (a,b) € D, entonces es continua en P y podemos aproximar f en
las cercanias de P por

f(a,b) + fz(a,b)(x —a)+ fy(a,b)(y —b).

Ademas,
» Para todo vector u = (uj, u2) de longitud 1 existe la derivada direccional Dy f(P) y
Duf(P) = fo(P)ur + fy(P)ug = Vf(P) eu,

donde Vf(P) = (fz(P), fy(P)) se llama (vector) gradiente de f en P.

En efecto, al ser f diferenciable en P y ser |[tul|| = |t|, se tiene

(Pt - (/(P)+ Lo(PYtur + £, (P)tus)

t—0 t

=0

luego
o £(P o+ t0) = £(P)

t—0 t

= fe(P)ur + fy(P)us.

» El valor maximo de Dy, f(P) al variar u es ||V f(P)|| y se obtiene si u tiene la misma direccién
que el vector gradiente V f(P).

Por tanto

‘V f(P) indica la direccién de mayor crecimiento de f en P. ‘

Esto es debido a que
Duf(P)=Vf(P)eu=|Vf(P)|cosa,

con « el dngulo que forman el vector unitario uy Vf(P).
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» El plano tangente a la grafica de f en P = (a,b) es

2= f(a,b) = fula,b)(z — a) + fy(a,b)(y = b).

Por otra parte,

= Si existen las derivadas parciales f, y f, en un disco alrededor de P = (a,b), y son continuas
en P, entonces f es diferenciable en P.

§4. Regla de la cadena

Podemos componer funciones de varias variables de muchos modos, y para cada uno de ellos
hay una versiéon de la regla de la cadena. Veremos aqui un par de ellos:

» Siz = f(z,y) es diferenciable, y z = g(t) e y = h(t) son derivables, entonces z es una funcién

derivable de t y
dz _ Ozdx  Ozdy

at " ordt oydt

» Siz = f(z,y) es una funcién diferenciable, y a su vez = = g(s,t) e y = h(s,t) son diferencia-
bles, entonces

0= _0:0n 0:0y
ds Ox0s Oy0Os’
0z 0z % 0z @

o " ozot  oyot

§ 5. Derivadas de orden superior. Polinomio de Taylor

Como para funciones de una variable, si f es una funcién de dos variables, = e y, asi lo son
sus derivadas parciales, f; y fy. Por tanto podemos considerar las derivadas parciales (fz)z, (fz)y,
(fy)e ¥ (fy)y. Utilizaremos las siguientes notaciones:
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Teorema. Igualdad de las derivadas cruzadas: Si [,y y fyz son continuas, entonces fry = fyaz.

Si f es suficientemente derivable en un entorno de un punto P = (a,b) € D, con derivadas
continuas, y tomamos un punto (z,y) cercano a P, sea uy =z — a, ug =y — b.

Consideremos la funcién de una variable F'(t) := f(a + tu1,b+ tuz). Su polinomio de Taylor de
orden 2 ent =0 es

F7(0)

F(0)+ F'(0)t + 5t (8.2)

que es una buena aproximacién de F'(t).
Por la regla de la cadena tenemos:

F'(t) = fo(a+ tur, b+ tug)us + fy(a + tug, b+ tuz)us,
F”(t) = fm(a + tul, b+ tUQ)U% + f;py(a + tul, b+ tUQ)UIUQ

+ fye(a + tug, b+ tug)urug + fyy(a+ tug, b+ tug)u3
= fuz(a + tur, b+ tug)ut + 2 fuy(a + tug, b+ tug)usus + fyy(a + tug, b+ tus)uj.

y, en particular,

F/(O) = fz(av b)ul + fy(aa b)UQa
FH(O) = fx:}c(a7 b)u% + 2fzy(a7 b)UIUQ + fyy(aa b)u%

Asi pues (8.2)) con ¢ = 1 nos queda, teniendo en cuenta que uy =z —ay ug =y — b:
f(a,b) + fula,b)(x — a)+fy(a,b)(y — b)
1 1
5 Fala D) = P+ fuy(a0)(@ — @)y~ b) + 5 Fuu(a,b)y — D)%,

que es un polinomio de grado 2 en z,y llamado polinomio de Taylor de grado 2 de f en el
punto (a,b).
Este polinomio es una buena aproximacion al valor de f(z,y) en las cercanias de (a,b).

Ejemplo. El polinomio de Taylor de grado 2 de la funcién cos(z?y) en el punto (%,0) es

™
1T .2
3297

pues £ (5,0) = 1, fo (5,0) = fy (5:0) = fur (5:0) = fuy (5:0) =0y fyy (5.0) = ~T5.
El polinomio de Taylor de grado 3 es:
f(a,b) + fu(a,b)(x —a) + fy(a,b)(y — b)

b 3 nla,D) (& = @)+ fay ()& — )y = 8) + 3 Fyy(a,6)(y — 1)
1

b & eaa@0)( = 0 + 5 oy (@,D)(@ = @2 = D)+ 5 o (@,D) @ = @)y = D2 + & a0y — D)
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§6. Extremos

Se dice que la funcién f(x,y) tiene un méximo relativo en el punto (a,b) si f(z,y) < f(a,b)
para todos los puntos (z,y) de un disco centrado en (a,b).
Anélogamente para minimo relativo.

Proposicién. Si f tiene un extremo (mdzimo o minimo) relativo en (a,b), y tiene sus derivadas
parciales en (a,b), entonces fy(a,b) =0 = f,(a,b). Esto es, V f(a,b) = 0.

En efecto, si f(z,y) tiene un extremo (méximo o minimo) relativo en (a,b), la funcién de una variable
f(z,b) tiene un extremo relativo en a, luego si es derivable, la derivada en = a vale 0, esto es: f,(a,b) = 0.
Igualmente f,(a,b) = 0.

Los puntos en los que V f(x,y) = 0 se dicen puntos criticos. Los puntos criticos no son necesa-
riamente extremos.

Ejemplo. f(z,y) =y? — z* (su grafica estd en (8.1)).

Vf(z,y) = (—2z,2y), luego el tinico punto critico es (0,0). En la direccién del eje OX, la funcién
toma valores f(z,0) = —x2, que tiene un maximo para = = 0. Sin embargo, en la direccién del eje
OY, la funcién toma valores f(0,%) = y?, que tiene un minimo para y = 0. Por tanto (0,0) no es
extremo relativo de f.

Los puntos como en el ejemplo anterior, que son minimos relativos de f en alguna direccion, y
maximos relativos en otras direcciones, se llaman puntos silla.

Dada una funcién con derivadas parciales de segundo orden en (a,b), la matriz

_ f:r:x(a’b) fxy(avb)
" ‘(fym,b) fyy<a,b>>

se llama matriz Hessiana de f en el punto (a,b). Su determinante |H| se llama simplemente
Hessiano de f. El siguiente criterio se basa en el desarrollo de Taylor de grado 2 alrededor de los
puntos criticos.

Teorema. Si las derivadas parciales seqgundas de f son continuas en un entorno de un punto
critico (a,b), entonces:

v si |H| >0 ytraza(H) > 0, (a,b) es un minimo relativo.
v si |H| >0 ytraza(H) <0, (a,b) es un mdzimo relativo.
v si |H| <0, (a,b) es un punto silla.

Si |H| = 0 el criterio anterior no nos da informacién, es lo andlogo al caso de puntos criticos
para funciones de una variable con derivada segunda nula.
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Ejemplos. o f(z,y) =22 +y* +zy.

Vf(x,y) = (2 + y,2y + z), luego su tnico punto critico es (0,0). La matriz Hessiana es

constante:
2 1

con [H| =3 >0y traza(H) =4 > 0, luego (0,0) es un minimo relativo.

o flz,y) =a® —day +y.

Vf(z,y) = (322 — 4y, —4x + 1), luego su tnico punto critico es (%, 64). La matriz Hessiana

es
6 —4 1 3 3 4
H(x’y)_<—4 o)’ H(4’64)_<—4 o)

Asi, el Hessiano en el punto critico vale —16, luego el punto critico es un punto silla.

En el caso de una funcion f de n variables, n > 3, debemos de calcular también la matriz
Hessiana H. Si las derivadas parciales segundas son continuas, esta matriz es simétrica y tiene
todos sus valores propios reales. El criterio anterior es ahora un poco mas complicado:

Teorema. Si las derivadas parciales seqgundas de f son continuas en un entorno de un punto
critico P = (ay,...,ay), entonces:

» st los valores propios de H son todos positivos, P es un minimo relativo.
= st los valores propios de H son todos negativos, P es un mdxzimo relativo.

= st hay valores propios positivos y negativos, P es un punto silla.

Nota. El determinante de la matriz Hessiana es el producto de sus valores propios, contados segin
su multiplicidad, y la traza es la suma de los mismos. Esto hace que este criterio se reduzca al
anterior en el caso de dos variables.

§ 7. Campos vectoriales

z

Un campo vectorial de dos variables es una aplicacién F : D — R2, (D C R?). Asi

F(z,y) = (P(,), Q) = P(z,9)i + Q(z,y)j

donde las componentes de F son funciones D — R.
F asigna un vector del plano a cada punto del dominio D. Andlogamente se definen los campos
vectoriales en dimensiones superiores.

Ejemplo. Campo gradiente: Dada una funcién diferenciable f : D — R, f define su campo
gradiente: Vf: D — R2.
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Definicion. Un campo vectorial F se dice conservativo si es el campo gradiente de una funciéon
diferenciable f: F = V f.
En este caso, la funcion f se dice potencial de F.

Proposicién. Sea F(z,y) = P(z,y)i + Q(z,y)j un campo vectorial tal que sus componentes P y
Q tienen derivadas parciales continuas.

s Si F es conservativo, entonces

oP  0Q
oy Oz
oP 0
s 57 D es simplemente Conex el reciproco es cierto. Esto es, si e a—Q, entonces F es
Y x

conservativo.

Para tres variables, el resultado correspondiente es un poco més complicado. Dado un campo
vectorial en tres variables F(x,y,z) = P(z,y,2)i + Q(z,v,2)j + R(x,y, 2)k cuyas componentes
tienen derivadas parciales continuas, se llama rotacional de F al campo vectorial

(PR 0@\, (0P oR\. (0@ 0P
th'—<8y 0z)1+(8z 8$>J+<8x 8y>k'

Nos podemos acordar mejor de su definicién mediante la siguiente regla nemotécnica:

i j k

o o0 0
F-|- = =2
rot Jor 0Oy 0z
P Q@ R

Proposicién. Sea F(z,y,2) = P(x,y, 2)i+ Q(x,y,2)j+ R(z,y, 2)k un campo vectorial tal que sus
componentes P, Q y R tienen derivadas parciales continuas.

= Si F es conservativo, entonces rot F = 0.

» S D es simplemente conexo, el reciproco es cierto. Esto es, si rotF = 0, entonces F es
conservativo.

Recuerda el Teorema Fundamental del Céalculo Integral:

b
/a f'(@)dz = f(b) — f(a),

que nos dice que el valor de la integral de f'(z) depende solo del valor de f en los extremos.

D es simplemente conexo si no tiene agujeros que lo atraviesan.
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Si ahora f : D — R es una funcién de dos variables (el argumento para mas variables es el
mismo) cuyo gradiente V f es continuo, y o : [a,b] — D, t — (z(t),y(t)) es una curva continua y
con derivada continua en (a,b) (diremos curva suave), entonces

95 edo = [ (5w, )0 + 50,500 ©)d

= /b <f (z(t), y(t)))/dt por la regla de la cadena
= f(o(b

) — f(o(a)) por el Teorema Fundamental del Calculo

Asi pues la integral de linea [ V fedo jsolo depende del valor de f en los extremos de la curva o!
Decimos que la integral de linea [ F e do es independiente del camino si [ F o do = f,y F e dy
para toda curva -y con los mismos puntos inicial y final que o.

Teorema. Sea F : D — R? un campo continuo. Entonces

F es conservativo si, y solo si, para toda curva suave en D,
[, F e do es independiente del camino.

Ejemplo. El dominio de definicién es importante. Consideremos el campo vectorial

F:R?\ {(0,0)} — R?
-y x
x2+y21+x2+y

(x,y) — 535

que estd definido en un dominio con un agujero (el origen). Se tiene

0 —y B —(2% +y?) + 292 B y? — 22
Ay <x2 +y2) - (22 + y2)2 T (22 +92)2
0 T 2ty 222 P — 2P

oz <m2+y2)

(z2+y?)? (a2 4+y2)?’
oP  0Q

luego — = —.
Hes Oy  Ox

Si F fuera conservativo, la integral de linea sobre la circunferencia unidad o : [0,27] — R2,
o(t) = (cost,sent) serfa trivial pues o(0) = o(27). Pero

27 27 2t 2t 27
/ Fedo = / F(o(t)) e o' (t) dt = / ( >en b > dt= | dt =21 #0,
o 0 0 0

cos?t +sen?t  cos?t -+ sen?t

luego F no es conservativo.






Capitulo 9

Integrales multiples

Este capitulo estd dedicado al estudio de integrales de funciones de varias variables.

§1. Integrales dobles

1.1. Sumas de Riemann

Al igual que para integrales de funciones de una variable, dada una funcién continua de dos
variables

f:D—R,

definida en un rectangulo D = [a,b] X [¢,d], con f(z,y) > 0 V(z,y) € D, podemos aproximar el
volumen bajo la grafica de f tomando particiones

Po={a=zy<z1 < <xp =}, Py={c=yp <y < <ym=d}

y puntos (x7;,y5;) € [zi—1,%i| X [yj—1,Yy;], y considerar la suma de Riemann

n m

Do v (@ — wioa) (v — yioa)-

i=1j=1

109
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Al tomar particiones cada vez mas finas, estas suman convergen hacia el volumen bajo la grafica
de f.

Una funcion arbitraria f : D = [a,b] X [¢,d] — R se dice integrable si existe el limite de sus
sumas de Riemann. Dicho limite se dice integral de f y se denota:

|| s dady

1.2. Integrales iteradas

Por otra parte, dada f : D = [a,b] X [¢,d] — R, para cada y € [c,d] podemos considerar la
funcién de una variable

f(xy):[a, b)) — R
z = f(z,y),

y su integral F(y) = fff(m,y) dz, obteniendo asi una funcién F : [¢,d] — R que, a su vez,

podemos integrar
d b
/ (/ f(z,y) dm) dy . (9.1)

También podemos proceder en sentido inverso:

/ab (/Cd f(z,y) dy) dx . (9.2)

Las integrales en (9.1]) y (9.2) se dicen integrales iteradas.

Teorema. (Fubini) Si f : D = [a,b] X [¢,d] — R es una funcion continua, entonces f es
integrable y se tiene

//Df(m,y)dxdyZ/cd (/abf(:v,y)dw) dyz/ab (/jf(:v,y)dy) dz .

Mads generalmente, el resultado es cierto si f es acotada en D y discontinua solo en un numero
finito de curvas suaves.

Ejemplo. El volumen bajo la gréafica de

f:10,2] x[0,2] — R
(z,y) — 16 — 2% — 2y
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es

//D f(z,y) dedy = /02 (/02(16 e 2y2)d$> dy

2 237772
= / [(16 — 2z — ] dy
0 3

x=0
2 8 88 317 176 —32
= 324y — Z)dy= | —y—4=| =—— "= —48.
/o( V= 3)a [3*” 3], 3

1.3. Integrales dobles sobre dominios generales

Si f: D — R es una funcién continua sobre un dominio acotado de R2, la integral doble
[Ip f(x,y) dzdy se define también como limite de sumas de Rieman y se calcula mediante integrales

iteradas.

Ejemplos:
» [[pxdxdy siendo D el tridngulo de vértices (0,0), (2,0) y (0,1).

Y

X
2
La recta que pasa por (2,0) y (0,1) es x + 2y = 2. As{ tenemos
2 2—z
// f(x,y)dxdy:/ (/ mdy) dx
D 0
2 22—z 1 2
= | [zy]y? dx= 5 (22 — %) da
0
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También podemos hacer

/Df(:v,y)al:cdy:/1 (/02_2yxd:r> dy
72 2(1— y) 1
—/ [ ] =2/0(1—y)2dy

» [[pydady siendo D = {(z,y) € R? | 2> +y*> < 1,y > 0}:

2

dad ' e = [ =
//Dyacy—/o L Y y—/o[yfv]_ il

1 2 311 2
= [ 2/1—92dy=|—=(1— 2} ==,
/Oy y? dy {3( y)20 3

Propiedades de las integrales dobles:

o [Ip(f@ )+ g@y))dady = [f f(x,y) dady + [[, g(w,y) dedy,
[Ipcf(z,y)dedy = c [[, f(x,y) dzdy (c constante).
» Si f(z,y) > g(z,y) Y(z,y) € D, entonces [[,, f(z,y)dzdy > [[5 g(z,y) dzdy.
[Jp dxdy es el area de D.

[Ip f(z,y)dzdy = [[p, f(2,y)dxdy + [[p, f(z,y)dxdy, si D = D1 U Dy y D1y Ds no se
solapan excepto, quizas, en sus fronteras.

1.4. Cambio de variable en integrales dobles

En una variable, si deseamos calcular [; f(z)dxz y hacemos el cambio = ¢(u), entonces
[ s@de= [ )W) du.
I e™1(I)

El valor absoluto se debe a que si ¢ es decreciente (derivada negativa) e I = [a,b], o' (I) = [c,d],
entonces o(d) = a 'y ¢(c) = b, luego

b c d
[ @ e = [ pe)e @ de= [ f(p)e ] du
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En dos variables los cambios son de la forma x = ¢(u,v), y = ¢¥(u,v), o
(z,y) = ®(u,v) == (p(u,v), ¥ (u,v)).
Debemos ahora sustituir dzdy por dudv multiplicado por el valor absoluto del Jacobiano de @:

9p O

ou  Ov .

det <a¢ W)’ de modo que se tiene
ou  Ov

//D f(x,y)dedy = /[pl(D) [ (plu,v), ¥ (u,v))

Un cambio de variables muy ttil es el paso a coordenadas polares:

x =rcosb, y=rsend.

Ejemplos:

= Volumen de la Bdveda de Viviani:

V:// \/1—2? —y2dad
5 Y Y

donde el dominio es

D:{(x,y)€R2|x2+y2§1, (az—%)Q—FyZZi, (m+%)2+y22

Y

| =
——

~1 —-1/2 1/2 1
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Por simetria V =4 [[,4 /1 — 22 — y? dzdy con

142 1
pr={) e® ayz0 2+ st (r-3) +o22 1)
={(z,y) €ER? |2,y >0, 2* +¢y* <1, 2° +¢y* >z}

Cambiando a polares: x = rcos#, y = rsenf, el Jacobiano es

ox Oz

Ir 90 cosf —rsenf

g; gg ~lsen® rcosf | r(cos” § +sen”6) =1,
ar 09

y DV se corresponde con

l~)+:{(r,9)€[0,—|—oo)><[0,277]|0<¢9§ r<1,r2(}089},

N
|

luego tenemos

// \/1—1‘2—y2dxdy—/2(/ \/1—T2rdr>d9
D+ cos
2

1
l—r ‘;’] do
(3059

NS

/ sen 0d9—3/ (1 — cos®6)senf db
0

R A _1<1 1)_2
BN A 3 ], 3 3) "9

Asi, el volumen de la béveda de Viviani es g (iNo depende de =)

s La campana de Gauss es la grafica de la funcién

flx)y=e"7
que es un multiplo escalar de la funcién de densidad de la distribuciéon normal en Estadistica.

322
Calcular directamente A = fjfoo e~ 2 dz tiene la dificultad de que no conocemos una primi-
tiva. Pero, por el Teorema de Fubinﬂ

([ ([ b [

'El Teorema de Fubini se refiere a integrales sobre rectdngulos acotados, pero tomando limites se prueba su validez
también para rectdngulos no acotados.
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y cambiando a coordenadas polares, nos queda

22442 +oo p2m 2
// e 2 dxdy :/ / e 2rdrdd
R2 0 0
+o00 2
= 27r/ e 2rdr
0

“+00
= 2.

2

=27 {—e_g

0

Por tanto:

—+oco 2
/ e 2 dr=+V2r.

1.5. Superficies en R?

De modo anélogo a la férmula para la longitud de una curva en R?, el drea de la grafica de una
funcién diferenciable z = f(x,y) definida en un dominio D C R? es

Area://D \/l—i— (§£>Z+ (g:J;)dedy.

§ 2. Integrales triples

Dada una funcién de tres variables f : D — R, D C R3, su integral

///D f(z,y,2) dedydz

es el limite, como para dos variables, de las sumas de Riemann correspondientes. El Teorema de
Fubini y las propiedades de las integrales dobles son vélidas también, con los cambios naturales,
para las integrales triples.

En particular, el volumen de una regién D C R3 es

// dxdydz .
D

Ejemplos:
» D=[0,1] x [-1,2] x

//Z)aldxdydz:/:) (/21 (/ledm> dy ) dz
g
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v [[[p V2?4 y? dedydz, donde D es la regién acotada por el paraboloide z = 22 +y? y el plano
z=4:
D={(z,y,2) eR® | 22 +9? < 2 < 4}.

Con D = {(z,y) € R? | 22 4+ 32 < 4}, tenemos

4
\ 2?2 + y? dxd dz:// (/ \x? + 2dz> dxd
//~/D Y Y D \Jx2442 Y Y
:/f\/m2+y2(4—x2—y2)dxdy.
D
Ahora pasamos a polares: x = rcosf, y = rsenf:
2 2
//_ y/x2+y2(4—x2—y2)dazdy:/ / (4 —r)r drdf
D o Jo
2 3 572
:271'/(47“277“4)(#:277 L
0 3 5

(32 32) 1287
= 271' —_— = — = —
3 ) 15
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