Matematicas 11-Bloque | Tema 3. Programacién con restricciones de igualdad

1.-

4.-

Sea f(x,y) =e* +eY, se pide:

a) ¢Existe algun punto 6ptimo de f?.

b) Si se considera la funcién f sujeta a la restriccion x+y =2, ¢existe algun punto
Optimo?.

Sea f(X,y) = x2 + y2:

a) ¢Existe algun punto 6ptimo de f2.

b) Escribir una restriccién de forma que los puntos obtenidos en a) no sean solucién
del problema restringido.

c) Si se considera la funcion f sujeta a la restriccion x+y =1, ¢existe alglun punto
6ptimo?.
Sea la funcién f(x,y,z) = x2 + y2 +bXxy+az, siendo ay b parametros reales.

a) Estudiar para que valores de los parametros a y b, el punto (1, 1, 1) es maximo,
minimo o no es extremo.

b) Obtener una relacion entre los parametros a y b que sea una condicidbn necesaria
para que el punto (1, 1, 1) sea un Optimo local de f sujeta a la restriccion
x2 + y2 +2%2=3.

Comprobar que el punto (1, 0, O) es solucién del problema:

Minimizar f(X,y,z)=X+Yy + x2 +y? + z°
2,2 _
s.a: X“+y= =1
x=1

Comprobar que el punto (1, O, O) no verifica las condiciones necesarias de primer orden de
Lagrange. ¢Cual es la razén de esta aparente contradiccion?.

5.-

6.-

Dado el programa

Optimizar f(x,y) = x2
s.a: x* + 2x2y2 + y2 = 4x?
a) Escribir las condiciones de Lagrange del problema.

b) ¢Debe el punto (0,0) satisfacer las condiciones de Lagrange para ser 6ptimo?

c) Calcular los candidatos a puntos 6ptimos.

d) Sabiendo que el conjunto factible es compacto (cerrado y acotado) determina los
maximos y minimos globales.

Calcular los extremos locales de la funcion f(x,y)=x2+y2 sujeta a la restriccion

y+x2:1.
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7.- Calcular los extremos locales de la funciéon f(X,y,z)=Xx+Yy+z sobre el elipsoide
x2 +2y2 +52% =1.

8.- Calcular los extremos locales de la funcion f(X,y,z)=xyz sujeta a la restriccién
X+y+z=1.

9.- Calcular los extremos locales de la funcién f(x,y,z,t) = x2 +y2 +2z% +t° sujeta a las
restricciones: 2x+3y =6, 4y-z=1, y+z+t=15.

10.- Determinar los 6ptimos locales de las siguientes funciones sujetas a las restricciones
que se indican:

a) f(x,y,z)=x2+y2+322 b) f(X,y,z2)=2x+y -2
sa: x+y+z2=4 s.a: x2+y?>-z=0

©) f(x,y,z):xz—y+22 d) f(x,y,z)=x2+y2+z2
s.a: x2+y2+422:8 s.a: {x+y+z:14

2x-y=0

e) f(x,y,z)=—x2+2y+z ) f(x,y)=x+y
s.a: {;(y++2)z:cz):0 s.a: x2+y?=1

g) f(x,y)=2x2+4y2+2x h) f(x,y,z):(x—1)2+(y—1)2+z2
s.a: x2+y2:1 s.a: x2+y2:8

) fOy)=xy DGy =x+y?
s.a: x2+y2=1 s.a: In(xy)=1

11.- Hallar las dimensiones del rectangulo de mayor area inscrito en una circunferencia de
radio r.

12.- Dado el problema de optimizacion

Optimizar 3X +4y
s.a: xZ + y2 =25
a) Determinar, si existen, los puntos criticos de la Lagrangiana del problema.

b) Clasificar los puntos criticos obtenidos en el apartado a).

c) ¢Podemos afirmar que los extremos obtenidos en el apartado b) son globales?
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13.- Resolver el siguiente problema de optimizacién utilizando la técnica de los
multiplicadores de Lagrange

Optimizar X+Yy
s.a: xy-1=0

14.- Sea f(X,y,z)=Xx+2y +2z:

a) Calcular, si existen, los 6ptimos locales de fen S = {x,y, Z) e RS‘ X +4z% = 5}
b) Calcular, si existen, los optimos locales de f en
T= {x,y,z) € R3‘x2 +y2 +4z° = 6].

- X . . . L. - .
15.- Sea f(x,y):y—. Estudiar la existencia de méaximos y minimos relativos

condicionados a la restriccion x — y2 =1.

16.- Dado el problema de optimizacion

Optimizar f(Xx,y,z)= x2 + y2 + 22

X+y+z=0
2X-y+2z=1

s.a:

a) Determinar, si existen, los 6ptimos locales.
b) Analizar si se trata de 6ptimos globales. Razonar la respuesta.

17.- Para el problema

Optimizar X+y-—22

s.a: x2+y2+22:6

a) Calcular los puntos criticos y clasificarlos.
b) ¢Qué se puede decir acerca de la globalidad de los extremos?
18.- Sea el problema de optimizacion
Optimizar x2y2
s.a: Xy+y=1
a) Determinar los puntos criticos de la funcion Lagrangiana del problema.
b) Clasificar los puntos obtenidos en el apartado anterior.
19.- Dado el problema

Optimizar XS -y

s.a: X +y2=1
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a) El conjunto factible ¢es convexo?, ¢es cerrado?, ¢es acotado? Justificarlo.
b) Hallar los puntos criticos de la funcidon Lagrangiana asociada y clasificarlos.

c) Sin necesidad de volver a resolver el problema, y si el término independiente de la
restriccion es 1”1 en lugar de 1, contestar razonadamente a la pregunta: ¢los valores
Optimos mejoran o empeoran?

20.- Determinar, usando la técnica de los multiplicadores de Lagrange, los extremos
relativos condicionados del siguiente problema de optimizacion:

Optimizar y2 + x2y -y +10

s.a: y — x% =0
21.- Dado el problema de optimizaciéon

Optimizar f(x,y)= ax®+b Xy—ax-2by-5x (a,beR)
s.a: X=y

a) Determinar las condiciones que deben cumplir los parametros a y b para que el
punto (1,1) sea un punto critico del programa.

b) Para b=1, analizar el caracter del punto (1,1).

22.- Dado el problema

Optimizar f(X,y,z)= x2 + y2
s.a: A4Xx -3y +22=6
analizar la existencia de 6ptimos globales y calcularlos en su caso.

23.- Dado el programa

Optimizar X2 + y2

s.a: y+x2:1

a) Resolverlo por el método de Lagrange.

Optimizar x2 + y2

b) Sin resolver el programa , analizar si los 6ptimos de este

s.a: Yy + x2=0,9
nuevo programa mejoran o empeoran respecto del programa del apartado anterior.

24.- Dado el programa
Optimizar Xy + z2
s.a: 2X-y+z=0

a) Calcular, si existen, los 6ptimos locales con el método de Lagrange.

b) Calcular, si existen, los 6ptimos globales.
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25.- Dado el problema:
Optimizar X — 3y
s.a: X — y3 =0
a) Utilizando el método de Lagrange calcular los candidatos a extremos locales.

b) Clasificar los puntos obtenidos en el apartado anterior.
26.- Dada la funcion f(x,y) = x% + (y - 1)?,

a) Calcular sus extremos relativos condicionados sobre el conjunto

{x,y)e Rz‘y: x2 —l].

b) ¢El punto (0,-1) es maximo global del problema anterior? (Puede ayudar la
representacion gréafica del problema).
27 .- Dado el programa

Optimizar  xIn(y)
s.a: y-yx=1

a) Calcular el valor de 4 para que (0,1, 1) sea punto critico de la funcidon Lagrangiana
del problema.

b) Determinar si el punto (0,1) es un extremo local del problema anterior.

28.- Considerando el problema

Optimizar 10x° —16xy + 10y~

s.a: x2+y2=2

a) Calcular sus puntos criticos.
b) Utilizando condiciones de segundo orden clasificar los puntos del apartado a).
c¢) Razonar sobre la globalidad de los puntos obtenidos en el apartado a).

29.- La funcién de utilidad de un consumidor es U(X,y)=(XX+2)(y+1) donde x e y

representan las cantidades de los bienes 1 y 2 consumidos en un periodo de tiempo dado.
Sea 4 u.m. el precio unitario del bien 1, 6 u.m. el precio unitario del bien 2 y 130 u.m. el
presupuesto de que dispone el consumidor que se gasta totalmente. Se pide:

a) Calcular la cantidad a consumir de cada bien si el objetivo es maximizar la
utilidad.

b) ¢Cual es la variaciéon que experimenta la utilidad méxima ante un cambio en la
cantidad de presupuesto disponible?
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30.- La funcién de produccién de una empresa es f(X,y,z)=Xy+xz+yz, siendo X, vy, z
la cantidad, en miles de unidades, de los tres inputs que utiliza.

a) Hallar la cantidad de cada input que maximiza la produccién, sabiendo que deben
consumirse 6000 unidades entre los tres.

b) ¢Qué variacion experimentard la produccién maxima si se debe consumir 6100
unidades entre los tres inputs?

31.- Una empresa produce y comercializa dos bienes, X e Y. El beneficio de la venta de

dichos bienes esta expresado por la funcién B(X,y) = In(x—2)2 +In(y—1)3 siendo x e y el

ndmero de unidades vendidas del bien X e Y, respectivamente. Se sabe que se dispone de
240 unidades de materia prima para producir ambos factores; cada unidad de bien X
precisa 10 unidades de dicha materia prima para su fabricacion y cada unidad de bien Y 20
unidades. La materia prima ha de agotarse en su totalidad en el proceso de fabricacion. Se
pide:

a) Escribir un programa matematico con el que se pueda calcular el nimero de
unidades del bien X y del Y que se han de fabricar para que el beneficio sea maximo,
suponiendo que se vende todo lo que se produce.

b) Resolver el programa matematico planteado.

c) ¢Qué precio maximo estaria dispuesta a pagar la empresa por una unidad
adicional de materia prima? Justificar la respuesta.

32.- La poblacién productiva de una pequefia ciudad se divide en dos grupos, uno fabrica
el bien A y el otro el bien B. Ambos bienes se exportan en su totalidad, percibiendo 12.5
u.m. por unidad del bien A 'y 100 u.m. por unidad del bien B. Las posibilidades de

produccién anual se hallan limitadas por la funcion de transformacion 1Ox+4y2 =10000,

siendo x el numero de unidades producidas del bien A e y el nimero de unidades
producidas del bien B. Se pide:

a) Calcular el numero de unidades anuales de cada bien con las que se maximiza el
ingreso conjunto de los productores de esta ciudad.

b) Sin volver a resolver el problema, razonar co6mo variaria el ingreso maximo si se

considerara la funciéon de transformaciéon 10x + 4y2 =10001.

33.- Una empresa produce un bien a partir de dos factores productivos X e Y siendo su

funcion de produccion q(x,y):40x+60y—x2—3y2, donde x representa la cantidad de
factor X e y la de factor Y. Los precios unitarios de los factores productivos son 1y 2
unidades monetarias, respectivamente. Se pide:

a) Sabiendo que los costes de los factores productivos han de ser de 26 u.m.,
calcular la cantidad de cada factor productivo que se ha de utilizar si se quiere
maximizar la produccién. Calcular también la produccién maxima.

b) Sin volver a resolver el problema, ¢cuanto variara la produccién méaxima si el
coste de los factores productivos ha de ser de 26”1 u.m.?
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34.- Una empresa emplea dos factores A y B, en cantidades x e y, para obtener un

determinado producto. La funcidon de costes viene dada por C(X,y) = 5x2 — 8xy +5y2 +10.

Fijado el nivel de produccidon en 8 unidades, la tecnologia utilizada para alcanzar dicho nivel

viene determinada por Q(X,y) = x2 + y2 .

a) ¢Qué combinacién de factores minimizara el coste de la empresa para el nivel de
produccién fijado? ¢Cual seria en este caso el coste de la empresa?

b) Si la empresa se planteara aumentar en una pequefia cantidad su nivel de
produccion, ¢disminuirian con ello los costes? Razonar la respuesta.

35.- Las preferencias de un consumidor que demanda cantidades de dos bienes estan

representadas por la funcion de utilidad: u(xl,xz) = x1/2

URY donde x, indica la cantidad del

1
bien 1y X, la cantidad del bien 2. Dicho consumidor dispone de una renta monetaria de R

euros que gasta integramente en el consumo de los bienes. Sabiendo que los precios son
P, Py

a) Determine las cantidades que demandara el consumidor de ambos bienes en
funcién de los precios y de la renta, de manera que su utilidad sea maxima. ¢{Qué

combinacion elegira si los precios son pL=5.p,=4Yy la renta es R=1507?

b) ¢Cuanto variara la utilidad del consumidor si dispusiese de una renta igual a 151
euros?

c) Suponga ahora que las preferencias del consumidor vienen representadas por la

funcion de utilidad: u(xl,xz)zxi/2+x2. Determine la nueva combinacién de

cantidades que elegirda cuando los precios y la renta son, respectivamente, P =5,

p, =4, R=150.
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