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Sea f : X → R una función inferiormente semicontinua, estrictamente
convexa y acotada sobre compactos. Entonces para cada K ⊂ X convexo
y compacto, el conjunto de puntos de K que son expuestos y de
continuidad de f |K es denso en ext(K ).
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Espacios localmente convexos

.
Definición
..

......

Un espacio localmente convexo (e.l.c.) es un par (X , τ) donde X es un
espacio vectorial sobre R y τ es una topoloǵıa sobre X tal que:

...1 las aplicaciones (x , y) 7→ x + y y (λ, x) 7→ λx son continuas,

...2 cada punto de X tiene una base de entornos formada por conjuntos
convexos.

Sea (X , ∥ ∥) un espacio normado. Entonces X dotado de la topoloǵıa
de la norma es un e.l.c.

El espacio de sucesiones ℓp, 0 < p < 1, equipado con la métrica
d((xn), (yn)) =

∑
n |xn − yn|p no es un e.l.c.

Si K es un compacto Hausdorff, entonces (C (K ), τp) es un e.l.c.
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de la norma es un e.l.c.

El espacio de sucesiones ℓp, 0 < p < 1, equipado con la métrica
d((xn), (yn)) =

∑
n |xn − yn|p no es un e.l.c.

Si K es un compacto Hausdorff, entonces (C (K ), τp) es un e.l.c.

L.C. Garcia-Lirola (Universidad de Murcia) Puntos expuestos de continuidad Noviembre, 2016 4 / 21



.....
.
....

.
....

.
.....
.
....
.
....
.
....
.
.....
.
....
.
....
.
....
.
.....
.
....
.
....
.
....
.
.....
.
....
.
....
.
....

.
.....

.
....

.
....

.

Espacios localmente convexos

.
Definición
..

......

Un espacio localmente convexo (e.l.c.) es un par (X , τ) donde X es un
espacio vectorial sobre R y τ es una topoloǵıa sobre X tal que:
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El dual y la topoloǵıa débil∗

Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado y completo.

Dado un espacio de Banach W , se define su dual como el espacio
vectorial

W ∗ = {f : W → R lineales y continuas}

La topoloǵıa débil∗ en W ∗ es la topoloǵıa de convergencia puntual
sobre elementos de W . Es decir,

fα
débil∗−→ f ⇔ fα(w) → f (w) para cada w ∈ W

(W ∗, débil∗) es un espacio localmente
convexo.

Si w ∈ W , entonces w(f ) := f (w)
define una aplicación lineal y
débil∗-continua en W ∗.
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débil∗-continua en W ∗.

L.C. Garcia-Lirola (Universidad de Murcia) Puntos expuestos de continuidad Noviembre, 2016 5 / 21



.....
.
....

.
....

.
.....
.
....
.
....
.
....
.
.....
.
....
.
....
.
....
.
.....
.
....
.
....
.
....
.
.....
.
....
.
....
.
....

.
.....

.
....

.
....

.

Contenidos

...1 Espacios localmente convexos

...2 Puntos extremos y puntos expuestos

...3 Continuidad y semicontinuidad

...4 La demostración

...5 Una aplicación

L.C. Garcia-Lirola (Universidad de Murcia) Puntos expuestos de continuidad Noviembre, 2016 6 / 21



.....
.
....

.
....

.
.....
.
....
.
....
.
....
.
.....
.
....
.
....
.
....
.
.....
.
....
.
....
.
....
.
.....
.
....
.
....
.
....

.
.....

.
....

.
....

.

Puntos extremos

D

D

conv(D)

K

b

b

b

b

¿D ⊂ K : conv(D) = K?
.
Definición
..

......

Decimos que un punto x ∈ K es un punto extremo de K si x no es un
punto interior de ningún segmento enteramente contenido en K.
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Puntos expuestos

.
Definición
..

......

Sea K ⊂ X compacto y convexo. Decimos que un punto x ∈ K es un
punto expuesto si existe una función w : K → R af́ın y continua tal que

w(x) > w(y) para cada y ̸= x , y ∈ K

Kbx bx

y
b

Cada punto expuesto de K es también un punto extremo de K .
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¿Qué condiciones garantizan que K = conv(ext(K ))?

Si K no es cerrado...

Si K no es acotado...

bc

bc

conv(ext(K ))
bb

b

b

conv(ext(K ))

K
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¿Qué condiciones garantizan que K = conv(ext(K ))?

Si K no es cerrado...

Si K no es acotado...

bc

bc

conv(ext(K ))
bb

b

b

conv(ext(K ))

K

L.C. Garcia-Lirola (Universidad de Murcia) Puntos expuestos de continuidad Noviembre, 2016 9 / 21



.....
.
....

.
....

.
.....
.
....
.
....
.
....
.
.....
.
....
.
....
.
....
.
.....
.
....
.
....
.
....
.
.....
.
....
.
....
.
....

.
.....

.
....

.
....

.
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Continuidad y semicontinuidad

.
Definición
..

......

Una función f : (X , τ) → R es

inferiormente semi

continua si para cada
x ∈ X y cada ε > 0 existe un entorno U de x tal que
f (x)− ε < f (y) < f (x) + ε para cada y ∈ U.
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Puntos extremos de continuidad
Si K es compacto y f : K → R es inferiormente semicontinua, entonces f
es continua en un conjunto denso de puntos de K .

.

......¿Podemos encontrar puntos extremos de continuidad?

.
Teorema (Raja, 2009)
..

......

Sea K ⊂ X compacto y convexo y f : K → R una función inferiormente
semicontinua, convexa y acotada. Entonces ext(K ) contiene un
subconjunto denso de puntos de continuidad de f .

.

......¿Es posible reemplazar ext(K ) por exp(K ) en el teorema anterior?

.

......

Sea f : X → R una función inferiormente semicontinua, estrictamente
convexa y acotada sobre compactos. Entonces para cada K ⊂ X convexo
y compacto, el conjunto de puntos de K que son expuestos y de
continuidad de f |K es denso en ext(K ).
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Dos ingredientes fundamentales
.
Teorema (Baire)
..

......

Sea (X , d) un espacio métrico completo y (Gn)n una sucesión de abiertos
densos en X . Entonces

∩∞
n=1 Gn es denso en X .

.
Lema (Choquet)
..

......

Sea K un compacto convexo y e ∈ extK. Para cada U entorno de e en K
existe una rodaja S de K de modo que e ∈ S ⊂ U.

K

eb

U
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Sea f : X → R una función inferiormente semicontinua, estrictamente
convexa y acotada sobre compactos. Entonces para cada K ⊂ X convexo
y compacto, el conjunto de puntos de K que son expuestos y de
continuidad de f |K es denso en ext(K ).

Podemos suponer que X = (W ∗, débil∗), K ⊂ W ∗ es débil∗-compacto
y f : W ∗ → R es débil∗-inferiormente semicontinua.

Supongamos probado lo siguiente:

.

......

Dado K ⊂ W ∗ débil∗-compacto y convexo, el conjunto de elementos de
W que producen puntos expuestos donde f |K is continua es denso en W .

Sea e ∈ ext(K ) y U entorno de e.

Por el lema de Choquet, existe w ∈ W que produce una rodaja S de
K con e ∈ S ⊂ U.

Existe w ′ ∈ W cercano a w que expone un punto x ∈ K donde f |K
es continua. Por tanto x ∈ S ⊂ U.
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y f : W ∗ → R es débil∗-inferiormente semicontinua.

Supongamos probado lo siguiente:

.

......
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Dado K ⊂ W ∗ débil∗-compacto y convexo, el conjunto de elementos de
W que producen puntos expuestos donde f |K is continua es denso en W .

Consideramos la función ρ(x , y) = f (x)2+f (y)2

2 − f ( x+y
2 )2.

ρ(x , y) ≥ f (x)2+f (y)2

2 −
(
f (x)+f (y))

2

)2
=

(
f (x)−f (y)

2

)2
≥ 0.

ρ(x , y) = ρ(y , x), ρ(x , y) = 0 si y sólo si x = y .

Consideramos ρ-diam(A) := sup{ρ(x , y) : x , y ∈ A}.
Consideramos los conjuntos:

Gn = {w ∈ W : w produce una rodaja S de K con ρ-diam(S) <
1

n
}

G =
∩
n≥1

Gn

Nota que cada w ∈ G expone un punto de K donde f |K es continua.
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Dado K ⊂ W ∗ débil∗-compacto y convexo, el conjunto de elementos de
W que producen puntos expuestos donde f |K is continua es denso en W .

Consideramos la función ρ(x , y) = f (x)2+f (y)2

2 − f ( x+y
2 )2.

ρ(x , y) ≥ f (x)2+f (y)2

2 −
(
f (x)+f (y))

2

)2
=

(
f (x)−f (y)

2

)2
≥ 0.

ρ(x , y) = ρ(y , x), ρ(x , y) = 0 si y sólo si x = y .

Consideramos ρ-diam(A) := sup{ρ(x , y) : x , y ∈ A}.
Consideramos los conjuntos:

Gn = {w ∈ W : w produce una rodaja S de K con ρ-diam(S) <
1

n
}

G =
∩
n≥1

Gn

Nota que cada w ∈ G expone un punto de K donde f |K es continua.

L.C. Garcia-Lirola (Universidad de Murcia) Puntos expuestos de continuidad Noviembre, 2016 17 / 21



.....
.
....

.
....

.
.....
.
....
.
....
.
....
.
.....
.
....
.
....
.
....
.
.....
.
....
.
....
.
....
.
.....
.
....
.
....
.
....

.
.....

.
....

.
....

.

.

......
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Gn = {w ∈ W : w produce una rodaja S de K con ρ-diam(S) <
1

n
}

Basta probar que cada Gn es un abierto denso de X y aplicar el
teorema de Baire.

Es claro que Gn es abierto. Veamos que Gn es denso:

Tomemos w ∈ W y δ > 0.

Consideramos r >> 0 y
C = conv(K ∪ (y + Ker(w) ∩ rBW ∗)

Existe e ∈ ext(C ) con w(e) > w(a)
donde f |C es continua.

De hecho, e ∈ ext(K ).

Por el lema de Choquet, existe u ∈ W
y b ∈ R tal que
ρ-diam(C ∩ {u > b}) < 1

n

Aśı, u ∈ Gn y ||w − u|| < δ.
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teorema de Baire.

Es claro que Gn es abierto. Veamos que Gn es denso:

Tomemos w ∈ W y δ > 0.

Consideramos r >> 0 y
C = conv(K ∪ (y + Ker(w) ∩ rBW ∗)

Existe e ∈ ext(C ) con w(e) > w(a)
donde f |C es continua.

De hecho, e ∈ ext(K ).

Por el lema de Choquet, existe u ∈ W
y b ∈ R tal que
ρ-diam(C ∩ {u > b}) < 1

n

Aśı, u ∈ Gn y ||w − u|| < δ.
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.
Teorema (Krein–Milman, 1940)
..

......

Sea K un subconjunto compacto y convexo de un espacio localmente
convexo. Entonces K = conv(ext(K )).

.

......¿Para qué compactos convexos se cumple que K = conv(exp(K )).

Por ejemplo, si K es metrizable entonces K = conv(exp(K )).
.

......

Si existe una función f : K → R estrictamente convexa e inferiormente
semicontinua, entonces K = conv(exp(K )).

.
Teorema (Hervé, 1961)
..

......

K es metrizable si y sólo si existe f : K → R estrictamente convexa y
continua.
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