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Sea f: X — R una funcién inferiormente semicontinua, estrictamente
convexa y acotada sobre compactos. Entonces para cada K C X convexo
y compacto, el conjunto de puntos de K que son expuestos y de
continuidad de f|k es denso en ext(K).
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Espacios localmente convexos

Definicidon

Un espacio localmente convexo (e.l.c.) es un par (X, 7) donde X es un
espacio vectorial sobre R y T es una topologia sobre X tal que:
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Definicién
Un espacio localmente convexo (e.l.c.) es un par (X,7) donde X es un
espacio vectorial sobre R y T es una topologia sobre X tal que:

@ las aplicaciones (x,y) — x +y y (A, x) — Ax son continuas,

@ cada punto de X tiene una base de entornos formada por conjuntos
CoNnvexos.

@ Sea (X,]| ||) un espacio normado. Entonces X dotado de la topologia
de la norma es un e.l.c.

@ El espacio de sucesiones /5, 0 < p < 1, equipado con la métrica
d((xn), (¥n)) = 2>_, |Xn — ¥n|P no es un e.l.c.
e Si K es un compacto Hausdorff, entonces (C(K), 1) es un e.l.c.
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El dual y la topologia débil*

@ Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado y completo.
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El dual y la topologia débil*

@ Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado y completo.

@ Dado un espacio de Banach W, se define su dual como el espacio
vectorial
W* = {f: W — R lineales y continuas}
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El dual y la topologia débil*

@ Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado y completo.
@ Dado un espacio de Banach W, se define su dual como el espacio

vectorial
W* = {f: W — R lineales y continuas}

o La topologia débil* en W™ es la topologia de convergencia puntual
sobre elementos de W. Es decir,

débil*

fo — f < fo(w) — f(w) para cada w € W
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@ Dado un espacio de Banach W, se define su dual como el espacio

vectorial
W* = {f: W — R lineales y continuas}

o La topologia débil* en W™ es la topologia de convergencia puntual
sobre elementos de W. Es decir,

débil*

fo — f < fo(w) — f(w) para cada w € W

o (W™, débil*) es un espacio localmente o=
convexo.
e Siw e W, entonces w(f) := f(w)
define una aplicacién lineal y
débil*-continua en W*. Fws) > ag
o> o
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Puntos extremos
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Puntos extremos

iD C K :conv(D) =K?
Definicién
Decimos que un punto x € K es un punto extremo de K si x no es un
punto interior de ningtin segmento enteramente contenido en K.
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Puntos expuestos

Definicidn
Sea K C X compacto y convexo. Decimos que un punto x € K es un
punto expuesto si existe una funcion w : K — R afin y continua tal que

w(x) > w(y) para cada y # x,y € K
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i Qué condiciones garantizan que K = conv(ext(K))?

Si K no es cerrado...
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i Qué condiciones garantizan que K = conv(ext(K))?

Si K no es acotado...
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i Qué condiciones garantizan que K = conv(ext(K))?

Teorema (Minkowski, 1911 — Caratheodory, 1930)

Sea K un compacto convexo de R". Entonces K = conv(ext(K)).
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Teorema (Minkowski, 1911 — Caratheodory, 1930)

Sea K un compacto convexo de R". Entonces K = conv(ext(K)).

Teorema (Straszewicz, 1935)

Sea K un compacto convexo de R". Entonces K = conv(exp(K)).

Estos resultados no son ciertos en dimensidn infinita.

Teorema (Krein—Milman, 1940)

Sea K un compacto y convexo de un espacio localmente convexo.
Entonces K = conv(ext(K)).

Sin embargo, es posible que conv(exp(K)) € K.
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Continuidad y semicontinuidad

Definicion

Una funcion f: (X,7) = R es continua si para cada
x € X y cada € > 0 existe un entorno U de x tal que
f(x)—e<f(y)<f(x)+eparacadaye U.
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Puntos extremos de continuidad

Si K es compactoy f: K — R es inferiormente semicontinua, entonces f
es continua en un conjunto denso de puntos de K.
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Puntos extremos de continuidad
Si K es compacto y f: K — R es inferiormente semicontinua, entonces f
es continua en un conjunto denso de puntos de K.
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Dos ingredientes fundamentales

Teorema (Baire)

Sea (X, d) un espacio métrico completo y (G,)n una sucesion de abiertos
densos en X. Entonces (-, G, es denso en X.
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Sea f: X — R una funcién inferiormente semicontinua, estrictamente
convexa y acotada sobre compactos. Entonces para cada K C X convexo
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Sea f: X — R una funcién inferiormente semicontinua, estrictamente
convexa y acotada sobre compactos. Entonces para cada K C X convexo
y compacto, el conjunto de puntos de K que son expuestos y de
continuidad de f|k es denso en ext(K).

@ Podemos suponer que X = (W*, débil*), K C W* es débil*-compacto
y f: W* — R es débil*-inferiormente semicontinua.
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@ Supongamos probado lo siguiente:

Dado K C W* débil*-compacto y convexo, el conjunto de elementos de
W que producen puntos expuestos donde f | is continua es denso en W.
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Sea f: X — R una funcién inferiormente semicontinua, estrictamente
convexa y acotada sobre compactos. Entonces para cada K C X convexo
y compacto, el conjunto de puntos de K que son expuestos y de
continuidad de f|k es denso en ext(K).

@ Podemos suponer que X = (W*, débil*), K C W* es débil*-compacto
y f: W* — R es débil*-inferiormente semicontinua.

@ Supongamos probado lo siguiente:

Dado K C W* débil*-compacto y convexo, el conjunto de elementos de
W que producen puntos expuestos donde f | is continua es denso en W.

@ Sea e € ext(K) y U entorno de e.

@ Por el lema de Choquet, existe w € W que produce una rodaja S de
KconeeScCU.
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Sea f: X — R una funcién inferiormente semicontinua, estrictamente
convexa y acotada sobre compactos. Entonces para cada K C X convexo
y compacto, el conjunto de puntos de K que son expuestos y de
continuidad de f|k es denso en ext(K).

@ Podemos suponer que X = (W*, débil*), K C W* es débil*-compacto
y f: W* — R es débil*-inferiormente semicontinua.

@ Supongamos probado lo siguiente:

Dado K C W* débil*-compacto y convexo, el conjunto de elementos de
W que producen puntos expuestos donde f | is continua es denso en W.

@ Sea e € ext(K) y U entorno de e.

@ Por el lema de Choquet, existe w € W que produce una rodaja S de
KconeeScCU.

o Existe w’ € W cercano a w que expone un punto x € K donde f|x
es continua. Por tanto x € S C U.
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Dado K C W* débil*-compacto y convexo, el conjunto de elementos de
W que producen puntos expuestos donde f | is continua es denso en W.
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Dado K C W* débil*-compacto y convexo, el conjunto de elementos de
W que producen puntos expuestos donde f | is continua es denso en W.

e Consideramos la funcién p(x,y) = w — ()2
2

) > f(X)Qerf(y)Q _ <f‘(><)451‘(y)))2 _ <f(X)5f(y)> >0

° p(x,y
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Dado K C W* débil*-compacto y convexo, el conjunto de elementos de
W que producen puntos expuestos donde f | is continua es denso en W.

e Consideramos la funcién p(x,y) = M f(—;Z) :

AP ()2 _<f(x)+2f(y))) _ <M> > 0.

° p(x,y) =
o p(x,y) = p(y,x), p(x,y) =0siysélosi x =y.
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Dado K C W* débil*-compacto y convexo, el conjunto de elementos de
W que producen puntos expuestos donde f | is continua es denso en W.

e Consideramos la funcién p(x,y) = w — ()2

) > f(x)2—£-f(}’)2 _ <f(x)-;f(y)))2 _ <M>2 > 0.

p(x,y

p(x,y) = p(y,x), p(x,y) = 0siysblosix=y.
Consideramos p-diam(A) := sup{p(x,y) : x,y € A}.
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W que producen puntos expuestos donde f | is continua es denso en W.

Dado K C W* débil*-compacto y convexo, el conjunto de elementos de J

e Consideramos la funcién p(x,y) = w — ()2

S FOPHP  (F+F() 2 )= > 0.
) > 2 < 2 ) < 2 > -

p(x,y =

p(x,y) = p(y,x), p(x,y) = 0siysélosix=y.
Consideramos p-diam(A) := sup{p(x,y) : x,y € A}.

Consideramos los conjuntos:

G, = {w € W : w produce una rodaja S de K con p-diam(S5) <

G:ﬂG,,

n>1
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Dado K C W* débil*-compacto y convexo, el conjunto de elementos de
W que producen puntos expuestos donde f | is continua es denso en W.

e Consideramos la funcién p(x,y) = M — ()2

x)2 2 X 2 x)— 2
p(x,y) > f( )J2rf(>/) _ <f( )J;f(y))) _ <f( )2f(y)> >0.

p(x,y) = p(y,x), p(x,y) = 0siysélosix=y.
Consideramos p-diam(A) := sup{p(x,y) : x,y € A}.

Consideramos los conjuntos:

1
G, ={w € W : w produce una rodaja S de K con p-diam(S) < ;}

G:ﬂcn

n>1

@ Nota que cada w € G expone un punto de K donde f|x es continua.
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1
G, = {w € W : w produce una rodaja S de K con p-diam(S) < ;}

@ Basta probar que cada G, es un abierto denso de X y aplicar el
teorema de Baire.
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1
n={w € W : w produce una rodaja S de K con p-diam(S) < ;}

@ Basta probar que cada G, es un abierto denso de X y aplicar el
teorema de Baire.

@ Es claro que G, es abierto. Veamos que G, es denso:

e Tomemos w € Wy d > 0.

o Consideramos r >> 0y
C = conv(K U (y + Ker(w) N rBy-)

w>a
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1
G, = {w € W : w produce una rodaja S de K con p-diam(S) < E}

@ Basta probar que cada G, es un abierto denso de X y aplicar el
teorema de Baire.

@ Es claro que G, es abierto. Veamos que G, es denso:

@ Tomemos w € Wy § > 0.

e Consideramos r >> 0y
C = conv(K U (y + Ker(w) N rBy-)

e Existe e € ext(C) con w(e) > w(a)
donde f|¢ es continua.

w>a

e € ext(C)
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teorema de Baire.

@ Es claro que G, es abierto. Veamos que G, es denso:

@ Tomemos w € Wy § > 0.

e Consideramos r >> 0y
w>a C = conv(K U (y + Ker(w) N rBy-)
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1
G, ={w € W : w produce una rodaja S de K con p-diam(S) < E}

@ Basta probar que cada G, es un abierto denso de X y aplicar el
teorema de Baire.

@ Es claro que G, es abierto. Veamos que G, es denso:

@ Tomemos w € Wy § > 0.

Consideramos r >> 0y
w>a C = conv(K U (y + Ker(w) N rBy-)
v Existe e € ext(C) con w(e) > w(a)
e e ext(K) donde f|¢ es continua.
De hecho, e € ext(K).
Por el lema de Choquet, existe u € W
y b € R tal que
p-diam(C N {u > b}) < 1
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1
G, ={w € W : w produce una rodaja S de K con p-diam(S) < E}

@ Basta probar que cada G, es un abierto denso de X y aplicar el
teorema de Baire.

@ Es claro que G, es abierto. Veamos que G, es denso:

@ Tomemos w € Wy § > 0.

e Consideramos r >> 0y
w>a C = conv(K U (y + Ker(w) N rBy-)

v o Existe e € ext(C) con w(e) > w(a)
e e ext(K) donde f|¢ es continua.

@ De hecho, e € ext(K).

@ Por el lema de Choquet, existe u € W
y b € R tal que
p-diam(C N {u > b}) < 1

° Asi, ue Gy ||lw—ul| <6.
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Teorema (Krein—Milman, 1940)

Sea K un subconjunto compacto y convexo de un espacio localmente
convexo. Entonces K = conv(ext(K)).
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Sea K un subconjunto compacto y convexo de un espacio localmente
convexo. Entonces K = conv(ext(K)).

iPara qué compactos convexos se cumple que K = conv(exp(K)). J

Por ejemplo, si K es metrizable entonces K = conv(exp(K)).

Si existe una funcién f: K — R estrictamente convexa e inferiormente
semicontinua, entonces K = conv(exp(K)).
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Teorema (Krein—Milman, 1940)

Sea K un subconjunto compacto y convexo de un espacio localmente
convexo. Entonces K = conv(ext(K)).

iPara qué compactos convexos se cumple que K = conv(exp(K)). ]

Por ejemplo, si K es metrizable entonces K = conv(exp(K)).

Si existe una funcién f: K — R estrictamente convexa e inferiormente
semicontinua, entonces K = conv(exp(K)).

Teorema (Hervé, 1961)

K es metrizable si y solo si existe f: K — R estrictamente convexa y
continua.
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