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F(M) — F(N)
En el caso en que N = Y es Banach, Lipy(M, Y) = L(F(M),Y).

Ademés, (T7(g),d(x)) = (g, Tr(0(x))) = (g, d(f(x))) = (g © f)(x) asi que
T#: Lipg(N) — Lipg(M) es el operador “composicién con .
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Theorem (Godefroy-Kalton, 2003)

Sean X, Y espacios de Banach, con X separable. Supongamos que existe
una isometria (no lineal) f: X — Y. Entonces existe una isometria lineal
T: X — Y. Ademads, el resultado es falso para X no separable.

e En transporte éptimo. Para un espacio métrico finito M, la norma
de un elemento de F(M) se puede interpretar como el coste de un
cierto problema de transporte (Wasserstein-1, Kantorovich-Rubenstein).

e En teoria de la computacién (“earthmover distance”).

Theorem (Naor-Schechtman, 2007)
F(R?) no es (linealmente) isomorfo a un subespacio de L1 = F(R). J

Esto proporciona cotas inferiores para el tiempo de computacién de

ciertos algoritmos relacionados con la semejanza de imdgenes 2D vy la
busqueda del vecino mas cercano.

Problema: ;Son F(R?) y F(R?) isomorfos?
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Theorem (Godefroy-Kalton, 2003)

Un espacio de Banach X tiene la Bounded Approximation Property si y sélo
si F(X) tiene la Bounded Approximation Property.

Como consecuencia, la BAP es invariante bajo isomorfismos Lipschitz.

Theorem (Aliaga-Gartland-Petitjean-Prochazka, 2021)
Son equivalentes:
i) F(M) tiene la propiedad de Radon-Nikodym.
i) F(M) tiene la propiedad de Schur.
iii) M es puramente 1-no rectificable.

M puramente 1-no rectificable significa que M no contiene ningln
fragmento de curva (v: K — M embebimiento bi-Lipschitz con K C R
compacto con A(K) > 0).
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Padilla - Jiménez Vargas, 2016 + Abbar-Coine-Petitjean, 2021)

if inyectiva = T¢ inyectivo? )

Equivalentemente, considera Tf = C¢: Lipy(N) — Lipg(M) con g +— g o f.

if inyectiva = Cr tiene rango débil*-denso? J
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f es 1-Lipschitz, inyectiva, |f(C)| = ff(c) 1= [ = [cXpipc =0.
@ Sea 1 =06(1) — > 72, 0(yn) — 6(xn) # 0. Afirmacién: T¢(u) = 0.
o Considera la isometria

F([0,1]) — L]0, 1]
(x) = X[o,x]
° () =xcy
STrd 1 L4([0,1]) — Li([0,1])
g gof!
e Por tanto, ®Tr® (xc) = xc o f ! = xf(c) = 0. Asi que T¢(p) = 0.
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Esto también muestra que

f inyectiva + localmente bi-Lipschitz # Tr inyectiva
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Sea f: [0,1] — [0,1] dada por f(x) = x2. Entonces T es inyectivo. J

Dem. Dada la isometria ¢: F([0,1]) — L;[0, 1] como antes, tenemos que
STrdL: [4]0,1] — L]0, 1] estd dado por g — g o+/- y por tanto es
inyectivo.

Sea0<a<lyld: (M,d*)— (M,d), M acotado (que es Lipschitz y
inyectiva). Entonces Ty es injectivo. J

Idea de la dem.
® Tjg= Ca: Lipo([0,1],] - [) = Lipo([0, 1], | - [*).
@ Ejercicio: T: X — Y inyectivo si y sélo si WW* = X*.
@ Probar que Ciy(Lipg([0,1],]-]|) es normante para F([0,1],]-|*).
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cada Ny cada f: M — N Lipschitz inyectiva con f(0) = 0, se sigue que
Tr: F(M) — F(N) es inyectiva.

Si M es Lip-lin inyectivo y L se embebe biLipschitz en M, entonces L es
Lip-lin inyectivo. J

Dem. Sea f: L — N. Extiende f a f: M — (,o(N). Sea p = min{1,d} y

g: M= Lo (N) x F(M,p)
x = (F(x), p(L, x)5(x))

Se tiene que g es Lipschitz, inyectiva, y ker(T¢) C ker(Ty).

Si M es Lip-lin inyectivo, entonces M es puramente 1-no rectificable J

Sin embargo, el reciproco no es cierto.
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Teorema (G.L-Petitjean-Prochazka, 2022)

Los siguientes espacios son Lip-lin inyectivos:
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b) M es compacto y H(M) = 0.
c) M es compacto y existe p > 1 tal que para cada € > 0, M se cubre

por una cantidad finita de bolas B(x;, r) disjuntas dos a dos de radio
r < e (por ejemplo, el polvo de Cantor).

Idea para b) and c):

Sea M compacto. Son equivalentes
(i) M es Lip-lin inyectivo y totalmente disconexo.

(i) Las funciones localmente constantes son débil*-densas en Lipy(M).

Idea para a): considerar el soporte de elementos en F(M).
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La prueba se basa en la débil*-débil*-continuidad de los operadores de
multiplicacién M, (f) =w - f.

i Qué ocurre para M no acotado?




iGracias por vuestra atencién!



