Econometria I1. 3 LADE
Tema 4. Autocorrelacion.

1 Introduccion

En el tema precedente hemos estudiado las propiedades de los estimadores
minimo cuadratico ordinarios en el caso de que la matriz de varianzas y
covarianzas del vector de perturbaciones sea no escalar. Esto puede deberse
tanto a que los valores de la diagonal principal de esta matriz sean distintos
entre sf o a que los valores fuera de la diagonal principal sean distintos de 0.
En el primer caso tenemos problemas de heteroscedasticidad, mientras que
en el segundo tenemos problemas de autocorrelacién. Dado que las causas
que pueden producir cada uno de estos dos problemas son distintas entre
si, parece adecuado estudiarlos de forma separada. En este capitulo nos
centraremos en el caso de problemas de autocorrelacién, mientras que en el
siguiente estudiaremos los problemas de heteroscedasticidad.

El esquema que vamos a seguir en estos dos capitulos es similar. En primer
lugar debemos estudiar los efectos que se derivan de la presencia de, bien,
autocorrelacién o, bien, heteroscedastiticidad sobre la estimacién mco. En
segundo lugar, debemos determinar métodos que nos permitan detectar estos
problemas. Por tltimo, hay que conocer procedimientos que nos permitan
solucionar estos problemas.

2 Efectos sobre la estimacion mco

Dado un modelo lineal general definido como:

y=XB+u

con E(u) = 0, consideramos que se incumple el supuesto de no
autocorrelaciéon siempre que Cov(u;, uj) # 0, para al menos una pareja de
valores i, j, donde 7 # j. Como consecuencia de esto, la matriz de varianzas
y covarianzas del vector de perturbaciones u no es escalar, por cuanto no
todos los valores fuera de la diagonal principal son distintos de 0. En el
capitulo anterior hemos estudiado cuéles son los efectos que tiene la quiebra
del supuesto de no escalaridad de la matriz Var(u), por lo que no es necesario
repetirlos aqui.



Los resultados del capitulo anterior se cimientan sobre la base de que
E(u) = 0, por lo que la no escalaridad de la matriz de varianzas y covarianzas
estd causada por las perversas propiedades del vector de perturbaciones
u, al tiempo que la especificacién del modelo coincide con la del proceso
generador de los datos. Sin embargo, esta no es la inica explicacién posible
del fenémeno de autocorrelacién. Existe otra, radicalmente distinta de la
anterior, que pone el acento en una inadecuada especificacién del modelo.
Para comprender las diferencias entre ambos puntos de vista, vamos a
analizar el siguiente caso. Supongamos que el proceso generador de los datos
viene dado por la siguiente relacién:

PGD : Y = By + By v + By xa + By xar + vy

donde, y; son las ventas de un producto determinado, xo; es la renta de la
region donde se comercializa ese bien, x3; es el precio de este bien, x4 es un
indice de precios relacionado con los bienes que compiten con el que estamos
estudiando y v; es una perturbacién aleatoria que sigue una distribucién
niid(0, o2).

Supongamos ahora que el investigador encargado del andlisis de la variable
plantea una especificacién que no coincide con el proceso generador de los
datos, por cuanto omite la variable x4, por ejemplo. El modelo empirico,
por tanto, queda definido en los siguientes términos:

ME: Y = By + B o + By ra + e (1)

donde e; es la perturbaciéon del modelo empirico. Es evidente, que dado
que la especificacién empirica no coincide con el proceso generador de los
datos, la perturbacién del modelo empirico contiene no solo un componente
aleatorio, sino que ademds incluye el componente deterministico omitido.
Asf, resulta que e, = 3, x4 + v;. Esta variable aleatoria tiene las siguiente
propiedades:

a) La esperanza de la perturbacién del modelo empirico es ahora:

E(e)) = E(Byxa +vi) = By B (v4r) + E(v) = By B (T4)

Por tanto, este primer resultado nos indica que la esperanza de la
perturbaciéon del modelo empirico puede ser distinta de 0, lo que nos estd
indicando la presencia de un error en la especificacién del modelo. En el
caso de que la variable z4 sea de tipo deterministico, tal y como mantiene



uno de los supuestos basicos del modelo lineal general, entonces el resultado
anterior deberia tener en cuenta que E (z4) = z4. En cualquier caso, al ser,
en general, F (e;) # 0, la conclusion a la que llegamos es que la estimacion
mco del modelo (1) estd sesgada.

b) La varianza de la perturbacién del modelo empirico es:

Var (e;) = Var(Byxgy +v) = Var(Byzy) + Var (v) +2Cov (B xar, vr)
= BiVar(azy)+o?

donde hemos incluido el supuesto de no relacién entre las variables
explicativas y la perturbacién del proceso generador de los datos, lo que
implica que Cov (4 x4, v;) = 0.

c) La covarianza de orden i-esimo de la perturbacién del modelo empirico
es:

Cov (e, e1-i) = E{By [rar — B (xa)] + 0} {By [2ar-i — B (ar-i)] + vi—i})
= B3C0v (24, 24_5) + Cov (v, v,_;) + By Cov (w4, vy_;)
"‘64 COU ($4t—i7 ’Ut)

En virtud de este resultado vemos que la covarianza entre e; y e;_;
depende de la covarianza de orden i-ésimo de la variable x4. Si resulta
que Cov(xy, rg—;) = 0, tenemos que Cov(us, u—;) = 0. Por tanto, si x4
es un regresor determinista o es estocdstico pero incorrelado, la omision
de una variable relevante no causa autocorrelaciéon. Entonces, si el estudio
utiliza datos de corte transversal, es factible admitir la no correlacién entre
los valores de las variables. No ocurre lo mismo cuando disponemos de
datos de series temporales, ya que las variables macroeconémicas que se
utilizan habitualmente en estos estudios exhiben un mayor o menor grado
de correlaciéon. Por ejemplo, jserfamos capaces de admitir que los valores
actuales del PIB no estédn relacionados con los valores del periodo anterior?

Si asumimos que las variables explicativas estdn correlacionadas entre si
tiene dos implicaciones. En primer lugar, el supuesto de determineidad de
los regresores no es 1til en este escenario. Ya sabemos que estas variables de
series temporales las podemos representar a partir de procesos ARMA (p,q),
por lo que admitimos su carécter estocdstico. Ademads, en segundo lugar, si
ocurre que C'ov(z4, T4,—;) # 0 para algin i # 0, resulta que Cov(ey, e;—;) # 0.
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Por tanto, desde este punto de vista, un error en la especificacién del modelo
empirico puede causar problemas de autocorrelaciéon. Desde este punto de
vista, la presencia de autocorrelacién debe interpretarse como un indicativo
de que la especificacién anterior es incorrecta, ya que no es compatible con
el supuesto de no correlacién de las perturbaciones.

Debemos senalar que la omisién de variables relevantes no es el tnico tipo
de mala especificaciéon que conlleva que las perturbaciones del modelo estén
correlacionadas entre si. Aunque no van a ser estudiados aqui, también la
existencia de pardmetros que cambian a lo largo del tiempo o la incorrecta
seleccion de la forma funcional, entre otras razones, pueden suponer la
quiebra del supuesto de no correlaciéon

Dado que ya conocemos los danos que produce sobre la estimaciéon mco la
presencia de problemas de autocorrelacién, el siguiente paso es el de disenar
métodos que nos permitan determinar cuando existe evidencia en contra del
supuesto de no autocorrelaciéon. En la siguiente seccién, se presentan diversos
estadisticos. El siguiente paso es saber como se solucionan los problemas de
autocorrelacion, aspecto que estudiaremos en la tercera secciéon del tema.

3 Contrastes de autocorrelacion

En esta seccién vamos a proporcionar diversos métodos que nos permitan
detectar la presencia de autocorrelacién en los residuos del modelo estimado.
El primer problema al que nos debemos enfrentar es determinar el tipo
de autocorrelacion frente al que nos encontramos. Es decir, debemos
caracterizar la forma que adopta la correlacién serial de las perturbaciones del
modelo. Una primera aproximacién, muy utilizada en la practica, es suponer
que la perturbacién del modelo siguen un proceso autorregresivo de primer
ordenSin embargo, es posible que la relacién entre las perturbaciones sea de
un orden distinto, por lo que se hace necesario considerar casos alternativos.
En lo que sigue vamos a estudiar diversos estadisticos que permiten contrastar
la existencia distintos tipos de autocorrelacion.

3.1 AR(1)

En esta seccién vamos a considerar el caso m&as comin, aquel en el que
existe correlacién de primer orden entre las perturbaciones del modelo. El
planteamiento que vamos a seguir parte de suponer que queremos estudiar



la presencia de autocorrelacién en el siguiente modelo:

y=X0+u

donde B representa el estimador mcoy @ = y — X B . A lo largo de esta
seccién, la hipdtesis que vamos a formular que las perturbaciones del modelo
anterior pueden definirse de acuerdo al siguiente modelo:

U =puq1+e t=23,..T

donde e; es un ruido blanco. Si en el modelo anterior p = 0, entonces
u; v u;—1 no estan correlacionados, por lo que deberfamos concluir que no
existe autocorrelacién de primer orden. Por el contrario, si p # 0 debemos
concluir que la relacién entre estas dos variables existe y, por tanto, las
perturbaciones del modelo presentan autocorrelacién. Para contrastar la
hipétesis nula H, : p = 0 disponemos de diversos estadisticos. De entre
ello, vamos a estudiar aqui a dos, el estadistico de Durbin-Watson y la h de
Durbin.

3.1.1 Durbin-Watson

Fl estadistico comtiinmente utilizado para contrastar esta hipétesis H, : p = 0
es el propuesto en Durbin y Watson (1950). Este estadistico se define de la
siguiente manera.

T
> i
=1

donde 1, es el residuo minimo cuadrético ordinario del periodo ¢, con
t = 1,2,...,T. Para entender la intuicién que tiene el uso de estadistico,
debemos tener en cuenta lo siguiente. Con una serie de sencillas operaciones,
el estadistico DWW se puede expresar en los siguiente términos:
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Si tenemos en cuenta que Y 4y = Y Uy + Uiy que Y, U =y Uj; +
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42 entones es directo comprobar que los dos primeros sumandos de la
expresion anterior se aproximan a al unidad, conforme aumenta el nimero

de observaciones. Por tanto, se cumple que:
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donde p es un estimador consistente del coeficiente de correlacién de
primer order de los residuos mco, coeficiente que toma valores en el intervalo
(—1,1). Entonces, si no existe autocorrelacién entre u; y u; 1, es de esperar
que el valor del estimador del coeficiente de autocorrelacién de primer orden
se aproxime hacia 0 y, en consecuencia, el valor del estadistico Durbin-Watson
tome un valor en un entorno cercano a 2. Por el contrario, la existencia de
autocorrelacion positiva entre u; y u;_1 supone que ptome valores positivos,
lo que hard que el estadistico de Durbin-Watson se aleje del valor 2 y se
aproxime hacia 0 a medida que el grado de correlaciéon sea mayor. De
forma similar, si existe correlaciéon negativa entre u; y u;_1, el estadistico
de Durbin-Watson se aleja de 0, aproximéndose hacia 4 conforme el valor del
coeficiente de autocorrelacién se acerque hacia —1.

Como vemos, el estadistico de Durbin-Watson toma valores dentro
del intervalo (0,4). Si planteamos como hipétesis nula del contraste la
no existencia de autocorrelaciéon, etonces H, : p = 0. Esta hipdtesis
nula se aceptard siempre y cuando el valor muestral del estadistico sea



estadisticamente igual a 2. En princiipo, esto serfa relativamente sencillo,
por cuanto tan solo deberfamos definir un intervalo de confianza para
este estadistico y comprobar si el valor 2 se encuentra dentro de este
intervalo. El problema que aparece es que el estadistico de Durbin-Watson
no sigue ninguna distribucién conocida. Este extremo se puede comprobar
sencillamente, sin mds que redefinir el estadistico en los siguientes términos:

WA
=

uu

DW =

donde 1 es el vector de residuos minimo cuadratico ordinarios y la matriz
A adopta la siguiente forma:

1 -1 0 0 0 --- 0 0 O
-1 2 -1 0 0 0 0 0
A 0o -1 2 -1 O | 0 0 0
o 0o o o o0 - -1 2 -1
o o o o0 o0 -~ 0 -1 1
Si, adicionalmente, tenemos en cuenta que « = Mu , el estadistico

Durbin-Watson se puede expresar como cociente de dos formas cuadrésticas
del vector de residuos minimo cuadrético ordinario:
WAt uWMAMu u'Lu

e wMu WM u

donde L = M AM. La expresién anterior no es sino un cociente

de dos formas cuadraticas del vector u por lo que podriamos pensar que
el estadistico DW seguirfa una distribucién del tipo F de Snedecor. Sin
embargo, esto no es posible, ya que el numerador de la expresién anterior no
sigue una distribucién x?. Ademds, aunque la siguiera, nada nos garantiza
la independencia entre el numerador y el denominador del anterior cociente.
A pesar de todo esto, dado que conocemos la distribucién del estadistico
Durbin-Watson podriamos intentar tabularla para distintos valores criticos,
pero esta opcién no estd libre de problemas. Para verlo, podemos expresar
el estadistico Durbin-Watson de la siguiente manera:

DW =




T—k )
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donde 6; son las raices caracteristicas de la matriz MA que son
distintas de 0. En la expresiéon anterior comprobamos que el estadistico
de Durbin-Watson se puede interpretar como un cociente de sumas de
cuadrados de T' — k variables aleatorias que siguen una distribucién normal.
En el numerador, esta suma estd ponderada por los coeficientes 0; (i =
1,2,...,T — k). Entonces, la funcién de probabilidad se puede derivar de
forma numérica para un conjunto de #; dados. Desafortunadamente, estos
pardmetros dependen de los regresores incluidos en el modelo estimado, por lo
que no se puede obtener la funcién de distribucién con carédcter general. Una
posible solucién serfa calcular los valores criticos particulares para cada una
de las regresiones empleadas. En la actualidad, este método es relativamente
poco costoso dado los avances de la informética. Sin embargo, en los anos 50 y
60, esta solucién requeria de un coste de tiempo ciertamente elevado lo que la
hizo inviable. La solucién parcial que se adopto es determinar dos estadisticos
dp y dy (dr, < dy) que no dependan de la formacion de la matriz X y que sean
de tal forma que, considerando el caso de autocorrelacién positiva, DW < d,
suponga que la hipétesis nula no es cierta, mientras que DW > dy implique
el cumplimiento de dicha hipétesis. De forma simétrica, si consideramos la
presencia de autocorrelacion negativa, DW > 4 — d;; implica la aceptacion
de la hipdtesis nula, mientras que DW < 4 —d;, supondra el rechazo de dicha
hipdtesis.

Esto implica que si el valor de DW se encuentra en un entorno cercano a
2 aceptaremos la hipétesis nula y, por tanto, consideramos que no existe
autocorrelacion entre los residuos del modelo. Por el contratio, valores
del estadistico alejados de 2 conllevan el rechazo de la hipétesis nula bien
sea a favor de la alternativa de autocorrelacién positiva o bien a favor de
la alternativa de autocorrelaciéon negativa. Ademds, existen dos zonas en
las que el contraste es inconclusivo, es decir, que puede suponer tanto la
aceptacion como el rechazo de la hipétesis. Si el valor de DW pertenece a
cualquiera de estas dos zonas, no podemos decir nada acerca de la presencia
de autocorrelacion en el modelo.

Como se puede entender, esto es una deficiencia importante del contraste



Durbin-Watosn. No es la tinica. Otro de los problemas que presenta su uso es
que los valores dj, y diy estdn calculados bajo el supuesto de que la matriz X es
de tipo determinista. Si esto no se cumple, los valores anteriores no se pueden
usar. Este problema se agrava cuando uno de los regresores es un retardo
de la variable endégena. Nerlove y Wallis demuestran que en este tipo de
circunstancias el estadistico DW estd sesgado hacia 2, independientemente
de las caracteristicas de la perturbacién aleatoria del modelo. Por tanto,
aunque el modelo presente problemas de autocorrelacién, el estadistico DW
sera incapaz de detectar su presencia.

3.1.2 h-Durbin

Una posible manera de solventar este tipo de problemas es utiliza el
estadistico h-Durbin. Supongamos que estimamos un modelo que contiene
como regresores una serie de retardos de la variable endégena. En concreto,
y adoptando una visién general del problema, supongamos que estimamos
estudiar el siguiente modelo:

k p
Y= B+ Zﬁ@fﬁzt +Z’Y¢yt7i + €
i=2 i=1

El estadistico h-Durbin se define de la siguiente manera:

T

h=p < N(0,1)

1—-TVar(%,)

donde p es estimador minimo cuadratico ordinario del coeficiente de
autocorrelacion de primer orden, 7T es el tamano muestral utilizado y

Var(%,)es la varianza estimada del estimador del pardmetro asociado al
primer retardo de la variable endégena. Bajo la hipétesis nula de no
autocorrelacién (H, : p = 0) el estadistico h se distribuye asintéticamente
como una N(0,1). Dado que la potencia del estadistico no es elevada, es
habitual utilizad el contraste con una sola de probabilidad. Asi, cuando
resulte que si observamos que p , deberemos comparar el valor del estadistico
h con 1.65, valor critico de una distribucién normal para un nivel de
significacion del 5%. Si |h| > 1.65, entonces rechazaremos la hipétesis nula
en favor de la alternativa de autocorrelaciénde primer orden. En otro caso,
aceptaremos la hipétesis nula.



3.2 Wallis

Un contraste que estd muy relacionado con los anteriores es el contraste
de Wallis. Imaginemos que nuestra base de datos contiene informacién
trimestral de las variables que vamos a utilizar en nuestra especificacion.
Al usar datos de frencuencia inferior al ano podemos observar la presencia
de un componente estacional en las variables. Si dicho compomente no esta
correctamente reflejado en la especificacién del modelo, es posible que la
perturbacion del modelo siga el siguiente modelo:

U = pyUup—ga+6€ t=05,6,..,T

Entonces, resulta que el coeficiente de correlacién de primer orden es 0,
lo que hace que el estadistico DW tiende a aceptar la hipétesis nula, cuando
en realidad existe autocorrelacion entre las perturbaciones del modelo. Para
solucionar este problema, Wallis (1972) propuso un nuevo estadistico que
no es sino una pequena modificiacién del contraste de Durbin-Watson. Este
estadfstico se define como sigue:

T
PRI
i=1

De forma similar a lo que ocurre con el estadistico de Durbin-Watson, la
hipétesis nula del contraste es ahora H, : p, = 0. Bajo esta hipdtesis nula,
la distribucién del estadistico de Wallis es qualitativamente similar a la del
Durbin-Watson, compartiendo sus problemas para determinar con exactitud
sus valores criticos. De nuevo, Wallis acota esta distribucién, determinando
unos valores minimos y méximos y una zona de indeterminacion.

3.3 Breusch-Godfrey

Los estadisticos anteriores son vilidos para contrastar la existencia de un
tipo especifico de autocorrelacién. Si queremos contrastar la presencia de
autocorrelacién, pero desconocemos el tipo concreto de autocorrelacién que
pueden seguir las perturbaciones o, simplemente, no queremos formular un
tnico tipo de autocorrelaciém podemo utilizar el método propuesto casi al
mismo tiempo en Breusch (1978) y Godfrey (1978), quienes posteriormente
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realizaron el trabajo conjunto Breusch y Godfrey (1979). Su planteamiento es
mds amplio que los estadisticos pertenecientes a la familia de Durbin-Watson,
permitiendo que las perturbaciones puedan ser generadas por modelos maés
generales. El estadistico es un multiplicador de Lagrange que se calcula de
la siguiente manera.

El modelo que queremos estudiar es el siguiente:

y=Xp5+u

donde la matriz X puede contener retardos de la variable endégena. A la
hora de formular la hipétesis nula del contraste resulta importante determinar
el proceso que puede seguir el vector de perturbaciones aleatorias. En general,
vamos a considerar que la perturbacién del periodo t puede seguir un esquema
autorregresivo de orden p

Ut = QUi—1 + - F QP Up T Et

er ~ 1.4.d.N(0,0%).
Bajo la hip6tesis nula, H, : ¢; = ¢y = ... =, = 0, las perturbaciones estdn
incorrelacionadas entre si.

Si ignoramos las p primeras observaciones, el modelo se puede escribir de
la siguiente manera:

Y = 55::5 + E?:ﬁpj (Ye—j — 37::_]'5) + &t

Como vemos, este modelo es no linear en 3y en ¢, lo que lo podemos expresar
de la siguiente forma:

yr = fi(B, ) + e

Ahora, si tomamos una expansiéon de Taylor de primer order alrededor de
¢ = 0 evaluadad en 3 , tenemos que:

B af,(5, 3
yo fiBL0) + iy (YD)
00; 7.0
donde 6" = (', ¢’) . Si denominamos,
8ft) :
O -
a3, ) - i
13,0
B , )
%) ) = Yt—j xt_jﬂ = Ut—j (] = 17 ap)
i/ 13,0



Entonces,
Y — ft(B» 0) = E?:lxtj (53' - B]) + Zg'):lat—j(pj e
5/_/

En forma matricial, se puede expresar de la siguiente manera:

k

_ B—p
y—f = [X:ﬂ] e +e€
(I'-p)x1
(T-p)xktp) L ¥ 1y
=FO+e.
con
(T—,lgjjl)xp = [G_1,..., Uy

Para un proceso AR(p), la funcién log-verosimil se puede expresar asf:

L = const — <¥) i (0?) — <%> S (v, B)

y, concentrando esta funcién sobre o2:

£ = const — (L22) tuls (.90

donde
S(p.B)=éex|ly—f)—F0[(y—f)— F0).

A partir de este resultado, tenemos que:

2L0) _ (%) @F (y— 1))

1
= ?F’(y—f).

La matriz de varianzas y covarianzas de 6 viene dada por

V(0) =5 (F'F)".
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En consecuencia, si formamos el estadistico de multiplicadores de Lagrange,
resulta que:

~ (oc@®)\ . . (ocd)
M = <W> V) <7>

=1 F[PER ] P - )2
1

= S |- FEF) -

— XIQD under H.

&qz

Debemos tener en cuenta que 52 es la estimacién del pardmetro de dispersién

bajo la hipétesis nula, por lo que coincide con :,“?—R . entonces,
-P

0% =(y—f)(y=N/T —p)=TSS /(T —p)
donde TSS es la suma total resultante de la regresion (2). Ademas,
(= 1) F(FF) F (y— 1)

= =1 Prly—f)
— ESS

es la suma explicdad de esta misma regresién (2). Por tanto,

LM = [ESS/TSS)(T - p)
= (I'-p) R’

donde R? es el coeficiente de determinacién calculado en (2).

Aunque aparentemente complicado, el calculo de este estadistico es
bastante sencillo en la practica. Para su obtencién, debemos seguir los
siguientes pasos:

1. Estimar el modelo original por MCO y obtener el vector de residuos

2. Estimar por MCO la siguiente regresion auxiliar:

U=Xn+1,0+v
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donde

Up = (U1, U_2,...,U_p)
siendo 7_; el vector que contiene la informacién del j-ésimo retardo de
los residuos.

3. Obtener el coeficiente de determinacién R? de la regresién auxiliar.
Entonces, el estadistico de Breusch-Godfrey es igual a:

LM = (T — p) R* - x> under H.

Bajo la hipdtesis nula, es de esperar que este coeficiente de determinacién
se aproxime hacia 0, ya que la matriz X es ortogonal al vector de residuos y, si
la hipétesis nula es cierta, la correlacién entre u y u, se aproxima a 0. Por el
contrario, si existe autocorrelacion, el coeficiente de determinacién tenderd a
tomar valores distintos de cero, més préximos a la unidad conforme el grado
de autocorrelacién sea mayor.

Por itimo, destacar que este estadistico es valido tanto si la perturbacion
sigue un proceso AR(p) o un MA(p), tal y como se demuestra en Godfrey
(Econometrica, 78).

3.4 Analisis de los residuos

Un método alternativo a los que hemos visto con anterioridad es el andlisis de
los residuos de la estimacién. El razonamiento intuitivo es el siguiente. Si el
modelo estimado no presenta problemas de autocorrelacién, los coeficientes
de la funcién de autocorrelacion de los residuos deben aproximarse hacia 0.
Por el contrario, si existe autocorrelacion, estos coeficientes serdan distintos
de cero.

No obstante, la mera inspeccién visual de la funcién de autocorrelacién de
los residuos no es suficiente para determinar la existencia de autocorrelaciéon
con un minimo de garantfas. Para ello, podemos hacer uso de los contrastes
de significacién global de los p primeros coeficientes de la funcién de
autocorrelacion. Este contraste se define de la siguiente manera:

Q=T 12,

donde r; es el coeficiente de correlacién lineal muestral entre 4, y 4.
Este coeficiente, se define:
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ry = Do
21 U

Bajo la hipétesis nula, H, : py = p; = ... = py;y = 0, donde p es el
j-ésimo coeficiente de la funcién de autocorrelacién de las perturbaciones, el
estadistico de Box-Pierce se distribuye asintéticamente bajo una distribucion
x%, . Cuando la matriz de regresores contiene exclusivamente variables
exégenas, el estadistico de Box-Pierce es equivalente al de Breusch-Godfrey.

El estadistico de Box-Pierce tiene problemas de falta de potencia. Para
solventar este problema, Ljung y Box (1979) proponen un refinamiento del
estadistico anterior:

2
re
LB =T(T + 2)2;?;1T—ij —4 N2

Asintéticamente este contraste es equivalente al de Box-Pierce,
distribuyéndose también de acuerdo a una x?,.

El problema que tienen estos estadistico es la eleccién del valor de p. En
general, se suele tomar un valor m elevado para no omitir ningin tipo de
autocorrelacion. Por ejemplo, con datos anuales m = 4 puede ser apropiado,
mientras que si los datos son trimestrales o mensuales, el uso de m = 8 y
m = 24 resulta recomendable.

Finalmente, debemos destacar que los contrates de Breusch-Godfrey y
el de Box-Pierce presentan grandes similitudes. A tal punto que, bajo la
hipétesis de que las variables explicativas no estdn correlacionadas con las
perturbaciones, ambos estadisticos coinciden asintéticamente. Esto no quita
para que sus propiedades en muestras finitas no coincidan.

4 Soluciones

Una vez detectado el problema debemos corregirlo de forma que los
estimadores presenten propieades 6ptimas.  El problema al que nos
enfrentamos es que, en primer lugar, debemos identificar cudl es el origen del
problema de autocorrelacién. Si admitimos que la especifiaciéon del modelo
es correcta, pero el vector de perturbaciones aleatorias estd correlacionado
temporalmente, entonces las soluciéon ha de venir via uso de métodos como
minimos cuadrados genreralizados o médxima verosimilitud. Por contra, si
consideramos que la presencia de autocorrelaciéon no es sino un reflejo de
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una mala especificacién, el método anterior no solucionard el problema.
Al contrario, puede llevarnos a m&s confusién. Por contra, una nueva
especificacion del modelo, que corriga los problemas que dan origen a la
aparicicén de los problemas, si que es efectiva en este escenario. En lo que
sigue discutimos cémo se pueden solucionar estos problemas.

4.1 Estimation with autocorrelation

El modelo considerado es
y=XpB+u

donde asumimos que Var(u) = Q. Para estimar de forma eficiente este
modelo hemos visto en el capitulo anteiror que es necesario tener en cuenta
la forma que adopta la matriz ). Esta matriz cambia con cada tipo de
autocorrelacién considerado, por lo que no se hace conveniente analizar de
forma separada cada tipo de autocorrelacién. Es lo que vamos a realizar en
las siguientes secciones.

4.1.1 Caso AR(1)

Este es el caso que se considera mayoritariamente en las aplicaciones.
Supongamos que:

U = pug1t e
e ~ iidd N(0,0%).

Lo que vamos a realizar a continuacion es determinar la forma que adopta
la matriz €. Asi, Multiplying by u;_

Ul —p, = PUL—1Ut—p + ELUL—]
and taking expectations:
E [upus—p) = pE [ug—1ue—p)

or
Yh=PY1 h=1,2,... (3)
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where 7, = E [usu;—p] is the autocovariance at lag h. Now,
Elu —pu1)*=FE e}] =0°
implies
E [u? + p*ui | — 2putut_1] =0’

or

(1+ %) 70— 2p7, = 0.

Solving (3) and (4),

o2t

fyhzl_pz h:()7172>

In matrix form (by symmetry) :
1 p - pT—l
a - o2 P L p
>T 1 — p? :
prl 1
It can be shown that
o o, -
—p 1+p* —p 0
g1 L —p  1+p" —p
o2
0 —p 1+p> —p
L _p 1 + p2 .

and the matrix @ such that Q'Q = Q7! is

_ s -

(1—p)"
—p 1 0
—p 1
Q =
TxT
L0 —» 1

We only have one parameter to estimate to apply feasible GLS : p.
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4.1.2 Feasible GLS.
Cochrane-Orcutt procedure. A natural estimator of p is:

T A A
thzut—lut

p= T 2
Yioly 4

where R
U =y — TyBors-
The estimate p is consistent and asymptotically normal, provided Bo Lg 1S

consistent and |p| < 1. But, as we saw, this is the case. So, feasible GLS is
obtained by replacing p in ) and transforming the model

Qy = QXB+Qu
~ N -1 A
Brars = (X/971X> X0y
A simpler procedure is possible if the initial observation is dropped, i.e., use

Q*
—p 1

This is called the Cochrane-Orcutt procedure.

Durbin’s regression procedure. Durbin’s regression procedure uses
another method to obtain a consistent estimate of p. Consider transforming
the model as follows using quasi-differences:

Yo — pyi—1 = (zt — pxi_1) B+ (uy — pug_1)

or
Y = pYi—1 + 1,0 — pry_1 5 + ey (5)

1. Run OLS on (5) unrestricted and use the coefficient on the lagged
dependent variable (LDV') as a consistent estimate p.

2. Transform the original equation by Q or Q* and run OLS on the
transformed variables.
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4.1.3 Properties of feasible GLS.
1. In general, they are biased (unless we have symmetric errors).
2. If p is consistent, so is -

3. If no LDV in the regression B ra 1s asymptotically equivalent to BG LS
and statistical tests based on it are asymptotically valid.

4. If no LDV and the error process is incorrectly specified, B ro 1S
consistent but no longer asymptotically equivalent to S,;g. It is not
asymptotically efficient and the tests are not asymptotically valid.

5. If there is a LDV in the regression, p is not consistent, B ra 18
not consistent and not asymptotically efficient and the tests are not
asymptotically valid. We need to go to MLE.

4.1.4 Maximum likelihood procedure.

We recall the transformation e = Qu ~ N (0,0%I) given by
1_ 2

e 1—p 0 w

: -1 .

€T 0 ur

The Jacobian of the transformation is

de; 1/2

= = (1= p?
P, Q= (1-p%)
since the determinant of a triangular matrix is the product of the diagonal
elements. We set up the likelihood function in terms of the errors e and
transform in terms of u and thus y. Let § = (/3,p) be the full vector of
parameters. To start

L(0,e) "X (02)_T/2 exp [—% (e/e)] :

Transforming in terms of the u’s:

Jacobian

L(0,u) (02)_T/2 exp _T; u'g'/@u (1- ,02)1/2
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and, in terms of the y’s:

L(ny) X (0‘2)*T/2 exp _%ﬂ (y _ XB)IQ_I (y _XB) (1 o p2)1/2 ‘

Taking logarithms:

¢nL(0,y) = const — gén (0%) + %En (1-p%) - QL (v* — X*B) (y* — X*B)

where y* and X* are transformed with ). The next step is to concentrate
out o2

onL o L e e S (0, B)
W_O:Nj_T(y X*B) (y" — X*B) = T

We substitute back to get the concentrated log likelihood function:

nL (pﬂ; y) = {nL (6% p,B;y) = const — (g) (S (p,B)] + %En (1-p%
where

S(p.B) = (W —X"B)(y" - XB)
= Quy-x8)N'Qy Xﬁ)]
( ) Y1 — $16) 2 (yt — pYi1 — B+ ng—lﬁ)z
= ( ) Y1 — xlﬁ) 2 [(yt — PYi-1) — (:C:t - Pmifl) 5]2 .

This is a nonlinear problem, although conditional on p, maximizing the log
likelihood function with respect to [ is equivalent to running GLS. The
toughest part is to solve for p first. A procedure was suggested by Beach
and Mackinnon (1978). Hence, the iterative procedure is:

1. For a given [ solve for p (nonlinear);
2. For this p apply GLS, get another [‘3 ;

3. Iterate until convergence.
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4.1.5 Other procedures.
Hildreth-Lu scanning technique (HILU).

1. Choose some value p!) and run the GLS regression

~(1

(1) Akl Ak -1 Akl Ak
Bre = (X'QQ'X)  X'QQy

using the matrix @Q* for the transformation, i.e. without the first
observation;

2. Calculate S (ﬁ(l), B;%) and the log-likelihood

v (1) 3O -1 NS
In Ly (P(1)75FG) = const — %6” [S (p(l),ﬁFGﬂ ;
3. Scan over many possible values of p € (—1, 1) and obtain a set of
log-likelihood values In L’("l), In L>(k2)’ el

4. Choose p and the corresponding B rc such that In L* is a maximum.

Scanning technique with the exact likelihood function (MIGRID).
This is the same procedure as HILU but the likelihood function is exact and
the GLS regression is

Bro = (XYQOX) T X'QQy

This uses the transformation matrix Q and, hence, includes the first
observation. This is computationally inefficient [especially compared to the
maximum likelihood technique of Beach-Mackinnon] but useful if we want to
check for multiple optima and global maximum.

Cochrane-Orcutt iterative procedure This is a sequential procedure
based on the approximate likelihood function (without the 1% observation).

1. Conditional of p max In L* with respect to § < OLS of Q*y on Q*X.
2. Conditional on B , max In L* with respect to p < OLS of 4, on 4;_1,

3. Keep iterating until convergence.
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Nonlinear least squares. Recall Durbin’s procedure, where we had the
transformation

Y= pyr1 + 18—y (pB) +e, t=2,...,T.

Note that for t = 2, ..., T, we loose the 15 observation.
This a nonlinear regression problem with white noise errors of the form

Y= fi(p,B) + e

So, we can use a method such as the Gauss-Newton procedure to minimize
the residuals sum of squares. This has the same asymptotic properties as
MLE.

4.2 Extensions to more general AR (p) processes
The model considered is now:

y = XB+u

Ut = PrUi—1 + Poli—2 + -+ + ppUs—p + €1
where e, is i.i.d. N(0,0?). Here,

R 0
o=

where p@p is lower triangular (quite complex) and

—p,  —p 1

—p, - —p 1

For Cochrane-Orcutt (approximate MLE), we loose the first p observations.
The iterative procedure uses P as the transformation matrix for GLS on
and OLS on a p' order autoregressive process on ;.

4.2.1 Exact MLE

The log-likelihood function is
1 T
InL(p,B;y) = const+§€n (R’R)—Efn [W,R'Ru, + (y — XB)' P'P(y — X3)]

where u, = (u1,...,u,); the first p residuals. We can iterate in a similar
fashion as for the AR (1) case.
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4.3 Estimation with moving-average processes.
The model is

y = Xp+u

U = €4+ 9615,1 €r ~ 1.5.d.N (0,0’2) .

Para obtener la matriz de varianzas y covarianzas del vector de
perturbaciones, debemos tener en cuenta que:

a)

Elw]=0.
b)
0
Eu] = E|ef+ 296Jet,1 + 0%,
= (1 + 6’2) o?
c)
Elugui 1] = El(e;+0e; 1) (er-1 + Oe;2)]

= K €t€t 1+9€t€t 2+ Qet 1 +9€t 16¢t—2

1
0
— 2
d)
Eluu_s =0 Vs> 2.
So,
[ 1+67 0 ]
0 (1+6% 0 0
6 1+ 6?
A
0 0 (146 0
i 0 (1+06°) |

wich is called a band symmetric Toeplitz matrix. The problem with feasible
GLS is that Q7! is a real mess and no simple nonsingular matrix () such that
Q'Q = Q! is known. Therefore, there is no simple two-step FGLS procedure
for MA(q) processes. We go directly to MLE (either exact or approximate).

23



4.3.1 Approximate maximum likelihood for MA(1) error.

This is approximate MLE in the sense that we take the initial error ey = 0.
That is, we condition on ey = 0 (imposing the unconditional expectation for
the initial error). Then, we can write the model as

0 = (p—xpf)—0ey t=1,...T (6)
0.

€y —

Maximizing the likelihood function here is equivalent to minimizing the
sum of squared residuals. We can minimize this using the Gauss-Newton
algorithm. Recall the iterative scheme

T T
w* =9+ (Z th,i)’l Z Zt€¢
t=1 t=1

where

_0a
o’

Zt =

Here, ¢' = (5',0), and

dey eﬁet,l
- %
deg
B

and

Oe;

90 90 €t—1

deg

96
Note that these can be calculated by recursion. Now, the information matrix
is block diagonal since

e Oe; Oe
plim T IEtT:l@_ﬂt@_Qt = 0.
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[We can show this by a recursion argument using the independence of x; and
e;—1.] This block diagonality suggests an iterative procedure involving two
separate regressions.

0

e; on a—eﬁt (8)
0

e; on a—(;t (9)

Equation (9) does not yield the MLE of 6 conditional on 5 but yields an
approximate GLS estimator.

4.3.2 Why is this approximate GLS?

Conditional on ¢, minimizing the sum of squared residuals is obtained when

86 t=1%et =0 (10)

where
S() =Sl

Now, do a recursive substitution of (6) and (7)

er = T2 (=0) (- — 71-;5)

and 5
e .
a—ﬁt = =X (—0) 2.
Substitute in (10)
St (Y —27'8) =0 (11)

where
v = (0 vy
: Oe
* -1 t
vp = X (=0) @ = ~a5
So, the GLS estimator is obtained by regressing the transformed y; on zj;
ie., (11) yields R
ﬁ _ (X*/X*)—l X*/y*
0

This is identical to the estimate obtained by regressing e; on a—(Z and
subtracting the result from the current estimate of j3.
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