Econometria Il. 3¢ LADE
Tema 5. Heteroscedasticidad

1 Introduccion

En los temas anteriores hemos analizado el caso en que la perturbacion del
modelo tiene un matriz de varianzas y covarianzas no escalar. Este supuesto
se viola tanto en aquellos casos en los que los valores fuera de la diagonal
principal son distintos de 0, caso de autocorrelacion, como en aquellos en los
que los valores de la diagonal principal son distintos entre si. Este es el caso
de heteroscedasticidad, que vamos a estudiar en este tema.

Una de las hip6tesis del modelo lineal general es que Var(u;) = o?
Vi = 1,2,..., N. No obstante, existen situaciones en las que este supuesto
no es asumible. Al margen de aquellas en las que se produce un error en la
especi..cacion del modelo, caso estudiado en los capitulo anteriores, existen
otras circunstancias en las que, en ausencia de errores en la especi..cacion,
es posible observar problemas de heteroscedasticidad. Un ejemplo de ello lo
tenemos en el uso de variables que miden comportamientos medios de grupos
de agentes econdémicos. EI uso de estos datos agregados puede producir
la presencia de problemas de heteroscedasticidad, por cuanto las propias
observaciones de la variable enddgena no tienen por qué tener una misma
varianza. En estas condiciones, el uso de minimos cuadrados generalizados
puede ser de gran utilidad.

El resto del tema se organiza de forma similar al anterior. En primer lugar
estudiaremos los problemas que conlleva la presencia de heteroscedasticidad
sobre la estimacion mco. A continuacion analizaremos como podemos
determinar si en un modelo existen o no problemas de heteroscedasticidad.
El tema termina discutiendo las soluciones posibles para el problema de
heteroscedasticidad.

2 Consecuencias sobre la estimacion mco

Supongamos queremos estudiar el modelo:
y=XB+u
disponiendo, para ello, de una muestra de tamafio N. Suponemos que
el todas las hipotesis del modelo lineal general se cumple, con excepcion de

1



la que hace referencia a la matriz de varianzas y covarianzas del vector de
perturbaciones que es igual a:

a2 0 0
0 o? 0
Var (u) =Q = :
O 0 --- 0?\]
En el caso que 0? = 02 = ... = 0% = o2, la matriz es diagonal y nos

encontramos en el caso del modelo lineal general. Pero, si esta restriccion no
se cumple, entonces las varianzas son distintas entre si, por lo que tenemos
problemas de heteroscedasticidad. Por tanto, esto es un caso particular del
gue analizamos en el tema de minimos cuadrados generalizados, por lo que
conocemos qué efectos tiene sobre la estimacion mco.

Las causas de por qué se producen estos problemas de heteroscedasticidad
son diversas. En cualquier caso, todas ellas estan relacionadas con el
uso de datos de corte transversal, careciendo practicamente de interés
el estudio de problemas de heteroscedasticidad en presencia de datos de
series temporales, al menos el tipo de heteroscedasticidad que estamos
considerando en este tema. Para entender por qué se producen los problemas
de heteroscedasticidad pensemos, por ejemplo, en un modelo que quiera
determinar el consumo de un bien en funcién de la renta de un grupo de
familias. Debemos tener en cuenta gque el consumo de este bien dependera de,
al margen de factores del precio o de la renta, de otros menos tangibles como
son los gustos. Por tanto, dos familias que tengan la misma renta, pueden
consumir distintas cantidades del bien que estamos estudiando, simplemente
por que a una de ellas le gusta el bien y a la otra no. No obstante, es
también cierto que para aquellas familias de menor poder adquisitivo, la
mayor parte de la renta estara destinada a cubrir los aspectos basicos como
son comida, alimentacion, etc. Por tanto, la diferencia de consumo en el
bien no sera diferente, dado que no pueden destinar mas que una minima
parte de la renta a él. Esto supone que la varianza en el consumo sera
pequefia. Por el contrario, las familias que dispogan de mayor renta, y que
deseen consumir este bien, podran destinar buena parte de su renta a su
consumo. Pero aquellos que no les guste el bien, podran no consumir nada.
En consecuencia, la varianza del consumo para aquellas familias de mayor
renta sera elevada. En de..nitiva, que la varianza del consumo aumenta con
la renta de las familias, lo que conlleva la existencia de los problemas de
heteroscedasticidad.



Otra fuente de problemas de heteroscedasticidad viene dada por el uso
de datos agregados. El uso de estos datos es relativamente frecuente en las
aplicaciones empiricas, bien por que las propias fuentes nos ofrecen valores
medios de empresas o familias, bien por que sea el propio investigador se
construya este tipo de datos.

Por ultimo, también es posible que los problemas de heteroscedasticidad
pueden aparecer como consecuencia de una mala especi..acion. Tal y como
hicimos en el tema de autocorrelacion, supongamos que el proceso generador
de los datos viene dado por la siguiente relacion:

PGD yi:/81+/81x2i+53x31‘+/0i

donde,por ejemplo, y es el consumo de un bien por parte de una conjunto
de familias, x5 es la renta de estas familias, x5 es el precio de este bien y v,
es una perturbacion aleatoria que sigue una distribucion niid(0, o2).

Supongamos ahora que el investigador encargado del analisis de la variable
plantea una especi..cacién que no coincide con el proceso generador de los
datos, por cuanto omite la variable z,, por ejemplo. ElI modelo empirico, por
tanto, queda de..nido en los siguientes términos:

ME " Yi = B+ B3 x3i + € 1)
donde e es la perturbacion del modelo empirico. Es evidente, que dado
que la especi..cacion empirica no coincide con el proceso generador de los
datos, la perturbacién del modelo empirico contiene no solo un componente
aleatorio, sino que ademas incluye el componente deterministico omitido.
Asi, resulta que e; = 3, x9; + v;. Por tanto, el vector de perturbaciones tiene
esperanza distinta de 0, lo que hace que el vector de estimadores sea sesgado.
Pero este no es el Unico problema, ya que su varianza es igual a:

Var(e;) = Var(Byxe+v;) = Var(Byxa) + Var (v;) + 2 Cov (B4 oy, v;)
= BaVar (xy) + o2

donde hemos incluido el supuesto de no relacion entre las variables
explicativas y la perturbacién del proceso generador de los datos, lo
que implica que Cov (8, x4,v;) = 0. En el caso de que Var(zy) NO
sea constante, entonces una incorrecta especi..cacion lleva acarreado la
presencia de problemas de heteroscedasticidad. Desde este de punto de
vista, la presencia de heteroscedasticidad se debe asociar a problemas de
especi..cacion.



3 Contrastes de heterocedasticidad

En este apartado vamos a estudiar diversos metodos que nos permitan
determinar la existencia 0 no de problemas de heterocedasticidad. El
planteamiento que vamos a seguir es similar para todos ellos. Suponemos
gue estamos interesados en estimar el siguiente modelo:

y=XB+u 2

donde, bajo la hipétesis nula, resulta que Var(u;) = o2. Disponemos de
una muestra de tamafo N para cada una de las variables.

3.1 Razoén de varianzas

Bajo este supuesto de heteroscedasticidad, la varianza de la perturbacion es
no es idéntica para todas las observaciones. Sin embargo, esto no implica
gue sea necesario que todas las varianzas sean distintas entre si. Este tltimo
lleva consigo que si queremos estimar cada una de las distintas varianzas sea
necesario determinar la existencia de N varianzas distintas entre si. Dado
que disponemos de N observaciones, no va a ser posible estimar todos los
parametros del modelo. Por tanto, resulta aconsejable introducir algun tipo
de restriccion en el comportamiento de las varianzas. Por ejemplo, podemos
considerar que la muestra total se puede subdividir en m submuestras, tales
que todas ellas presentan una varianza constante dentro de cada submuestra,
aunque no todas ellas coinciden entre si. De acuerdo a este supuesto, el
modelo anterior se puede particionar de la siguiente manera:

Yi X1 (51
}/2 X2 U2
. - . ﬁ + .

donde, Vi = 1,2,...,m, Y; es un vector columna de orden N; x 1, X,
es un matriz de orden N; x k, , 5 es un vector de parametros de orden
k x 1y, ..nalmente, u; es un vector de perturbaciones aleatorias de orden
N; x 1. Implicitamente estamos suponiendo que >7*, N; = N y que N; > k,
Vi = 1,2. La matriz de varianzas y covarianzas del vector de perturbaciones
es igual a:



Var (u) = E(uu)=E || . (u/l wy e U;n) —
U
O'%INl 0 0
. 0 O'%IN2 0
0 0 - o2y,
Si se cumple que 0?2 = 0% = ... = 02, la hip6tesis de homoscedasticidad

es cierta. Por el contrario, si al menos dos submuestras presentan valores
de la varianza distintos, tenemos problemas de heteroscedasticidad. Para
estudiar esta Ultima circunstancia podemos desarrollar un estadistico basado
en el uso de la razén de verosimilitud. Esto supone gque es necesario conocer
el valor de la funcion de verosimilitud tanto bajo la hip6tesis nula como bajo
la alternativa.

La funcion log- verosimilitud procedente de las estimacion del modelo (2),
bajo el supuesto del cumplimiento de la hipétesis nula, es igual a:

N N u'u
2, _ 2
ﬁ(ﬁ,a ,y) = —Eln 2T —Eln ot~ 53
mientras que si estimamos este modelo para cada una de las submuestras,
la funcién log-verosimil adopta esta forma:
N, N, whu;

ﬁz‘(@U?;y):—?janW—?ilna?— : 1=1,2,..,m

Bajo la hipoétesis alternativa de que las submuestras no tienen una Unica
varianza, la funcién de verosimiliud del conjunto es igual a:

m m N; N; ulhu,;
Lo = L; = ——ln2r ——lnog? - =2
A Z:ZI ;( 5 n z27m 5 HO'Z 20_22>

N

1 ul,

_ - ) 2 77
= ——ln27r—2§ n; In o7 3
i=1 7

N |~

2

m
= i=1

Los estimadores maximo verosimiles de cada una de las submuestras son
B; = (X'X)"'X"y;, 62 = =, donde 4; = y; — Xf3,, siendo i = 1,2, ..., m,

i N; !
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mientras que los obtenidos para el total de la muestra son B = (X' X))t X"y,
5% = L& donde & = y — X/3. Si concentramos las diversas funciones de

verosimilitud, tenemos que:

~\/ ~
. N N, (y-XB) (y-XpB)
£ = —EIHQTF—EIHUQ— 2~2
N N N
= —31n27—51n52—? (€))

y para cada una de las submuestras:

~ N/ ~
" Nz Nz - Yi — X/Bz Yi — Xﬁz
£,i = —7111 27T—71I1 0'22—( 2~E2 )
= N i N
= 5 In 2w 5 0 5 t=12..,m

por lo que la funcion de verosimilitud concentrada bajo la hipdtesis
alternativa es:

. N; T N; N
£y = =S Zmor -y Zms2 -y =
" Z:ZI 5 In 27 Z:ZI 5 0o, 23
N Ny, o N
= _EIHQW_;7ln0-i —5 (4)
El contraste de la hipétesis nula H, : 62 = 02 = ... = 0%, es muy sencillo

ahora ya que podemos construir un estadistico basado en el principio de la
razon de verosimilitud. Este estadistico se de..ne de la siguiente forma:

—2(L—La)= -NIng> =S N;Ina? X2 |
=1

donde hemos hecho uso de los resultados expresados en (3) y en (4). Este
estadistico sigue asint6ticamente una distribucion 2, ;.



3.2 Goldfeld-Quandt

En el caso anterior hemos supuesto la existencia de m posibles submuestras.
En el caso de que m = 2, podemos utilizar un estadistico alternativo para
contrastar la presencia de problemas de heteroscedasticidad. Si estimamos
el modelo (2) por mco para cada una de las 2 submuestras disponibles,
conocemos que es cierto el siguiente resultado:

2 .
o2 ~ XNi—k» U= 1,2

i

Entonces, asumiendo sin pérdida de generalidad que o2 > o2, se puede
construir el siguiente estadistico:

ol o "9
(N2—k) o3 02
“am g2 ™ Fnemaiep) ®)
(N1—k) o2 1

donde6? = (W“”_‘—k), 1 = 1,2 El ratio anterior es un cociente de distribuciones
x2. Dado que ambas son independientes entre si, ya que hemos mantenido
el supuesto de incorrelacion de las perturbaciones, entonces bajo la hipotesis
nula H,:0? = o2este cociente se distribuye segin una distriucion F de
(Ny — k) y (Ny — k) grados de libertad en el numerador y en el denominador,
respectivamente. Cuanto mas similares sean las varianzas de las dos
submuestras, mas proximo a la unidad se encontrara el valor del estadistico
anterior. Por contra, cuanto mas diferentes sean, mayor sera el valor del
estadistico, ya que 62 > 2, y, por tanto, se tendera hacia el rechazo de la
hipotesis nula.

Basandose en este resultado, Goldfeld y Quandt (1965) proponen un
estadistico que mejora al anterior en un aspecto fundamental: la seleccion
de las submuestras. En efecto, tanto en el estadistico de..nido en (5)
como en el caso general estudiado en la seccion anterior, hemos supuesto
que se conocen tanto el nimero de segmentos en los que hay de dividir
la muestra, como en el punto exacto en el que se producen los saltos en
las varianzas. En la préactica esto no es asumible, ya que el investigador
va a carecer de esta informacién. Para solucionar el problema, podemos
utilizar el estadistico disefiado en Goldfeld y Quandt (1965). Estos autores
suponen la existencia de 2 submuestras que presentan varianzas distintas
entre si. Ademas, consideran que, bajo la hipétesis alternativa, las varianzas
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de las dos submuestras dependen de una variable explicativa z, que puede
estar incluida en la especi..cacion del modelo o no. De esta forma, bajo la
hipétesis alternativa tenemos que o2 = % f(z)yo2 = o%h(z), con o? # o2.
Por facilidad en la exposicion, vamos a considerar que o2 < o2. Con estas
caracteristicas, estos autores proponen obtener un estadistico similar a (5),
pero obtenido de la siguiente manera:

1. Ordenamos todas las observaciones de la muestra en funcion de la
variable z

2. Dividimos el total de la muestra en dos partes iguales

3. Estimamos por mco el modelo que estamos estudiando para cada una
de las dos submuestras.

4. Calculamos la suma residual asociada a cada una de las estimaciones
del apartado anterior, a las que denominamos uu Y t5ts

5. El estadistico de contraste se de..ne como:

Uy
GQ = A/QA NF%—k,%—k (6)

U Uy

bajo la hipétesis nula H, : 02 = o3, este estadistico sigue una distribucion
F% Sk N g Cabe destacar que este estadistico se puede obtener a partir de
(5), sin méas que imponer que las dos submuestras tengan los mismos grados
de libertad. Como La intuicién de este estadistico nos dice que cuanto mas
similares sean las sumas residuales de ambos modelos, méas proximo estara
el valor del estadistico GQ a la unidad y, por tanto, con mayor facilidad
se aceptard la hipotesis nula. Por contra, cuanto mas diferentes sean estas
sumas residuales, mayor sera el valor del estadistico, lo que nos conducira
a rechazar la hipdtesis nula. Por otro lado, hay que sefialar que un valor
del estadistico GQ muy proximo a 0 no implica la aceptacion de la hipétesis
nula. Supongamos, por ejemplo, que para una muestra de tamafio N = 100
con k£ = 2, las sumas residuales de las dos submuestras son a}u; = 1.000
y uhts = 1. Tal y como esta de..nido, el valor del estadistico GQ es 0.001.
Dado un nivel de signi..cacion del 5%, el valor critico de una disstribucion F’
de 48 grados de libertad, tanto en el numerador como en el denominador, es
1.60. Si comparamos ambos valores, la conclusion a la que llegamos es que



la hip6tesis nula es cierta. Sin embargo, esta conclusion se contrapone con
la propia comparacion de las sumas residuales, claramente diferentes entre
si. Para resolver este punto, debemos tener en cuenta que en (6) hemos
considerado que 62 < &3, supuesto que no se cumple en nuestro ejemplo. Si
de..nimos el estadistico GQ de forma inversa todos los resultados concuerda,
ya que ahora GQ = 1.000, lo que supone el rechazo de la hip6tesis nula. para
el nivel de signi..cacion elegido.

Otro problema que se nos puede presentar a la hora de calcular el
estadistico de GQ es que las Ultimas observaciones de la primera submuestra
serdn muy similares a las primeras de la segunda submuestra. Por tanto,
esto puede hacer que si los patrones de heteroscedastiticidad no estan
nitidamente diferenciados, la potencia del contraste disminuya. Para mejorar
el funcionamiento de este contraste, los autores proponen eliminar las
¢ observaciones centrales. De esta forma, los comportamientos medios
qguedan excluidos del célculo, lo que hace que las diferencias entre las
submuestras aumenten. La Unica repercusion que tiene la eliminacion de
estas observaciones centrales sobre el estadistico de Goldfeld-Quandt es que
ahora las observaciones efectivas son NV — ¢, por lo que los grados de libertad
de cada submuestra son % — k.Esto supone que a la hora de realizar el
contraste haya que comparar el valor empirico del estadistico con los con los
valores criticos de una dsitribucion F de % — k grados de libertad en el
numerador y el denominador. Mas di..cultades plantea el calculo apropiado
del valor de c. Siguiendo a Goldfeld-Quandt, este valor no debe nunca exceder
de £.

3.3 Glejser

Los estadisticos anteriores son capaces de darnos informacién sobre el grado
de igualdad de las varianzas de una serie de submuestras. Sin embargo,
no hacen ningun intento de modelizar el patron heterocedastico que sigue la
varianza de la perturbacion. En ese sentido, los estadisticos anteriores son no
constructivos. Debemos tener en cuenta que para aplicar minimos cuadrados
generalizados resulta indispensable conocer qué tipo de heterocedasticidad
sigue la varianza de la perturbacion. Desde este punto de vista, parece
conveniente utilizar métodos que nos den alguna ayuda en este sentido.

Un primer intento es el contraste propuesto en Glejser (1969). La
motivacion de este estadistico es que bajo la hipdtesis alternativa, la varianza
de la perturbacion del modelo (2) depende de una variable z. Entonces, este
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autor propone estimar la relacion que existe que vincula a estas dos variables.
Para ello, dado que desconocemos el valor de la varianza, utiliza como variable
proxy de la desviacion tipica de la perturbacion a ||, donde @ son los residuos
mco procedentes de la estimacion de (2). Es posible también utilizar 4> como
variable proxy de la varianza de la perturbacién. Una vez determinada la
variable a explicar, el siguiente paso es realizar una regresion entre ésta y la
variable que creemos causa los problemas de heteroscedasticidad, en nuestro
caso z. Como la forma funcional no tiene que ser lineal, se pueden utilizar
formas funcionales alternativas. Por tanto, el estadistico de Glejser esta
basado en la estimacion de la siguiente relacion:

|?lz| = oza—i-ozlzzh—i-ei

donde h puede tomar valores {—1,0,1,2}, por ejemplo. EIl siguiente
paso es determinar qué forma funcional es la que mejor se adeciia a nuestro
caso. Esto se puede realizar comparando, por ejemplo, los coe..cientes de
determinacion del modelo. Una vez estimada la mejor de las relaciones,
debemos contrastar la hip6tesis nula H, : a; = 0, mediante el uso del
estadistico t,, Si aceptamos esta hipotesis nula, es tanto como decir que
no existe relacién entre la desviacion tipica del modelo (2) y la variable z, lo
que equivale a aceptar la hipotesis de homoscedasticidad. Si, por el contrario,
encontramos que ¢&; es signi..cativamente distinto de 0, entonces concluimos
que o no es constante, por lo que debemos rechazar la hip6tesis nula de
homoscedasticidad.

3.4 Breush-Pagan LM test (Econometrica, 1979)

El planteamiento del contraste es el siguiente. Supongamos que queremos
estudiar la existencia de heterocedasticidad en este modelo (2) donde
sospechamos que la perturbacién del modelo tiene un comportamiento
heterocedastico. En concreto, estos autores suponen que:

u; ~ N(0,02), i=1,2,.... N

Bajo la hipotesis nula, suponemos que la especi..cacion anterior es correcta,
y que no existen problemas de heterocedasticidad, lo que se puede expresar
asi:

Hy:0l=0> Vt=1,2,.,N
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Mientras que, bajo la hipotesis alternativa, la varianza de la perturbacion
sigue una funcién que depende de algunas variables. Esto se modeliza de la
siguiente manera:

H, : 0} = h(za)

donde z; es un vector de p variables. Por simplicidad, asumimos linelalidad
de forma que la relacion anterior queda en los siguiente términos:

h(zjo)) = Qo+ 1211 + .o + Qp2pt

De aqui que, la hipdtesis nula de homoscedasticidad sea equivalente a
formular la siguiente hipotesis

HoiOq:OQ:Odg:...:OquO.

En genereal, debemos considerar que la funcion A is basically unspeci..ed
but we need to specify a set of possible z variables (may include some or all
of the X's).

El contrastes de Breusch-Pagan es un contrastes de multiplicadores de
Lagrange. Para obtener esta distribucion partimos de analizar la funcion de
verosimilitud bajo la hipotesis nula. Si denotamos la funcion log-versoimil
con £, tenemos que:

L(B.0:9) = —tn (2m) — 55t b (o)) — 5504 (5~ 6)° /1 (2la).
N——

Ut
Veadmos primero que la matriz hesiana es diagonal por bloques:

oL

) 55 = [T - ald)ai] /e
Ut
E?:l (ye — 2,8) i | W (210) 2it
e ii) CL
9;0c 7 (z4))?

Dado que asumismo que z;; Y z; son deterministas,

0L
E pum—
) =
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Por tanto, el Hessiano es diagonal por bloques y podemos olvidarnos de
los elementos relacionados con (5 en el contraste. Entonces, el contraste de

multiplicadores de Lagrange se de..ne de la siguiente manera:

ixq \' gx1_

s - |20 1, [020)

donde S (!
)=~ = 5aaw |,

la matriz de informacién evaluada bajo la estimacion restringida de 6.
Tomando derivadas y evaluandalas en a; = oy = ... = a, = 0, la
estimacion restringida, tenemos que

oL (0) 1 1 Ziu?
Do, —§h' () =2t/ T+ §h' QP ht2t>
2L (0) 1 2itZj 2 2512 u?
Sage, = 3 OF L~ O s
1 1 ZiU?
+h"(-) th{—izlezz‘t/ht + §Ethlh—tzt}
y
82£ (9) 1 2 ZitZit 2 Z‘tz’th't
= S [W (PSS ()P e, 2
S| = gl O S 5, 2
1 2 ZitZit
= —_Z[W((HXT 29t
5 1 OF S
ya que E [u7] = h,. Evaluaando en 0; tenemos que a; = ap = ... = a,=0,y

h(z0) = 6°, la estimacion mco de la varianza de la perturbacion. Por tanto,

oL(0 1y,
a;) B (2&2> Wizl

donde -
Uy
fi = ? -
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2
1

la : (9)] - = ——7 (h/)2 E%F:lzitzjt

26

8042‘8043‘ 0
El contrates LM es igual a: [notar que A’ es un escalar]
INT ‘71 N2 T / - 1 INT
VAR (g 00" SEaat] [(557) ST

e = |( L
26
(BLoas) [BLiza] " SLiaf,

-3
1 / / —1
= f'Z2(Z2)" 7'}
donde
f/ [fb '>fT]
Z/ = [21, .,ZT]
Si suponemos que:
&2
fi==—-1=g —1,
ag

0, en forma de vector
f=g—1
con 7 siendo un vector de columna de unos. Por tanto, el contraste LM se

puede escribir como:
1 N
LM = (3) (9 —1) Pz (9~ 1)

y, dado que Pzi =i (Z contiene una column de 1),
1

1 i1
LM = =g'Pyg+ 2 — 2g/i — =i'g.
59 129+ 5 — 5915ty
Pero )
1 ST a2\~
Ji= 15T 2= ( tl“t) ST @2 =T — i
o T
1 1
LM = ~¢'Pyq — =T,
29 z4 5

Entonces,
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Si recordamos que en una regresion de y sobre X, la suma explicada es igual
a
SE =44 —Ty =y Pxy— Ty

Entonces,

1 T
LM = =¢'Pzg——
2g 29 2

1
= - |gPyg-T 7 |.
9 IJ_
1

since g2 = 1. Si consideramos una regression de g sobre Z; we have g = 1
since ¢'t = T. Hence,

1 .
LM = §SE de una regresion de g sobre Z.

The procedure to construct the test can be summarized as follows:

1. Estimate the regression y = X[+ u by OLS and obtain the residuals
u;
2. Compute g, = 42/6* where 6 = T-'XT a2;

3. RunOLS of g = (g4, ..., gr) with g, = 4% /6%on Z (including a constant)
and compute

LM = %ESS.

4. The asymptotic distribution under the null hypothesis is Xf)-

3.5 White test (Econometrica 1980)

Este estadistico se puede interpretar como un contraste basado en los
multiplicadores de Lagrange. Tiene la ventaja, importante, de que no
requiere que se determirme a priori el patron de heteroscedasticidad que
suponemos que sigue la perturbacion aleatoria. EIl proceso que debemos
seguir para su obtencién es el siguiente:

1. Estimar el modelo y = X + v mediante mco y obtener el vector de
residuos u
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2. Estimar por mco la regresion auxiliar

2 ko sk :
Uy = ap + 2520 Xy Xy + wy;

3. El estadistico de White es igual a TR? donde T es el tamario muestral
disponible y R? es el coe..ciente de determinacion de la regresion
auxiliar

4. El estadistico de White sigue asintdticamente una distribucion
X%(k—l)/z’ donde los grados de libertad coinciden con el numero de
variables explicativas utilizadas en la regresion auxiliar.

Remark 1 The test is based on comparing the lower triangular elements of

T _ _
7 (X'X) et ma) (X))

heteroskedasticity-consistent
covariance matrix

and
&2 (X'X)7".

Remark 2 This is a test of general misspeci..cation as well as
heteroskedasticity.
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4 Soluciones

En el caso de que los problemas de heteroscedasticidad vengan causados por
una mala especi..cacion, la solucién de los mismos tiene que venir de la mano
de la correccién de estos problemas. Por ejemplo, la omision de una variable
relevante, la incorrecta selecciéon de la forma funcional o no costancia de los
parametros del modelo pueden generar estos problemas. Otra posibilidad es
que los problemas de heteroscedasticidad no tengan como origen una mala
especi..cacion. En estos casos, la solucion que debemos adoptar es el uso de
estimadores e..cientes, como es el caso de la estimacién minimo cuadréatica
generalizada. La estimacion méximo verosimil también se puede utilizar,
siempre que realicemos algun supuesto sobre la forma que adopta el patron
de heteroscedasticidad. En lo que sigue discutimos estos dos Ultimos métodos.

4.1 Minimos cuadrados ponderados

La estimacion por minimos cuadrados generalizados ha sido objeto de estudio
en temas precedentes, aunque desde un punto de vista muy general. En el
caso de que la matriz de varianzas y covarianzas sea escalar, pero no diagonal,
este método tiene las siguientes caracteristicas. En primer lugar hay que tener
en cuenta que la matriz de varianzas y covarianzas adopta la siguiente forma:

0% o .. 0 w, 0 .- 0
0 0% o0 ) 0 wy --- 0
Var (u) =Q = , o _ =0 . . .
O 0 --- U?\] 0O 0 - wy

donde hemos realizado el supuesto que o? = ¢% w2;, i = 1,2, ..., N, donde
w; puede representar una varaible que esté presente en la especi..cacion del
modelo. La estimacion minimo cuadratica generalizada se de..ne como:

Bars = (X0 'x) ' X'y

donde P'P = Q~!. En este caso, tenemos que:

w0 -0
g1 L] 0 wy! 0
=~ : 5

0 0 wyt

16



por lo que ahora es muy sencillo obtener la matriz P:

—-1/2
wl/

w;]l/Q
Por tanto, la transformacion que es necesaria para realizar la estimacion
minimo cuadréatica generalizada es ahora muy sencilla. Si recordamos que
este modelo transormado se de..ne como:

y=X"0+u" (7)
donde
Y1
~1/2
wy
Y2
. —1/2
y =Py= ?
N
~1/2
N
1 x Th1
—1/2 —1/2 —1/2
1 1 wy
1 Z2] c.. T2
—1/2 —1/2 —1/2
X* — PX — w2 w2 w2
1 21 TEN
—1/2 —1/2 —1/2
W W N
ul
~1/2
1
U2
w172
u* = Pu= 2
uN

Como vemos, los minimos cuadrados generalizados se obtienen
simplemente defactando las observaciones de cada una de las variables
utilizando w;*/* (i = 1,2,..., N) como factor de detacién o ponderacion.
De ahi que a este caso particular se le conoce como minimos cuadrados
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ponderados. En lo que sigue vamos a estudiar este método de estimacion
para diversos patrones de heteroscedasticidad.

Case 1: Var(u;) sz.t , one of the regressors (o denotes proportional to).
This case is useful if we have an obvious choice available. Then,

2

and

The transformation is

) ol a2
Tjt Tt T jt Tt

Remark 3 3, becomes a slope coeccient and (3, the intercept.

Case 2 : Var(u) « [E (y)]* = [2,6]".

1) we run OLS of y on X to get 3., ,
AN 2
2) then compute b, = (z}3)
3) transform the model by dividing through by :ch and run OLS.

Remark 4 If the X’s are exogenous, 3, is consistent and asymptotically
eCcient.

Case 3 : In(0?) = zja.

The model is
y=XB+u 8)
with
V(u) = diag (Jf, . ,a%)

(n (atz) = o+ o2yt ...+ o

p regressors including a constant
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To obtain the feasible GLS estimates:
a) Run OLS on regression (8) to get .
b) Run the OLS regression
In(6?) = Zja + v,

to obtain
a=(2'2)""Zh
where
B = [zn (uf) ... tn (@)}
¢) Transform the model with the matrix
P =diag 67",...,67"]

where
67 = exp (&)

and run OLS.
Remark 5 This requires the speci..cation of the z; variables (need not be the

regressors x;).

4.2 Maximum likelihood for the case with /n (07) = zjo.

The likelihood function of the errors is:

1 1 1 /
L (Ck, ﬁ|€) = (27T)T/2 (0‘2)T/2 exp [—T‘ze 6]
where
e = Qu
Q = diag (0'1 ) 70-7_’1)
o; = exp(za).

The transformed likelihood in terms of the data y is:

11
(2m)""? (02)

1 / * *
L (0, 8:5) = 77 exp |53 (0 = X°B) (7~ X°B)| - 1J]
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where
8€t

By | D (e2e)

|']| = )
T

TxXT
is the Jacobian of the transformation, and where D (a;) is a diagonal matrix

with elements a,. Taking the logarithm:

1 1
InL(«, B,y) = const — 523’:12204 — 523’:1 exp (—za) (y; — x;ﬂ)Q.

Note that here we have subsumed o under «.
The ..rst-order conditions are:

a?;L = Y 2 exp(—2a) (y, — 7,3) =0 (K equations)
ofnL / / |
o~ TmZ |exp (—zja) (3 — 243)" — 1] =0 (p equations)

The (p+ k) equations are highly nonlinear in « and 3. We may use the
Newton-Raphson method to optimize numerically.

Otros textos recomendados
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