Econometria I. 3° LADE
Tema 2. Regresores estocasticos estacionarios

1 Introduccion

En este tema vamos a realajar uno de los supuestos que se establecen para
de...nir el conocido modelo lineal genreal. En concreto, en este tema vamos a
considerar que los regresores no son deterministicos, sino que tienen una na-
turaleza estocéstica. Efecitvamente, a la hora de desarrollar el modelo lineal
general hemos supuesto que los regresores tienen naturaleza deterministica.
Este supuesto simpli..ca mucho las cosas por cuanto implica que los regreso-
res son ..jos, ya que en muestras diferentes, obtendriamos siempre los mismos
valores. Ademas, no siguen ninguna distribucion de probabilidad, por lo que
es facil concluir que la matriz X’X siempre convergera hacia una matriz ..nita,
lo que facilita la demostracion de la consistencia de los estimadores minimo
cuadratico ordinario, por ejemplo.

Sin embargo, en la realidad no siempre es posible mantener este supuesto,
mas bien al contrario, siempre podemos encontrar ejemplos que hablan en
contra del supuesto de determineidad de los regresores. Por ejemplo, ima-
ginemos que estamos trabajando con datos de corte transversal procedentes
de una encuesta. En este caso, las observaciones pueden estar contaminadas
por errores de medida o bien estar representado la media de la variable que
realmente queremos utilizar como explicativa. En ambos casos, no podemos
asegurar que los regresores sean de tipo deterministico. Sin embargo, es en el
analisis con datos de series temporales donde la evidencia en contra de este
supuesto es mayor. Para demostrarlo, baste pensar que cuando analizamos
series de macroecondémicas medidas como series de tiempo siempre podemos
distinguir entre su componente tendencial, que es el que rige la evolucién a
largo plazo de la seire, y el componente ciclico, de caracter mas coyntural.
EN el caso maés sencillo, la variable yt la podemos expresar de la siguiente
manera:

Y= a + bt + uy

donde t es una tendencia deterministica y ut es una perturbacion aleato-
ria. El componente tendencial viene determinado por el polinomio a + bt,
mientras que el ciclico nos lo daria la perturbacién. Es evidente que la varia-
ble yt no puede considerarse de tipo deterministico. Dado que este modelo
es valido para un niamero amplio de variables macroeconémicas, el supuesto
de determineidad de los regresores es bastante discutible en un entorno de
datos de series temporales.



No obstante, el caso precedente es un simple ejemplo de regresor esto-
castico. En realidad, existen multiples tipos de regresores estocasticos que
se ajustan mejor a unas variables que a otras. Por ejemplo, no es lo mismo
analizar una macromagnitud como es el consumo , cuya evolucion es bastante
suave a lo largo del tiempo, que estudiar el comportamiento de las acciones
de una empresa determinada. En este ultimo caso, los datos presentan un al-
to grado de volatilidad por lo que parece mas factible representarlos a partir
de modelos ARCH o GARCH.

Es necesario poner algun tipo de restriccion para que el posible abanico
de procesos estocas”ticos sea razonable. EN este tema vamos a tratar un
conjunto de procesos que han sido largamente aplicados en economia. Son los
procesos ARMA. En el siguiente capitulo estudiaremos los procesos ARIMA,
validos para variables que pueden no ser estacionarias. Antes de pasar al
estudio de los procesos ARMA presentaremos una series de de..niciones que
nos ayudaran a la hora de explicar este tipo de procesos.

2 De..niciones

Comenzamos esta secciom introduciendo algunos conceptos que nos seran
atiles a lo largo del presente y de futuros temas.

De...nition 1 Denominamos proceso estocastico a una sucesion de variables
aleatorias ordenadas en el tiempo. {y:}, t = —0,...,—2, =1, 0,1,2, ..., 0.

Debemos sefialar que consideramos que yt es una sucesion de variables
aleatorias. Cada una de ellas puede tener un proceso generador de los datos
idéntico, lo que facilitaria las cosas a la hora de trabajar con las mismas, pe-
ro es también posible que no siga ningun tipo de patrén de comportamiento
comun. Dependiendo de cuéales sean las propiedades de estas varables alea-
torias el proceso estocastico sera de uno u otro tipo. A efectos practicos,
consideraremos conocida una realizacion del proceso estocastico.

Un ejemplo de proceso estocastico que sera utilizado con gran profusion
es el siguiente

De...nition 2 Se llama ruido blanco a un proceso estocastico que se distribu-

ye con media 0, varianza constante y ..nita y la distribucién es independiente.
Esto se puede representar asi:

E(u) =0 (1)



Var (w) = o® 2

Otro ejemplo de proceso estocastico de gran interés desde el punto de
vista del analisis de series temporales es el siguiente:

De..nition 3 Un paseo aleatorio es un proceso estocastico distribuido de la
siguiente manera:

Yt = Y1+ & 4)

siendo ; un ruido blanco.

Para comprender el signi..cado del modelo anterior resulta conveniente te-
ner en cuenta que cada componente del proceso depende del retardo mas una
parte aleatoria. Entonces, podemos expresar un ruido blanco de la siguiente
manera:

t
Yt =Yt—1 T E = Y2 T E T E—1 = Zéfz‘
=1
donde, sin perdida de generalidad, hemos supuesto que y, = 0. Como
vemos, el valor de 3, no es sino una acumulacién de los valores de las pertur-
baciones aleatorias de ahi el nombre de paseo aleatorio.
Un modelo similar al anterior es el siguiente

De..nition 4 Al proceso estocéstico representado como

Y=+ Y1+ & (5)

donde &, es un ruido blanco y x es un parametro constante, se le denomina
paseo aleatorio con deriva. El parametro p suele recibir el nombre de deriva.

Las implicaciones de este nuevo modelo se observa si efectuamos sustitu-
ciones sucesivas del retardo de y. Asi, es sencillo probar que:
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Yo = ptypate=p+@ptyotea)te=yo+2u+) &=
i=1

t
i=1



A diferencia del paseo aleatorio puro, vemos que el valor del periodo ¢
no sélo depende que la acumulacion de las perturbaciones sino que existe un
segundo componente tendencial que es el que controla o guia la evolucién del
proceso estocéstico.

De..nicion de operador de retardos.

De..nition 5 Un proceso estocastico es estacionario en sentido estricto si se
cumple que
E (Y192, Ym) = F (Yrt1, Y42, s Yoim)

donde m y k son sendos enteros.

Esto implica que la distribucion de probabilidad de un subcojunto {y, ys, ..., ym }
del proceso estocéstico no varia si nos desplazamos k periodos en el tiempo.
Esto tiene serias implicaciones para la distribucion del proceso estocastico.
Asi, cuando m=1, la de..ncioén anterior supone que la media poblacional es la
misma para todos los componentes del proceso estocastico. De forma similar,
cuando m = 2, la distribucion del par y;, y; es la misma que la del par yj.,
Yets (0 F J)-

Una de...nicion de estacionariedad menos restricitiva es la siguiente:

De...nition 6 Un proceso estocastico {y;} es estacionario en sentido débil si
se cumple que:
E(y) =p Vi

Var (y,) = o® Wt

Cov (Y, y;) = Cov (Yrti, Yurg) = V(i —J) =7 (G — 1), Vi#]
siendo u y o2 sendos parametros y siendo k un nimero entero

Existe una relacion directa entre ambos conceptos de estacionariedad.
Asi, si imponemos la restriccion de que el proceso es generado por una dis-
tribucion normal, entonces resulta inmediatio veri..car que la estacionarierda
débil implica estacionariedad fuerte.

ESTACIONARIEDAD DEBIL
+ = ESTACIONARIEDAD FUERTE
NORMALIDAD

Para entender por qué se produce esta relacion solamente debemos tener
en cuenta que los momentos que de..nen a una distribucién muestral son los
de primer y segundo orden. Como el concepto de estacionariedad débil impli-
ca que estos son estacionarios, entonces es directo comprobar que cualquier
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combinacion de momentos sera estacionaria, garantinzando la existencia de
estacionariedad en sentido estricto.

Unos estadisticos que resultan de gran interés para determinar las pro-
piedades de los distintos procesos estocasticos son las funciones de autoco-
varianza y de autocorrelacion. Se de..ne de la siguiente manera. Dado que
estas funciones se utilizan fundamentalmente para procesos estacionarios, en
ambas de...niciones vamos a asumir que este supuesto se cumple.

De..nition 7 La funcion de autocovarianza de un proceso estocastico {y;}
es una funcion que para cada periodo de tiempo nos ofrece el valor de la
covazianza de orden k. Eso se representa asi:

Y (k) = Cov (yt7 yt+k) ) k= 07 17 27
Muy relacionado con esto concepto esté el de funcién de autocorrelacion.

De...nition 8 La funcion de autocorrelacion de un proceso estocastico {y;}
es una sucesion de valores que miden la correlacion entre yt e yt+k para
distintos valores de k.

_ Cov (Ye, Yeir) 7 (k)
p(k) = A (0)’

\/Var (yt)\/Var (yeri) 7 (0)
El valor para & = 0 es siempre la unidad, por lo que no se suele considerar.

Por altimo, una reparametrizacion de la funcion de autocorrelacién que nos
va a resulta atil es la funcion de autocorrelacion parcial.

k=12, ...

De...nition 9 La funcién de autocorrelacion parcial de un proceso estocastico
{y:} es una sucesion de valores que miden la correlacion entre y; e y;ix
ajustada por el efecto de los retardos intermedios y;+1, Yiio, vy Yeik—1- A
los valores de esta funcién los denotamos como ¢,, donde k = 1,2, ...

El valor inicial de la facp y de la fac coinciden.

Las funciones anteriormente de..nidas son poblacionales, por lo tanto, son
valore tedricos y desconocidos. Si queremos estimarlos, podemos hacerlo de
la siguiente manera:

r (k) _ ZZT:I (yt — g) (yt-‘rk — g)
ZzT:l (y: — 5)2
La funcién de autocorrelacion parcial se puede calcular como

, k=0,1,2,... )

Ut = P13 Us—1 + Qo Up—2 + oo + Qppls—r + & (8)
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donde y; = y; — ¥

Una herramienta que es muy Util de cara a la representacion matematica
de los modelos dinamicos es el operador de retardos, que denotamos como
L. En virtud del uso de este operador, es cierto que x;_y = Liz,.

Propiedades habituales son las siguientes La = a, donde a es una constan-
te. Asimismo, un paseo aleatorio se puede representar de la siguiente manera:

yt:yt—1+8t=>yt—yt—1:yt—Lyt:(1—L)yt:Ayt:5t )

El operador (1 — L) es el operador primeras diferencias.

POr ultimo, aunque no son considerados en este tema, es posible que
los procesos no sean estacionarios. En este caso del concepto de orden de
integracion es un elemento de gran utilidad

De...nition 10 Un proceso es integrado de orden d cuando es necesario di-
ferenciarlo d veces para que sea estacionario. ESto se representa como yt~
I(d).

De acuerdo con esta de..nicién, si tenemos una variable yt integrada de
orden d, entonces la variable zt =(1-L)D yt sera estacionaria

3 Procesos Autorregresivos

El primer tipo de proceso estocastico que vamos a considerar es el proce-
so autorregresivo. Tiene una gran tradicion en econometria ya que fueron
propuestos en Yule (1926). Se caraterizan porque el valor de la variable en
el periodo ¢ es funcion de los valores de la propia variable retardados diver-
sos periodos. Asi, en general, podemos de..nir un proceso autorregresivo de
orden p de la siguiente manera:

AR() s =6+ d1 Y1+ PaYr2+ oo+ O Usp + U (10)

donde 6, ¢y, #,,..., ¥ ¢, s0n los parametros de los que depende el proceso
y u; es la perturbacion aleatoria del modelo.

Una de las primeras caracteristicas que podemos resefiar de este proceso
es que es necesario imponer restricciones adicionales para garantizar su esta-
cionariedad. En concreto, el proceso s6lamente es estacionario si se cumple
que todas las raices del polinomio autorregresivo de retardos se encuentran
fuera del circulo unidad. Para ver lo que esto signi..ca, vamos a analizar el
caso mas sencillo, aquél en el que p = 1.



AR(D) :yy =6+ 1 y—1 + 1wy (11)
Si tenemos en cuenta que y,_; lo podemos expresar en funcion de y,_, y
ug_1 resulta que el modelo anterior se puede expresar como:

Y=06+ ¢ (64 Yo+ w1) +uy =6+6¢, + & Yo+ up + duey (12)

Si este proceso lo repetimos sucesivamente, la variable y; se puede repre-
sentar de la siguiente manera:

y = & (1 + o+ + ) w4 g1 + g+ ... =
t—1 t—1
= PWot 6 Y b1+ drus (13)
i=0 i=0

donde asumimos que y, es independiente de la perturbacion para todo
valor de t. Entonces, los momentos de primer y segundo orden de la variables
son los siguientes. En primer lugar, la media poblacional es igual a:

t—1 t—1 t—1 ) t—1 )
Ely) - E@wﬁw§3ﬁ+zmwm)—Ewmg+EG§yQ+f(zme)—
i=0 i=0 i=0 i=0

t—1 )
= d)iE(ya) +0 Zd)zl
=0

La varianza poblacional es:
VM@>—I%M—Ewm%—E“m—@umm+62¢ﬂ}—

- B { l¢§ (Wo = E (v0)) + idﬁut_i] 2} )

t—1

= ?tVar (yo) + Zd)fiVar (ug_g) =

=0
t—1

— AV () + L 0? -
=0

t—1

— EVar () + ot 3 6 -
i=0
_ ] olVar(y) + 0% =5 silon] £ 1 (15)
Var (yo) + o?t si|o| =1

(14)



donde hemos tenido en cuenta que las perturbacion esta incorrelacionada
tanto temporalmente como con respecto a yo. Por altimo, la covarianza es
igual a:

Cov (Yo, yeer) = EA{lyr — E ()] e — yt+k

t+k—1

= {ldf( E (yo) +Z¢1ut ] ldf““ E (o)) + Z T H =

t+k-1
= ¢i¢§+kE [(ya - E(ya } [(Z ¢1ut—z> ( Z ¢1ut+k—i
=0 =0

— d)fHkVar + 0_2 Zd)z

o1 Var (yo) + a%’f o sifey £ 1
Var (yo) + 0%t si|o,| =1

Como se puede apreciar todos los momentos que hemos calculado de-
penden de t. Esto implica que el proceso, tal y como esta de..nido, no es
estacionario. Para garantizar esta propiedad bastaria con considerar que
yo sigue una distribucién con media 0 y varianza constante y que, ademas,
|¢,| < 1. Con estas condiciones, es inmediato demostrar que:

a) E(yt)fl‘sq>1 si t— oo
b) Var(y) ==

f(bg Si t—
1
c) Cov(ys, Yrsk) =0 s si t— oo

2 ¥

Es evidente que ahora los momentos no depende de t, por lo que el proceso
es asintoticamente estacionario. Habitualmente el término “asintdtico” no se
utiliza, por lo que se asocia la propiedad de estacionariedad al cumplimiento
de la restriccion |¢,| < 1.

Para ver la relacion que tiene entre valor con el concepto de raiz unitaria
debemos expresar un modelo AR(1) en funcién del polinomio de retardos de
la parte autorregresiva. Asi, resulta que:

¥y = O0+P Yy tu=06+¢ Ly +u =
= -0 Lyy=(1-¢, L)y, =0+, (17)

El polinomio autorregresivo de retardos tiene ahora una Unica solucion:

1
1—¢, L*=0=L" = — (18)

J)-

(16,



donde L* es ahora la solucién que anula el polinomio. Como hemos visto,
el proceso es estacionario si |¢;| < 1, lo que implica que|L*| > 1 . De
este resultado podemos a..rmar que el proceso AR(1) es estacionario solo
en aquellos casos en los que la Unica raiz del polinomio autorregresivo de
retardos es, en valor absoluto, superior a la unidad .

Si este razonamiento lo llevamos al caso general, el proceso seré estaciona-
rio si todas las raices del polinomio autorregresivo de retardos son superiores
en valor absoluto a la unidad. Esta a..rmacién no contempla, sin embargo,
la posible presencia de raices complejas. En este caso, deberia cumplirse que
su modulo fuera superior a la unidad. La conjuncion de estas dos premisas
desemboca en la necesidad de que las raices del polinomio estén fuera del
circulo unidad.

La posible estacionariedad de los modelos no es la Unica caracteristica de
los procesos autorregresivos. Otra propiedad muy interesante es que se puede
resumir el comportamiento de estos modelos a partir del conocimiento de un
nimero reducido de parametros. Para comprobar este extremos, estudiemos
el caso de un AR(1). Para ello resulta conveniente utilizar una transformacion
del proceso estocéstico inicial, a saber, ¢, = y; — E (y;). Esta transformacion
se puede expresar de la siguiente manera:

B = y—E(p) =0+ Q1 +up —

1—¢,
- 6(1—9¢) 6
= O1Y—1 + U+ 1= 1_¢1*
)
= QY1+ U — Oy 1_—¢1 = P Y1 + Uy (19)

Esta transformacion es muy util de cara a obtener los distintos componentes
de la funcién de autocovarianza del proceso. Por ejemplo, la varianza se
obtiene de la siguiente manera:

7(0) = Var(y) = E{ly— E@))} = E@) = E 5 (@151 +w)] =
= ¢1E(§t gt—l) + E(gt Ut) = o1 (1) + ¢1E(§t—1ut) + E (u?) =
= ¢v(1) + 0 (20)

Si queremos calcular el resto de los valores de la funcién de autocovarian-
zas podemos realizar el mismo procedimiento:

v(1) = Cov(ye, ye—1) = E{lye — E (ye)] -1 — E (1)} = E( Gt 1) =

9



= E[(fi1+u)fia] = 0B (§) + E(fraw) =
= ¢ (0) (21)

v(2) = Cov(yy,yi—2) = E{ly: — E W) [Yys—2 — E (Yi—2)]} = E(J: G2 (22)
= E[($10-1+u) Gi2] = 1 E (Je-10s-2) + E(Jr2us) =
= ¢ (1) (23)

En el caso general, tenemos que:

(k) = Cov(ys, yi—r) = E{lye — E ()] [Ye—r — £ (G—1)]} = E(G Gor) =
= E (101 +u)Gei] = O E (Je1Gi—k) + E (Ge—rwe) =
= ¢y (k—1) (24)

Por ultimo, a partir de la funcion de autocovarianza podemos de..nir la
funcion de autocorrelacion sin mas de dividir aquélla por la varianza del
modelo. Asi, tenemos que:

() _ 7(0)

=20 " o ”
’7(2)_¢17()_ Y
p) =13 =22 6 )~

V() duy(k—1)
MO0

Como se puede apreciar, el conocimiento de un proceso AR(1) se centra
en el pardmetro ¢,. Conocido éste, el resto de las propiedades de este modelo
se pueden obtener a partir de este parametro.

Otro de los resultados que podemos extraer a partir de la funciéon de
autocorrelacion es que esta funcion es decreciente y sélo se anula cuando &
tiende hacia in..nito. En otro caso, tomaria siempre valores distintos de 0.

p(k) = =gy p(k—1)=¢}

3.1 Caso general

Tal y como ocurria con los procesos AR(1), los procesos AR(p) no son esta-
cionarios para cualquier valor de los parametros del,polinomio autorregresivo
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de retardos. Podemos establecer una condicion de estacionareidad para el ca-
so general siguiendo un procedimiento similar al del caso AR(1). Para ello,
consideremos las raices del polinomio autorregresivo de retardos:

1—¢ Ly — L2 —...—¢ LP =0
1 2% D

Dado que el polinomio de retardos tiene ahora p diferentes raices. Su-
pongamos que estas las p raices son \;, Ao, ..., A,. Entonces, el polinomio
anterior lo podemos expresar asi:

¢(L)=1—¢ L—¢L* —...— ¢, LF = (1 —\L) (1= XL)... (1 = A\ L)

Es evidente que si una de las raices es la unidad entonces el proceso no
es estacionario. Por el contrario, si todas son mayores que la unidad en
valor absoluto, el proceso es estacionario. Sin embargo, existen supuestos
gue también implican estacionariedad que no tienen cabida si limitamos la
condicién de estacionariedad a lo anterior. Para verlo, consideremos este
ejemplo:

yt = —05 yt—l — 05 yt_Q + Ut

El polinomio autorregresivo de retardos toma la forma 1 + 0.5 L + 0.5L%.
Las soluciones de este polinomio son L, = =23V025-2 — _ 054 \/T75iy L, =

“)@10'2@ = —0.5 — v/1.7547. Como vemos, las soluciones del polinomio
son nameros complejos. Entonces, para comprobar si son 0 no son estacio-
narios hay que garantizar que todas las raices del polinomio autorregresivo
de retardos deben quedar fuera del circulo unidad o lo que es lo mismo, que
su modulo sea superios a la unidad. En este caso, es simple comprobar que
mod L1 =y mod L2 = por lo que en este caso yt es un proceso estacionario.

Asumiendo que es un proceso estacionario, la media y la varianza de este

modelo se puede expresar asi:

E(y) = E (5 + 1 Y1+ PoYr2t o T O Y p T+ ut) =0+ Q1B (Y1) +

+Go F (ye—2) + - + OB (Yi—p) + E (us) (25)
Bajo la hipdtesis de estacionariedad, entonces es cierto que F (y;) =
E(y—1) = ... = E(y+—p). Introduciendo esta informacion en la ecuacion

anterior, resulta que:

E(y) = 6+ E(y) + &F (y)+ .. +6,E(y) + E(uy) =
= (1_¢1_¢2_“‘_¢p)E(yt):6:>
= FE(y) = o (26)

1=y =9,
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Para la obtencién del primer valor de la funcion de autocovarianza debe-
mos transformar el proceso anterior en términos similares a lo que hicimos
para el caso AR(1). Podemos de..nir entonces una variable g; que no es sino
la desviacion con respecto a la media poblacional del proceso original. Este
nuevo proceso se puede expresar en lo siguiente términos:

Y = yt_E(yt) =Yt :5+¢1yt—1+¢zyt—2+---+¢pyt—p+ut_
)

1—¢ by — B,

b (1—¢—¢g—..—¢,) =0
= QY t Qoo t ot QY tur + (1—;1_;2—...—¢) B

6 p
= O1Y1 T PoYi2t o+ O+ U — Z¢z‘:
l=¢1— ¢y — . — &, =
p
= Gyt Y2t o+ Oyt ur — E(y) > o=
=1
= Q1 U1t P2+ o T OpYip + U (27)

Ahora, resulta muy sencillo calcular los valores de la funcion de autoco-
varianza. Su primer elemento, la varianza, es igual a:

7(0) = E@) = Blj (brder +¢aiia+ o+ 6,0+ w)| =
= O E(§iGr-1) + G2 E (G Go—2) + oo + OB (G Gt—p) + E (Jrur) =
= ¢17(1) +9,7(2) +---+¢p’7(p)+02 (28)
donde s6lo debemos tener en cuenta que:

E(giuw) = E [ (¢1 Yto1 + Qo Yo + ... + ¢p Yi—p + Ut) Ut} =
= 0 E(1u) + OB (Jrou) + o + O E (Grpur) + B (U?)
= o2 (29)

yaque E (g;—; us) = 0,Vi # 0. El resto de los elementos de la funcionm de
autocovarianza se obtienen siguiendo un procedimiento similar. Para k=1,2
es sencillo demostrar que:

7(1) = Eg-1)=FE [ (¢1 U1+ QY2+ . + Q, Yrp + Ut) gt—l} =
= ¢ b (@2—1) + Gy B (Je—1Ti—2) + o + OB (U1 U—p) + B (Gr1us) =
= ¢17(0) +¢yv(1) +---+¢p’7(p_1) (30)
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v(2) = EWyisa)=FE [ (¢1 U1+ Polt2+ oo + OpYpp + Ut) ?jt—z} =

= O E 1 bi2) + 62 B (i) + o+ 6B (s Giop) + B (s w) =

= ¢17(1)+¢27(0)+---+¢p7(p_2) (31)
Mientras que el valor génerico de la funcion de autocovarianza es:

v (k)

B k) = B[ (6151 + Gofea+ o+ Gplp+us) Gt =

= 0 E(G-10e-k) + G2 E(Ge—2Gt—1) + . + O B (ytz—k) +ot
+,E (et Jt—p) + E (Gr—r ur)

= ¢17(1)+¢27(0)+---+¢p7(p_2) (32)

Conociendo los diversos componentes de la funcién de autocovarianza se
pueden expresar los de la funcién de autocorrelacion parcial. Asi, para k=1,2,
estos son:

0)+ 1) 4.+ -1
20O W2t 0D g gy p(1) o p(p—1) k=1

7(0)
$17(1) +¢2v(0) +...4¢, v(p—2
17(1) 27%20) p YV (P—2) =¢, p(1) + Py + ... +¢p/)(p_ 1) k=2

p(k)zzzlﬁL::

7(0) D11 0e=1) £ 657 (K=2) +ok by 1(emp) _ |
LoDt 000 D) — gy p(k—1) + 6y (K — 2)
..+ ¢, p(k—p)

~—

(33)

Como podemos comprobar, la funcién de autocorrelacion sélo depende

de los parametros ¢,,i = 1,2,...,p. Conocidos éstos, se puede caracterizar

completamente el comportamiento de un proceso AR(p). La funcién de au-
tocorrelacion se puede expresar en forma de notacion matricial:

o(1) L W) p@) e plk—1) &
o(2) o) 1 e e plk—2) b,

p =1 rB) [=| »r@? p(1) 1 wooplk=3) | x| by | =
p(k) plk=1) plk=2) p(k—3) .. 1 b,

= Ro¢ (34)

donde R es una matriz cuadrada de orden k 'y ¢ es un vector columna
del mismo orden. Entonces, si asumimos conocidos los valores de los dife-
rentes coe..cientes de autocorrelacion, se pueden conocer los valores de los
parametros del vector ¢ a partir de la siguiente relacion:
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¢=R"p (35)

3.2 Funcion de autocorrelacion parcial

Como hemos visto, la funcién de autocorrelacion de un proceso autorregresivo
tiene como caracteristicas su descenso progresivo y que solo se anula en el
in..nito. La presencia de in..nitos valores distintos de 0 para cualquier proceso
autorregresivo hace que sea imposible distinguir cual es el verdadero valor
del parametro p mediante un simple estudio de la funcién de autocorrelacion.

Por ello, en ocasiones es conveniente obtener los coe..cientes de la fun-
cion de autocorrelacion parcial. Esta funcion de autocorrelacion mide la
correlacion entre y;_, Y y;:_x ajustado a los valores de los coe..cientes corres-
pondientes a los retardos intermedios v; 1, Y2, .-, Y1—x+1. Para comprender
el por qué de su utilidad, consideremos que la variable viene generada por
un AR(p). Entonces, el primer coe..ciente de la funcién de autocorrelacion
parcial (¢,;) mide la correlacion entre yt e yt-1. Este valor coincide con el
primer valor de la funcién de autocorrelacién. El k-ésmio coe..ciente de la
funcion de autocorrelacion parcial (¢,,) mide el grado de correlacion entre
yt e yt-p ajustado por el valor de yt-1, yt-2, ..., yt-k. Si se cumple que k<p,
entonces este coe..ciente sera distinto de 0 ya que yt depende de yt-k, de
acuerdo con el proceso generador de los datos. Pero si k>p, entonces ¢, se
anulara ya que yt no dependera de él. POr tanto, un proceso autorregresivo
de orden p presenta una funciéon de autocorrelacion parcial con tan sélo p
coe..cientes distintos de 0. Para el resto de co..cientes (k>p), esta funcién
se anula. Esta caracteristica nos puede ayudar a determinar el orden del
proceso autorregresivo.

La funcién de autocorrelaciéon parcial se puede calcular de diversas ma-
neras. Una posibilidad seria mediante la estimacion de la siguiente familia
de modelos:

Yt = @Ytk + @Ytk + ...+ g Yk tu, VE=1,2,....

El valor del ay es el coe..ciente k-ésimo de la funcion de autocorrelacion
parcial, lo que se suele representar mediante ¢,,. El segundo método para
calcular los coe..cientes de la funcion de autocorrelacion parcial es mediante
el uso de las ecuaciones de Yule-Walker. Estas ecuaciones no son sino una
aplicacion recursiva de la relacion expresada en (35) para distintos valores de
K.

Con esto terminamos el estudio de los procesos autorregresivos. A conti-
nuacién vamos a estudiar el caso de los modelos de Medias Moviles.
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4 MODELOS DE MEDIAS MOVILES

Los procesos de Medias moviles fueron inicialmente propuestos en Slutsky
(1937) como contrapartida de los procesos autorregresivos analizados en la
seccion anterior. Un proceso de medias moviles de orden q se de..ne de de la
siguiente manera:

MA(q) : Y = U + up + Hlut_l + ngt_g + ... + unt_q
= pu +1+6L+..+60,LY) u
= W + Hq (L) Ut

donde wu; es un ruido blanco, siendo u, 6, (i =1,2,...,q) el conjunto de
parametros de los que depende el proceso. Se puede apreciar que, al contra-
rio de los procesos autorregresivos, un proceso de medias moviles se expre-
sa como una suma ponderada de las perturbaciones, donde los pardmetros
0; (i =1,2,...,q)son los que otorgan dicha ponderacion. Otras forma de pre-
sentar un proceso MA(Q) es las siguiente

q
Ye=p + Zeiut—i
i=0

donde asumimos que 6; = 1. Tal y como hicimos en el caso de los procesos
autorregresivos, vamos a estudiar las caracteristicas de estos procesos. Para
ello, comenzamos por el caso méas simple, MA(1).

4.1 Medias Moviles de primer orden

Un proceso de medias moviles de primer orden se de..ne de la siguiente ma-
nera:

MA): yo=p + ug + O1uy (36)

La media poblacional del proceso se obtiene de forma sencilla sin mas que
aplicar el operador esperanza matematica de esta forma:

Ey)=E(p +w+biuw)=p + E(uw)+0E(uw1)=p  (37)

Del mismo modo, la varianza del proceso es igual a:
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¥(0) = Var(y) =E{ly—E@)’} = E|(p + w+ 0wy —p)°| =
= F [(ut + 91ut_1)2} =F (utz) +03E (utz_l) + 201 E (upup—q1) =
= 400 =(1+067) o (38)
El resto de los elementos de la funcion de autocovariana se calculan si-

guiendo este mismo mecanismo. Asi, la covaiznar de primre order es igual
a

v(1) = Cov(y, y—1) = E{lye — E (y)] lye—1 — E ()]} =
= E[(u+ 0rusq) (ugq + 01y o)) =
= E(usus_q)+6,E (u?_l) +0.F (uy up_o ) + 0IE (wp_q up_o)
= 6,0° (39)

donde hemos tenido en cuenta que £ (u; u;—; ) = 0, Vi # 0. La covarian-
za de segundo orden es igual a:

7(2) = Cov(y,yr—2) = E{lye — E (9)] lye—2 — E(pr-2)]} =
= E[(u+01u1) (ug + 01us3)]
= E(u o) +60E(wyuo)+0E(uu3)+ 07E (up—q us—3)
=0 (40)

No es di..cl probar que el resto de los valores de la funcién de autoco-
vazianza también se anulan. Sin mas que considerar el elemento k-ésimo de
esta funcion, vemos que:

v(k) = Cov(ysyir) = E{lys — E ()] [We-s — E (ye—s)|} =
= E[(u +01u-1) (up—p + 010 _41)] =
= E(uu—p)+0E (w1 u—p)+01E (u up—py1) + H?E (Upm1 Up—pp1 ) =
=0 (41)

por lo que esta funcion tiene un Unico valor distinto de cero, aquél que
corresponde al caso £k = ¢ = 1. En el resto de las ocasiones, & > g = 1,
la funcion se anula. Con esta informacion, resulta sencillo comprobar que
la funcién de autocorrelacion también es dicotdmica: tiene un Gnico valor
distinto de 0 cuandok = ¢ =1y se anula para k > g = 1.
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(1—1—9%) o2 k=0
v (k) = 0,07 k=1 (42)
0 k>1

A partir de esta informacidn, se obtiene de forma inmediata la funcion de
autocorrelacion:

2
oy =LB) _ | Ty = vy A= @)
7 (0) 0 k> 1

Como vemos, un proceso de demias moviles de primer orden tiene una
funcion de autocorrelacion con un dnico valor distinto de cero. Este valor,
que coincide con el coe..ciente de correlacion de primer orden, depende exclu-
sivamente del pardmetro #,. Por ultimo, otra caracteristica de estos procesos
es que ni la media, ni la varianza poblacional dependen del periodo de tiem-
po en el que nos situamos. Si ademas tenemos en cuenta que se cumple la
restriccion v (j) = v(—j),V jpodemos a..rmar que un proceso de medios
moviles de primer orden es siempre estacionario.

Como vemos, la forma de la funcién de acutocorrelacion es muy sencilla
en el caso de un medias moviles de primer orden. Sin embargo, podemos
encontrar situaciones en las que no seamos capaces de identi..car correcta-
mente cudl es el proceso generador de los datos. Para ilustrar este punto,
reformulemos el proceso de medias moviles de la siguiente manera:

yy=p + (L+zL) u

Por simple analogia con el caso anteriormente estudiado, la funcién de
aucotorrelacion de este proceso tiene un unico valor distinto de cero cuando
k=1y 0 en el resto de los casos. Para k=1, el coe..ciente de autocorrelacion
es igual a =% Es evidente que si = = ¢, entonces tenemos el caso estudiado
con anterioridad. Consideremos ahora que el caso x = % Entonces, el
coe..ciente de autocorrelacion es igual a:

L L L 0
= x = 91 = 91 = 91 = 1
1+ 22 1+(Lf Itz L 1467

01 1 1

p(1)

dado que el resto de los valores de la funcién de autocorrelacién son 0
tenemos dos valores procesos de medias moviles distintos que generan una
misma funcion de autocorrelacién. En consecuencia, si no imponemaos restric-
ciones sobre los pardmetros del polinomio de medias mdviles vamos a tener
problemas de identi..cacién.
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Otra punto de vista que también exige la imposicion de restricciones sobre
estos parametros es la representacion autorregresiva in..nita de estos mode-
los. Al estudiar los procesos autorregresivos vimos que, Si son estacionarios,
se pueden expresar como medias moviles de orden in..nito. Parece apropia-
do que un medias moviles se pueda expresar de forma reciproca como un
AR(00). Para ver como podemos lograrlo vamos a trabajar con el polinomio
de retardos de la parte media movil.

y=p + u+0uer=p + 1+60,L) uy = (1 —n L) wy

donde, por sencillez, hemos realizado la transformacion n, = —6,.Si su-
ponemos que |6;] = |,| < 1, entonces existe el polinomio (1 —n,L)"", lo
que permite expresar el proceso de medias méviles como:
Yt H

A—mb) (-nD) "

siendo:

Yt 2 = i
=Yt TN Y1 TN Y2+ . = D) MY
= ml) LYy 2

Luego, podemos expresar el proceso de medias méviles como:

S iy = K ou=
i=0 T—m
1
= Yt M Y1 F N Yot = - +
— T
= Y= M Y1 — T Yoz — e + uy
1—mn
1
= =01y 1+0%y_o+..
Yt 1Yi—1 + 0] Yo + +1+91+Ut

:>y259 it +u
t 2 1Yt 1+0, t

Como vemos, hemos expresado el valor de y; en funcién de in..nitos re-
tados, mas una término independiene mas una perturbacion aleatoria. Para
que podamos considerar que tiene una representacion AR(oco), basta con in-
cluir la restriccion |6, | < 1.

Entonces, diremos que un proceso de medias moviles es invertible que
se pueda representar como un proceso autorregresivo estacionario de orden
in..nito. En el caso de un proceso de medias moviles de primer orden, la
restriccion de invertibilidad es |6;| < 1.
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4.2 Caso general

Vamos a veri..car a continuacion si estas propiedades son igualmente validas
en el caso general, aquél en el que la variable es una combinacion de los q
retardos de la perturbacion.Tal y como hemos realizado con anterioridad,
comenzamos el estudio por la obtencién de la media poblacional del proceso.
Si tenemos en cuenta que E(u;—;) = 0¥i = 0,1,... resulta sencilla obtener
esta media poblacional:

FE (yt) = F (,u + us + Hlut_l + 92ut—2 + ... + 9qut_q) =

= Y0 (u) = (44)

=0

De igual manera, la varianza es igual a:

o)) -

=0

7(0) = Var(y)=E{ly:— E@w)’} = E
(i@iut_1>2 = F (io 9$u§_1> +E (% 0:0; ;i ut_j> =

q q
= Y 0E(uf,)+0 =0"6; (45)
=0 1=0

El resto de los valores de la funcion de autocovarianza se obtiene siguiendo
una mecéanica similar:

1) = Bl Bl — B )]} =B [ (ze e ) (zeu)]
" (ut i@iut_i_1> +0,E <ut_1 %mt_i_l) +

=0
q q
+ ... + Gq—l E (ut_q_l Z@iut_i_1> + qu (ut_q Z@iut_i_1>
=0 1=0
= 0+ 0B (ufy )+ 0102 B (uf ) + oo+ 0g10, E (uf ) +0 =
q
= 0229i9i+1 (46)
=0

1@ = Bl Bl s — F o]} = E[(zeut ) (zeu)]
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q q q
= kK (Ut Zeiut—i—2> + 0 E (ut—l Zeiut—i—2> + 0, (Ut—z Zeiut—i—2>
i=0

i=0 i=0
q q
+.. +0,0F (ut—q—Q Zeiut—i—2> +0,1 F (ut—q—l Zeiut—i—2>
i=0 i=0
q
+9qE (ut_q Zﬁiut_i_2>
i=0
= 04040002 (uf ) + 0105 E (ufy ) + ..+ 0420, F (uf_,_)
q
= 02> 001 (47)
i=0

El término general es un poco mas complejo ya que, como hemos visto,
las autocovarianzas se anulan siempre que k>q. Entonces, asumiendo que
k<q, entonces se cumple que:

T = Bl B s — B ()]} = [(ze " ) (z eu)]
~ E (ut i@iut_i_k> 44 6E (ut_k geiut_i_k> +

i=0
q q
Op1 B (ut—k—l Zeiut—i—k> + o+ O B (ut—q—k Zeiut—i—k>
i=0 =0
q
...+ GqE (ut_q Z ez‘ut_z‘_k>
i=0
= 0+ 000k B (07 ) + 01001 B (uf gy ) + oo+ Oy k00 B (0], )
q
= *> 00 (48)
i=0

Por otro lado, en el caso en el que k£ > ¢, se cumple siempre que v (k) = 0.
A partir de estos resultados, la funcion de autocorrelacion es muy sencilla
de obtener.:

v (k) —d—g U0k gk <y
P (k) = = i= 091 i=0 01’ (49)
7(0) 0 k>q

La funcion de autocorrelacion tan sélo depende de los valores de los pa-
rametros 6;, i = 1,2, ..., q.
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5 Procesos Mixtos Autorregresivos-Medias Movi-
les

Los dos tipos que hemos visto con anterioridad tienen caracteristicas plena-
mente diferentes, lo que les hace ser en la practica "competidores”. Habi-
tualmente, a estos modelos se les conoce con el nombre de autorregresivos o
medios mdviles puros. No obstante, es posible que el proceso generador de
una varible incluya un comportamiento tanto autorregresivo como de Media
movil. Este tipo de procesos se les conoce como procesos mixtos y fueron
propuestos por primera vez en Wold (1938). Un proceso ARMA (1,1) se
de..ne de la siguiente manera:

ARMA(l, 1) Y = ) -+ ¢1 Yt—1 + up + 91 Ut—1 (50)

Como se puede apreciar, el proceso incluye tanto un retardo de la varia-
ble como un retardo de la perturbacién. Por tanto, combina los elementos
propios de un AR(1) y de un MA(1).

Dada la especi..cacion propia de estos procesos, las caracteristicas son
una combinacion de las propiedades de los procesos autorregresivos y medios
moviles. Asi, un proceso ARMA(1,1) s6lamente es estacionario si las raices
del polinomio de retardos de la parte autorregresiva estan fuera del circulo
unidad. Esto implica que si |¢,| < 1, el proceso es estacionario, mientras que
el proceso no es estacionario en otro caso.

Debemos realizar un supuesto adicional. Si expresamos un proceso AR-
MA en funcién de sus polinomios de retardos, resulta que:

Y = O+ ¢y + upt Orup g
= (11— L)y =06+ (14+6,L) w
= ¢(L)ye=6+0(L) u (51)
Entoces, que sucederia si ¢; = —#,. Resulta sencillo demostrar que la

expresion anterior quedaria como sigue:

(1_ ¢1L) yt:5+(1_ ¢1L) Uy

por lo que a ambos lados de la igualdad tenemos el mismo polinomio de
retardos. Esta expresion la podemos simpli..car dividiendo en ambas partes
de la igualdad por (1 — ¢, L):

6

yt:m+ut:—+ut

1— ¢
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Por lo que, en realidad, lo que tenemos no es un proceso ARMA(1,1),
sino la suma de un término independiente méas un ruido blanco. Una forma
de evitar la presencia de este tipo de cuestiones es introducir el supuesto
adicional de que no existen factores comunes en los polinomios ¢ (L)y 6 (L).
Esto supone la imposibilidad de que estos polinomios se cancelen total o
parcialmente entre si.

Una vez que hemos incluido estos supuesto, podemos conocer los mo-
mentos del proceso. Como hemos venido realizando hasta ahora, vamos a
comenzar estudiando el comportamiento de la media poblacional del pro-
ceso. Para lo cual, resulta conveniente recordar que asumimos que los pa-
rametros del polinomio autorregresivo de retardos cumplen la restriccion de
estacionariedad. Bajo este supuesto, resulta facil probar que:

E) = p=E(+ Y+ w+bhu)=0+¢ E(y1)+ E(u)+
01 F (ut—1)
= 0+ E(y) = E() —diE(y) = (1—¢1) E(y)) =0=
= Ey)=p= i
1—¢

Para obtener la varianza del proceso, y tal como hicimos al estudiar el
comportamiento de los procesos autorregresivos puros, es conveniente comen-
zar por transformar la variable y; en sus diferencias con respecto a la media
poblacional

. )
Yy = yt_E(yt):yt:5+¢1yt—1+ut+91Ut—1—1 p
— ¢
6 (1— —
= QY1 +u+ Ohug + &
1—¢,
)
= Oy Y1 +u+ Orug — N (52)
1—¢
= Oy +u+ Oruimr — O E (yr)
= Q11 +u+ Orup (53)

La varianza del proceso se puede obtener de una manera sencilla sin mas
gue considerar que:

7(0) = Var(y) = E{ly: = E @)’} = E(5;)
= b [(¢1 U1 +up + 04 ut—l)ﬂ
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= dﬁE (th—l) + E (u?) + H?E (u?—l) +2¢ B (Gr-1uy)

+2 .00 E (Gr—1up—1) + 201 E (upup—q)

= ¢2v(0) + 0>+ 070 +0+2¢,000°+0
= $17(0) + (1467 +2¢,61) 0 (54)

donde hemos tenido en cuenta que en este tipo de procesos F ( g;_qu;) = 0
yque E (§;_1u;_1) = 2. Como~ (0) aparece en ambas partes de la iguladad,
podemos simplicar la anterior expresion, con lo que la varianza del proceso
gueda como sigue

(1+6}+26,61) 02
7(0) = 1 ¢

(55)

El resto de la funcion de autocovarianza se obtiene de forma similar;

v(1)

Cov(yeyi-1) = E{[ys — E(y0)] [We-1 — E (ye-1)]} = E(G1 Ge—1)

E[(¢y Tr—1 + us + 01 u—1) Ge—1]

o E (@2—1) + E (fr-1us) + 01 B (Fr—1us—1)

¢17(0) + 0+ 6,0% =
(1+6}+26,61) 02

¢1 1 — d)? -+ 910'2
(1+ ¢1911)_( ;)21 +6,)0? (56)
1

Cov(yr yi—2) = E{lys — E ()] Y2 — E (y1—2)|} = E(J1 Gi—2)
E[(¢y Tp—1 + ug + 01 u-1) G

& E(Je-1Gi—2) + E (Gr—2us) + 01 E (-2 us—1)

Gy (1) +0+0

¢y (1) (57)

En general, siempre k>2, la funcion de autocovarianza adopta esta fun-

cion:

v (k)

Cov(y: yr—x) = E{[y: — E ()] e — E (Y1)} = E(Ft 1)
E(Gt—1 +ur+ 01 ui1) Gei
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D E (G-1Gi—r) + E (Gr—r us) + 01 E (Gp—p us—1)
oy (k—1)+04+0
= ¢y (k—1) (58)

Por tanto, la funcion de autocorrelacion se de..ne como

(14 ¢161)( $1+61)0>
’)/ (k) 1_¢§ — (1(+ ¢191)( ¢1+)91) —
k) — _ (163 +29161) 02 1402426101 59
p( ) ’)/ (0) 1_¢2 ( )

1
el = gip (k— 1) k> 1

Como se observa, la funcion de autocorrelacion presenta dos comporta-
mientos diferenciados. Siempre que el orden del coe...ciente de autocorrelacion
sea inferior o igual al orden de la parte de medias mdviles, la funcion de au-
tocorrelacion combina los efectos de sus dos componentes.En cambio, en el
momento en el que el orden de la funcidn de autocorrelacion supera el orden
de la parte de medias moviles, la funcién de autocorrelacion sigue el patrén
de comportamiento tipico de los procesos autorregresivos. En consecuencia,
la funcion de autocorrelaciéon presenta in..nitos valores distintos de 0.

5.1 Caso general
Un proceso ARM A(p, q) se de..ne como sigue:

Y=0+P1 Y1+ o T OpUrpt U+ Orup 1+ o+ O5us (60)

Este proceso se puede expresar en funcién de sus respectivos polinomios
de retardos de la siguente manera:

Yy = O+ Y1t ot OUpt wt Orug + Uy
= (1= L— =@ L)y =6+ (14 0:L+ .. +0,L7)
= ¢p (L)yt:6+ Hq (L)ut
En la medida en la que este proceso tiene parte autorregresiva, para que
este proceso sea estacionario deben imponerse ciertas restricciones sobre el
los parametros ¢,, ¢,, ..., ¢,. En concreto, el proceso es estacionario siempre

que las raices caracteristicas del polinomio autorregresvio de retardos estén
fuera del circulo unidad. Al mismo tiempo, este proceso sera invertible si las
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raices del polinomio de retardos de la parte de medias moviles estan todas
fueras del circulo unidad. Por ultimo, también imponemos la restriccién de
que no existen factores comunes entre los dos polinomios de retardos ¢, (L)
y 0, (L)

Si imponemos las condiciones de estacionariedad, la obtencion de los mo-
mentos del proceso es una tarea sencilla, aunque un poco tediosa. Para
calcular la media poblacional del proceso basta con considerar que todas las
medias poblacionales coinciden

E(gp) = E(6+dipa+ o+ oppt w+ i+ ..+ 0,u)
= 0+ E(y1) + .+ 0, E(Yr—p) + E(ws) + 01 E (1)
+.o 0, E (uyg)
= 0+ ¢ E(y) + ... + ¢, E(y1)
con lo que ahora resulta inmediato probar que:

o o
E — —
W) =1 =25, = 50

Por el contrario, los elementos de la funcion de autocovarianza de un
ARMA(p,q) no son tan sencillos de obtener por cuanto dependen de los
valores concretos de p y g. Tan s6lo podemos a..rmar que, mientras el orden
del elemento de la funcién de autocovarianza no supone el valor del pardmetro
g, la funcion de autocovarianza depende tanto de ¢, Vi = 1,2,...p como de

El modo de obtener estos valores de la funcién de autocovarianza es el
siguiente. En primer lugar debemos transformar (60) en términos de sus des-
viaciones con respecto a la media poblacional. Con unas sencillas operaciones
resulta inmediato que:

U= 01+ o+ Pl p+ ur+ Orug 1+ .. +0uig (61)
Entonces, la varianza del proceso sera:

¥(0) = Var(w)=E{ly.— Ew)’} = E(#)
= E|(d1i1 4+ Splep+ et b1+ o+ Ot g) G

p q
= Z¢z E (Ge—i Gr) + Zei E (ui—i J)
i=1 i=0

= i ¢; v (@) + i 0: E (us—; §r) (62)

=0
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Donde la forma exacta de la varianza depende del elemento E (u;_; §;) Vi =
0,1,2,...q que claramente varia con los valores exactos de p y g.

El resto de las covarianzas se obtienen de forma similar. Asi, para los
casos en los que k£ < ¢, tenemos que:

v(k) = Var(y) = E{[ys — £ ()] et — £ (ve—r)l} = E (Ut Ue—r)
= F [(¢1§t—1 + ot QY+ Ut Orugg + 0 Ut—q) gt—k]

= Z & E (Ge—i Gr—r) + Z 0; E (i Ji—r)

=1 i=0
= > v —k)+> 0, E(uri Grs) (63)
i=1 i=0

donde de nuevo, la forma concreta de la funcion de autocovarianzas de-
pende del valor de la esperanza matematica FE (u;_; J;_x). Por el contrario,
si consideramos que k>q, entonces el término >/ 0; F (u;—; §:—x) se anula.

A partir de este resultado vemos que la funcion de autocorrelacion va a
tener un comportamiento dicotémico. Si k < ¢ los coe..cientes de la funcion
de autocorrelacién son iguales al cociente entre (63) y (62). Si es cierto que
k > ¢, el comportamiento relacionado con la parte de medias moviles y des-
aperece y los coe..cientes de la funcién de autocorrelacion adoptan la forma
tipica de un autorregresivo de orden p, es decir p(k) = >F ¢, p (i — k) Vk >
g. En todo caso, los coe..cientes de esta funcion sélo se anulan en el in..nito.

Por ultimo, la funcion de autocorrelacion parcial también presenta in...ni-
tos valores distintos de 0. Para comprender por qué se produce este resultado,
debemos tener en cuenta que al ser el modelo invertible, la parte de medias
moviles tiene una representacion AR(cco). De ahi, que los coe..cientes de la
funcion de autocorrelacion parcial sélo se anulen en el in..nito.

6 Funcion generatriz de autocovarianzas

Una herramienta que nos puede ayudar notablemente al calculo de la funcion
de autocovarianzas para las distintas combinaciones de procesos ARMA(p,q)
es la funcién generatriz de autocovarianzas. Esta funcion se de..ne de la
siguiente manera:

k=—00

Para comprender como se pueden obtener las autocovarianzas de un pro-
ceso estocastico a partir de esta funcion, vamos a expresarla de una manera
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alternativa. Para ello, comenzemos por suponer que tenemos un proceso
estocastico de orden in..nito que admite la siguiente representacion:

Y=Y i€
i=0

donde ¢; ~ iid(0,0?). Esta relacion también se puede expresar en funcion
deun polinomio de retardos como y; = ¢ (L) &;. La funcion de autocovarian-
zas de este proceso se calcula como sigue:

v (k) = E(ytyt+|k|)

o0

o
= F Z%‘ Pj Et—i Ett|k|—3
j=0

i

= i i%‘ SOjE (St—z‘ €t+|k|—j)

=0 j=

Il
=)

~
[e=]

la esperanza matematia F (&;_; 5t+|k|_j) serd igual a cero siempre que

i # j + k, mientras que serd o2 si se cumple la restriccion anterior. En
consecuencia, resulta cierto que

v (k) = U?Z Pi Pit|k|
i=0

Si sustituimos esta ecuacion en la de..nicion de la funciéon de autocova-
rianzas, resulta que:

G(z)= Z v (k) 2 :U? Z Z Pi 90i+|k|2k
k=—oo k=—00 i=0
pero si tenemos en cuenta que ¢, = 0, Vi < 0, entonces tenemos que
G(2)=02) D @i P 2"
i=0 k=—i

Si consideramos ahora que h = i + k, podemos transformar la ecuacion
anterior de forma que

G(z) = ng > on 2"

(e ()
= o(x) e (27
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por lo que la funcién generatriz de autocovarianzas es igual a la varianza
de la perturbaciom multiplicada por el producto de dos polinomio de retar-
dos. Para ilustrar como se pueden obtener las autocovarianzas, consideremos
gue tenemos un proceso medias moviles de primer orden, que lo expresa-
mos en funcion de su polinomio de retardos; y; = (1+61L) u; = 6 (L) w;.
Por sencillez, asumimos que el proceso no tiene componente deterministico,
aungue esto no alteraria los resultados. Entonces, la funcién generatriz de
autocovarianzas se de..ne como:

G(L) = o®0(L)6 (L)
= o2 (1+6,L) (1 1 91L‘1)
= o (1+6:L+06,L7" +06})

Entonces la varianza coincide con aquellos elementos de la funcién de
autocovarianzas en los que aparece L°, es decir, aquellos en los que no aparece
el operador de retardos

7(0) = G(0) = 0® (1+67)

Del mismo modo, la autocovarianza de primer orden coincide con los
elementos asociados al término L o, dada la simetria de esta funcién, L—1.
Esto nos conduce a que « (1) = ¢26;. Por Gltimo, ya que no existen términos
en L*,VEk > 1, concluimos que la funciéon de autocovarianzas se anula para
todo orden superior a la unidad.

Si en lugar de pensar en un proceso de medias moviles consideramos un
proceso autorregresivo, los resultados no son tan directos como en el caso
precedente, aungue sigue siendo sencillo obtener la funcién de autocovarian-
zas. Para comprobarlo, supogamos el caso de un proceso autorregresivo de
primer orden. Entonces, como ya hemos visto, lo podemos expresar como un
proceso de medias moviles de orden in..nito sin méas que imponer la condicion
de estacionariedad

p=Y $iwi= 1+ L+$L+ . )u = (L) u
=0

Entonces la funcion generatriz de autocovarianzas adopta la siguiente
forma:

Gi) = () o(=)
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= I (I+oz+ 6127 +.) (14 ¢z + 01272 +..)
= o [(1+g2 + 6122+ ) + ¢y (L++eiz " +..)
+¢1 (2 + ¢z + oz + ) + }

= o [ d)z —Z+Z¢z+l —z+1+Z¢z+2 —z+2 ]
=0 =0

_ Z Pt i

i=0 j=0

Sl queremos ahora obtener la varianza del proceso, debemos tomar aque-
llos valores que anula el exponente de z en la expresion anterior. Es obvio
gue en este caso eso se logra siempre que i=j, por lo que la varianza queda
Como sigue:

2

_0-2Z¢1 — 1_¢
1

del mismo modo, la autovovarianza de primer orden se obtendra a partir
de los elementos que acomparien a z, lo que supone que i=j+1. Entonces este
valor es igual a:

_U2Z¢22+1*0¢1Z¢ = 2¢1 ¢17(0)

y, en general, el k-ésimo valor de esta funcién sera:

o2
—02Z¢2’+k ¢1Z¢ = 261 = o1 (0)
1

Tal y como demostramos cuando estudiamos el proceso AR(1).

7 Procesos ARMA estacionales

Hasta el momento solamente hemos considerado procesos estocasticos que no
contenia un componente estacional. Sin embargo, es posible que las variables
sometidas analisis se hayan medido como datos de frecuencia inferior al afio
y, en consecuencia, son susceptibles de presentar un componente estacional
que tenga un comportamiento propio. En este apartado vamos a analizar
este tipo de modelos considerando que el proceso contiene sélamente compo-
nente estacional. No es el caso mas habitual desde el punto de vista empirico,
pero si que tiene interés desde el punto de vista tedrico, en especial de cara a
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ofrecer una mejor comprension de aquellos procesos que combinan un com-
portamiento estacional con otro no estacional. Al igual que hemos realizado
en los casos precedentes, vamos a comenzar analizando el caso autorregresivo
para, a continuacion, estudiar los procesos de medias moviles y, ..nalmente,
los procesos mixtos. A lo largo de las subsiguientes secciones considerare-
mos que disponemos datos de frequencia inferior al afio, en general s, tal
que s=2,4,12 se interpreta como datos de frecuencial bi-mensual, trimestral
0 mensuales, respectivamente

7.1 Procesos autorregresivos estacionales

Un proceso autorregresivo estacional de orden P se de..ne de la siguiente
manera:

AR(D)s 1 ys =0+ P yp—s + Po Y05 + ... + Ppyy—ps + U (64)

donde ®; (i = 1,2,..., P) y 6 son los pardmetros del modelo y asumimos
que u; €s un ruido blanco. Este proceso lo podemos expresar en funcién de
un polinomio autorregresivo de retardos de la siguiente manera:

Y = 0+P1y s+ Py os+ ... + Pry—ps + w
= Y Py —Poyp9s— ... —Ppy_ps =0+
= (1-0 L =L — . —®pL™) gy =6 +

= Pp(L°)yr =06+ w

donde ®p (L) = (1 — &) L5 — Dy L% — .. — (I)pLPS). Como vemos exis-
ten grandes similitudes entre un autorregresivo estacional y los modelos au-
torregresivos de la parte regular. La diferencia principal reside en el hecho
de que aqui las correlaciones no se presentan entre un periodo y el inmedia-
tamente anterior, sino entre un periodo y s periodos atras.

Dadas estas semejanzas los resultados van a ser similares entre si. Por
ejemplo, la primera question que debemos dilucidar es si el proceso autorre-
gresivo estacional es estacionario 0 no. Tomando como referencia un proceso
autorregresivo regular, podemos decir que un proceso autorregresivo estacio-
nal sera estacionario siempre que las raices del polinomio de retardos ®p(L*)
estén todas fuera del circulo unidad.

Una vez impuesta la condicion de estacionariedad, el célculo de los mo-
mentos del proceso es similar a lo que hicimos con anterioridad para el proceso
AR(p). Asi la media poblacional del proceso es:
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E (yt) = E (6 + (I)l yt—s + (1)2 yt—Zs + ...+ (I)p yt_p + Ut)
= 6+ (I)IE (yt—s) + (I)QE (yt—Zs) + .t (I)pE (yt—ps) + E (ut)

5 5
E = —
> B =155, -3, a0

Resultado cualitativamente similar al expuesto para un autorregresivo de
orden p no estacional.

La funcién de autocovarianzas tiene caracteristicas similares a la de un
autorregresivo regula. Puimero, tiene in..nitos valores distintos de 0, no se
anula nunca. Ademas, los coe..cientes so decrecientes, en valor absoluto.
Tomando como referencia un proceso autorregresivo estacional de primer
orden, es directo comprobar que:

t=1 =1
Yy = Z i + Z Plug;
i=0 i=0

asumiendo que y, = 0. La funcién de autocovarianzas para este proceso
se calcula de la siguiente manera:

G(z) = o*®(2) ®(z7)

— 42 (1 + Dy2° 4+ D2 4 ) (1 + Dzt P2 4 )

= o2 [(1 D25+ P2 4 ) + @, (zs + Oy 4 P25+ )

+03 (2% + yz+ BT+ ) + ..
S lz ‘I)Zi 2708 4 Z (I)zi—ﬁ-lz(—i—&—l) s Z (I)zi+22(—i+2)s + ]
=0 =0 =0
— o2 S iq)z‘ﬂ‘ H(—i+))s
i=0 j=0
Entonces, los valores de la autocovarianza se obtienen cuandoi = j, lo
que supone que

0.2

G0)=0*) &3 =

sin mas que tener en cuenta la restriccion de estacionariedad. Para ob-
tener el resto de los valores de la funcion, debemos tener en cuenta que en
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la funcion generatriz de autocovarianzas aparece z(~**7)s. En consecuencia,
so6lamente seran distintos de 0 aquellos coe..entes de la funcion muilpilos de
s. Es decir, 7 ( ks ) sera distinta de 0 para k=0, 1, 2,...., mientras que el resto
de los valores seran 0. Asi, cuando k=1, se cumple que:

0.2

’)/(S) :0'22 (I)%H_l :O'Q(I)lz (I)%Z = —2(1)1 :(1)17(0)
i=0 i=0 1_(I)l

y, en general, el valor de esta funcién sera:

00 o) 2
y(ks) = o®3 @WH =29k Y @ = T ot
i=0 i=0 L=
= &%y (0), paratodo k=0,1,2, ...

Lo que con..rma que el proceso autorregresivo estacional tiene un com-
portamiento similar al de un autorregresivo regular. A partir de aqui, se
puede entender que la funcion de autocorelacién de autocorrelacion de este
proceso tiene un aspecto similar a de un AR(1), con la Unica diferencia que
los coe..cientes distintos de 0 estan asociados a los multiplos del valor de
s. Por ejemplo, si tenemos datos trimestrales, la funcion de autocorelacion
tomara valores distintos de 0 en los coe..cientes 4, 8, 12, ..., mientras que
si tenemos datos mensuales, 12, 24, 48, .... En ambos casos, el resto de los
coe..cientes se anula.

Por otro lado, la funcion de autocorrelacién parcial presenta un Unico
valor distinto de 0 en el peridodo s y se anula para el resto de los casos.

La extension al caso general se hace en los mismos términos que para un
AR(D).

7.2 Procesos estacionales de medias moviles

Un proceso medias moviles estacional de orden @ se de..ne de la siguiente
manera:

MA(Q)S Y= U + Ut + @lut—s + @Qut_gs 4+ ... + @qut_QS (65)

donde py ©;(i = 1,2,...,Q), siendo u, un ruido blanco. Este proceso se
puede expresar en funcién de un polinomio de retardos asi:

Y = B+ U+ Orug + Oouy_gs + ... + Ogup_qs
= W+ u+ 6L u + Oy L uy + ... + @QLQS Uy
poA (146107 + 0,17 + .. + 0oL ) u,
= 1+ Oq(L%)
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donde O (L*) = (1 +O,L° + Oy L2 + ... + @QLQS). Como todo proce-
so que s6lamente tiene parte de medias mdviles, este proceso sera siempre
estacionario. No serd, por el contrario, siempre invertible. Para que cum-
pla esta caracteristica es necesario imponerle una condicién similar a la de
los procesos de medias maviles regulares. Asi, un proceso estacional de me-
dias mdviles sera invertible cuando las raices del polinomio autorregresivo de
retardos estén todas fuera del circulo unidad.

El andlisis de los momentos de este proceso se hace de forma similar a
como lo hemos venido realizando. En primer lugar, la media pobalcional del
proceso se obtiene como:

E(yt) = F (,u + up + @lut—s + @2ut—28 + ...+ @qut—Qs)
= E(u)+E(uw) + 01E (u—s) + O2F (us—25) + ... + OgFE (ur—gs)
= u

tal y como ocurria en los procesos regulares de medias moviles. Para
el célculo de la funcién de autocovarianza vamos a hacer uso de la funcién
generatriz de autocovarianzas. Asi, tenemos que:

G(z) = 0*0(2)0 (z)
= 07 (14 012"+ 032 + .. +02%) (140127 + 027 +.. +0gz ¥)
= o [(14+ 0127+ 0,27 + .. + 692 %)
+0; (2 + 6146227 + ... + 0z @)
+0; (2401 2"+ 0y +.. +0g2 W) 4
+0q (24 +60: 297+ 0, +... +6q )]

2
= 0

Q Q o

30,3 6,2t

i=0  j=0

Para obtener el valor de la varianza debemos considerar los elementos que

acompanan a z". Esto implica que debemos seleccionar aquellos casos en los
que se cumple la igualdad i = j. Esto nos lleva al siugiente resultado:

Q
7(0) = o” (Z@?>

Para calcular el resto de los coe..cientes de la funcién de autocovarianza
debemos tener en cuenta que al multiplicar los dos polinomios, tan sélo van
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a aparecer coe..cientes asocadosa a exponentes multiplos de s, es decir, z°,
2%, 2%, 2%, .., 295, Por tanto, los Unicos elementos distintos de 0 seran
v(s),7v(2s),7(3s),...,7(Qs). Fuera de estos, la funcion de autocovarianza
se va a anular. Entonces, la autocovarianza de primer orden se obtiene anali-
zando los elementos que acompafian a z*, lo que implica que implica imponer
la restriccion i = j + 1, por tanto:

Q-1 Q
v(s) = o’ (Z @i@i+l> =o? (Z @i@i_1>
=0 =1

Finalmente, la covarianza de orden ks toma dos posibles valores. Si
k < @, entonces debemos tomar en cuenta aquellos elementos asociados
a z*¢, lo que supone centrarnos en aquellos casos en los que se cumple la
restriccion ¢ = j + k. Entonces, el término genérico de la autocovarianza es
igual a:

Q-1 Q
Y (k S) = 0'2 (Z @i@i+1> = 0'2 (Z @i@i—1>
=0 =1

Si k>Q, entonces la funcién de autocovarianza se anula.
Esto nos lleva a que la funcidn de autocorrelacion de un proceso estacional
de medias moviles adopta la siguiente forma:

02(292 @i@i—l) ZQ, 0;0;_1
v(k s St = ~=h— k<

p(ks)= (<o>) — ! "o Le) | ye !
v 0 otro caso

(66)

Por lo tanto, podemos concluir que la funcion de autocorrelacion de un
proceso estacional de medias moviles tiene un comportamiento similar al de
un proceso regular de meidas moviles, pero con la particularidad de que esta
funcion tan solo muestra valores distintos de 0 en las frecuencias estacionales,
estoes, paras = 1,2,...,Q. Elresto de los coe..cientes de la funcién se anulan.

7.3 Procesos estacionales mixtos autorregresivos-medias
moviles

Finalmente, dentro de los proceso estacionales puro, tenemos que analizar

aquel caso en el que se combina un comportamiento autorregresivo con otro

de medias mdviles. Este es el caso de los procesos mixtos autorregresivos-
medias moviles. Un proceso ARMA(P,Q) se de..ne como sigue:
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Y = 6+ Py Yt—s + ®, Yt—2s + ... + (I)p Yt—ps T U + @lut—s + @2ut—28
+.o. + Oqu_qs

lo que en notacion matricial se representa como sigue:
Pp(L®) yr = 6 + Og(L?) uy

donde ®p(L*) y Og(L*) son sendos polinomios de retardos que fueron
de..nidos con anterioridad. Tal y como efectuamos en el caso de procesos
estacionales autorregresivos, hemos de imponer la restriccion de que todas
las raices del polinomio ®p(L*) estén fuera del circulo unidad para asegurar
que el proceso es estacionario. Igualmente, suponemos que todas las raices
del polinomio O (L*) estan fuera del circulo unidad para admitir que este
proceso es invertible. Por dltimo, suponemos que los dos polinomios de
retardos no tienen factores comunes entre si.

Bajo estas condiciones, podemos expresar el proceso de la siguiente ma-
nera:

5 00 (L*) 5

L Y ) MR ) Bl e S—

—+ \IJ(LS) Ut

donde ¥ (L*) = Sfj((f:)) es un polinomio de retardos de orden in..nito. La

media poblacional del proceso es muy sencilla de calcular ahora ya que:

6 S
Blw) = E<1—q>1—q>2—...—q>p+q’(L)“t>
6 S
- E<1—q>1—q>2—...—q>p>+q’(L)E(“t)
- 5 6
1P Py — ... —Dp  Dp(1)

Obtener la expresion genérica de la funcion de autocovarianzas no resul-
ta sencillo, aunque existen algunos rasgos caracteristicos que si es posible
resefiar. A partir de la funcion generatriz de autocovarianzas, sabemos que:

2 —1 20q(2) Og(™"
G(z) =0 ¥(2) ¥ (’Z ) - d)f((z)) ‘PS((Z_I))

Dado que ﬁ es un polinomio de retardos de orden in..nito, esto ase-
gura que la funcién de autocovarianzas tendra in..nitos valores distintos de

35



0. Ademas, como todas las raices del polinomio ®p(L*) estan fuera del
circulo unidad, podemos a..rmar también que la funcién de autocovarianzas
tiende hacia 0. Otra de las peculiaridades de esta funcién de autocovarian-
zas es el hecho de que la parte de medias mdviles solo intuye en la forma
que adopta esta funcién hasta el ()s-ésimo coe..ciente de la funcion. Para
ordenes de covarianza superiores, la funcion de autocovarianzas tan sélo de-
pende del proceso autorregresivo. Para comprender este extremo basta con
tener en cuenta que el producto de los polinomios ©¢(2)O¢g(z7!) es igual a
Y 200; %40, 205, Por tanto, tenemos un polinomio de orden z%%, lo
que implica que los términos de 2%, k > Qs no aparecen en el polinomio.

A modo de ejemplo, vamos a estudiar el caso de un proceso ARM A(1,1)s.
Este proceso se de..ne asi:

Y =0+ Dy + up + Oquyg

lo que supone que los polinomios de retardos toman la forma ®p(L*) =
(1—®,L%) y ©g(L*) = (1 —6,L%). Entonces, la funcion generatriz de au-
tocovarianzas es igual a:

6lo) = o GUHTU — 07 )05 (+)Bg ()00l

- (1+<I>1z T P22+ . )
X (14 0,2°%) (1—|—@1z S)
(

= (Z POL ’*”8) L+6:2° + 6,27+ 67)

=0 7=0

(1+<I>1z + P2 4 )

La varianza del proceso se obtiene a partir de los coe..cientes asociados a
los términos de z que tiene exponente 0. Estos términos se obtienen directa-
ment en el segundo paréntesis. En el primer paréntesis cuando i=j también
aparecen término en z°. Adicionalmente, debemos tener en cuenta que los
términos en z~* del primer paréntesis al multiplicarse por los términos z* del
segundo, resultan en términos en z°, por lo que han de considerarse a la hora
de calcular la varianza del proceso. Con toda esta informacion, podemos
transformar la funcién generatriz de autocovarianzas de la siguiente manera

G(z) = o O 4+ P, 2° ¥ 4+ P8 e
) (Z ' ' Z ! ! Z ' resto de términos

i=0 =0 =0

x (14612° + 0,27 +67)
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o0 o0 o0

_ 2 14 62 P2 1+ PO o2 1+ P, 0 P2

g [( - 1)2 e 1; T 1; vt resto de términos

- o201 2) 4 2@ 3 gl
g [( + @1) + 1@1} ; et resto de términos

Entonces, es sencillo probar que la varianza poblacional es igual a:

, 14602 +429,0,
1—®?

7(0) =0® [(1+67) + 22,04 i ¥ =g
=0

Para obtener la covarianza de primer orden debemos buscar los términos
qgue acompafian a z. Para ello debemos considerar todos los términos en zO0,
z1 y z2 del polinomio autorregresivo. Transformando la funciéon generatriz,
esta queda ahora de la siguiente manera:

o] 2 ) . )
G(Z) — 2 (Z Z(I)%H-m/zjs_i_ 1+@128+@12_8+@%)

=0 =0 resto de términos) (

= 0'2 (Z (I)%i@lz + (1 + @%) d, Z (I)%ZZ + (I)% Z (I)%Z 22@12_1
=0 =0 =0

L)
resto de términos

B 5 9 9 > 2
= o (@1@1 + (1 + @1) C1+ @1) ; Pzt resto de términos

A partir de este resultado, resulta inmediato comprobar que la autocova-
rianza de primer orden es igual a:

=0

2 0,97 + (1 + ©2) P + O,
T
;2116121 ) (01:81)
7

resultado que es similar al que obtuvimos para el caso no estacional.

8 Procesos multiplicativos

En las dos secciones anteriores hemos considerado aquellos casos en los que
los procesos estocasticos seguian unas pautas de comportamiento en la parte
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regular o en la parte estacional. No teniamos en cuenta que es posible que
la parte regular y la parte estacional pueden esta condicionando el proceso
al mismo tiempo. Para permitirlo, en esta seccion vamos a presentar un
nuevo tipo de procesos estocasticos que engloba como casos particulares a
todos los que hemos estudiado con anterioridad. Un proceso ARM A(p, q) x
ARMA(P, @), multiplicativo se de..ne de la siguiente manera:

p(L%) ¢(L) ye = 6 + Oq(L*)0g(L") uy

donde ®p(L*), ®,(L), Og(L®)y ©,(L?) son los diferentes polinomios de
retardos que hemos analizado en las secciones precedentes. ¢ es un parame-
tro y u; es un ruido blanco. Asumimos todas las restricciones impuestas
sobre los modelos anteriores, por lo que todas las raices de los polinomios de
retardos se sittan fuera del circulo unidad. Por tanto, el proceso es estacio-
nario e invertible tanto en la parte regular como en la estacional.

El proceso se puede reparametrizar de la siguiente forma:

Lo ealL)
' Op(L°) (L) ®p(L*) g (L)
0
= —(I)P(l) (1) + T(L) uy

siendo (L) = %ﬁ%. Ahora, la media poblacional del proceso es

sencilla de obtener:

Ey) = E (W + T(L) Ut>
6 6
= Same,m TP = g,
)

(1=¢—¢p— =0, ) (1 =Dy —Dy—... — Dp)

por lo que esta media solo depende del término independiente del proceso
y de los parametros de los dos polinomios autorregresivos.

El célculo de la funcién de autocovarianza y de la funcién de autocorre-
lacion puede ser una tarea bastante complicada, por lo tediosa. NO vamos a
incluirlas aqui. Simplemente, signi..car que en Pefia (1979) se intenta apro-
ximar una funcién que nos permita calcular los valores de la funcién de
autocorrelacion para un modelo multiplicativo general. Esta aproximacion
viene dada por:
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o p +3 0t (Prssit Poir)
i=1

donde pJT ,p; Y p3; representan el j-esimo coe..ciente de autocorrelacion de
un proceso ARM A(p,q) x ARM A,(P,Q), de proceso ARMA(p,q) y de un
proceso ARMA;(P,Q), respectivamente.

Sin embargo, en este trabajo también se reconoce que los patrones de
comportamiento de la funcién de autocorrelacién de un modelo multiplica-
tivo son bastante dificiles de determinar, sobre todo cuando el proceso tiene
parte autorregresiva. Mucho mas sencillo es el caso en el que sélo aparece
comportamiento de medias mdviles. En este caso, a partir de la funcion gene-
ratriz es mucho mas sencillo establecer cual es la funcion de autocovarianzas.
Asi, si suponemos que tenemos un modelo M A(1) x MA(1), que se puede
representar asi:

Yt = (S -+ (1+@1L8)(1+91L)Ut

La funcién generatriz de autocovarianzas queda de..nida de la siguiente
manera:

G(z) = 0®(1+60:2°) (1+0:2) (1+0:127) (146,27
= 0 (1460:2° + 012+ 610127 (140127 + 6127 + 6:0,27 )
= 0*(1+6.2°+ 6,2 +0,0,25

+0.2° + 02 4 0.0,z + 6,0227!
+012 + 0,0,z + 9% + 9%@12_8
+0,0,2°T + 0,022 + 020, 2° + 0767)

A partir de esta expresion, la funcion de autocovarianzas es igual a:

7(0) = o*(1+67+6]+616%) =0 [1+ 6]+ 67 (1+67)] =
= o*(1+67) (1+6})

(1) = 0? (61 +0,03) = %0, (1+ 6})

Y (S — 1) = 0'2@191
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v (s) = 0?6, (1 + 9%)

Y (S -+ 1) = 0'2@191

Por tanto, la funcién de autocorrelacion adopta la siguiente forma:

020, (1462) 4 B

2(1+07)(1+67) (1467 k=1

01 (1+6}) e, L

_ (k) - a2g1+9§)(1+®§) (1+02)
p (k) 7’)/ (0) - 0°0101 — SR
o2(1+63)(1+62) (1+63)(1+03) | — s — 1
— (1 p(s)

0 otro caso

Para otro tipo de modelos la forma de proceder es idéntica. También se
puede utilizar la férmula de Pefia (1979)
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