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1. PREFERENCIAS Y FUNCION DE
UTILIDAD

Supongamos un individual final de la economia que
dispone de una renta monetaria dada y para gastar en un
conjunto de n bienes Q = (Q,, ..., Q,).

El individuo toma los precios de los bienes p = (p4, ..., Py)
como dados, tiene libertad plena para adquirir las
cantidades que desee de los bienes y no existen costes de
transaccion.

Dados los precios de los bienes y la renta monetaria, el
individuo elegira el vector concreto de consumo
g =(q4, ---, 4,), perteneciente al espacio de consumo
formado por cantidades no negativas de los n bienes,
gue maximice su utilidad
Y No exija un gasto superior a la renta disponible.



Sea =z una relacion binaria entre vectores de consumo
tal que q° = g' indica que g° es al menos tan
satisfactorio para el individuo consumidor como q.

Suponemos que las preferencias son de tal tipo que la
relacion binaria z verifica los siguientes axiomas:

Ax. 1. Completitud:
ve',g'e 2, 09°2q'ynoqg' £ q°q’ >q'
(’) ql z qO y no qO z ql(—)ql >_q0
600°2d'yq'zq°~q’_q
es decir, ante dos combinaciones cualesquiera el

individuo es capaz de compararlas, esto es, la
relacion = es completa.



AXx. 2: Reflexividad:
Va’err,q° 2 Q°

que postula la reflexividad de =.

Ax. 3: Transitividad
veh,q'g’e RYLQ°Z0'yq' 2 P>’ 2 o
gue postula la transitividad de la relacion z.

Los tres axiomas enunciados garantizan que la
relacion constituye un preorden completo débil.

Completo por el axioma 1 y débil por admitir la relacion
de indiferencia entre combinaciones distintas.
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Dado cualquier g%, los axiomas 1 a 3 permiten definir
los conjuntos de
no superioridad, H(g®) y no inferioridad B(q°):

H@Q%={geRr"q’ < q}
B(q%) ={q € R q = q°}

cuya union es el conjunto R} y cuya interseccion es el
conjunto de vectores indiferentes con q°:

H(q") U B(@") = R"
H(9”) N B(Q°) = {q ern|q.09"} =1(q°)
es decir, los axiomas postulados permiten, dado un g°
cualquiera, descomponer R} en dos conjuntos cuya
interseccion es el conjunto de indiferencia 1(g°),

denominado curva de indiferencia en el caso
bidimensional.
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AXx. 4: Monotonia
VqO, ql = Riqo > ql RN qO p ql

es decir, si entre dos vectores uno de ellos tiene al menos
un componente mayor y ninguno menor que el otro, el
primero sera siempre estrictamente preferido al segundo.

Esto significa que el individuo preferira disponer de
mayores cantidades de cualquier bien, lo cual implica la
no saturabilidad del consumidor.

Ax. 5: Continuidad
Vg’ e R} H(Q%) y B(q")

son conjuntos cerrados, lo cual indica que entre dos
combinaciones indiferentes, por proximas que se hallen,
siempre sera posible encontrar otra combinacion
indiferente con ambas. 7
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AXx. 6: Convexidad estricta
vq' e R®
val, o €eB(@°), ' g2, Va €(0,1), aq"' + (1-a)g* >q°

garantiza que la frontera del conjunto B(q°), es decir, la
curva o hipersuperficie de indiferencia, es estrictamente
convexa, lo cual impide la existencia de tramos lineales v,
consiguientemente, también evita problemas respecto a la
existencia de mas de una solucién al equilibrio del
consumidor individual.

Ax. 7: Diferenciabilidad.
La inclinacion de 1(q0) es unica en cada punto, de
tal forma que se evitan los puntos angulares en las
curvas.



Por ultimo, vamos a formular un axioma que no se refiere
a la estructura logica de las preferencias, sino al criterio de
eleccion del consumidor.

Supongamos que el consumidor solo puede acceder a las
combinaciones pertenecientes a un subconjunto A incluido
en R

Si entre ellos elige q°, que denotaremos por Eq°, es
porque las restantes combinaciones de A no son
preferidas a q°, es decir:

AXx. 8: Racionalidad.
Eq’ - Vg eA: q° Z q




Los axiomas 1 a 7 permiten pensar en la construccion de
una funcion matematica que represente las preferencias
del individuo.

En el Grafico aparecen las curvas de indiferencia
y la bisectriz, de tal forma que a cada curva le podemos
asociar un numero real que sea la abscisa:

a A

2

q2
| 1(q2)

q] |
q0 | I(an

|
190

|
|
L] | -
u(qo)u(d D u(d2 4

I(G0) ©>u(g0), I(g1) ©>u(@1), (g2) < u(g2) o
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Por lo tanto, si a todo punto perteneciente a la misma
clase de indiferencia se le asigna igual numero,
entonces esta construccion conduce a una funcion u(q):

u—>RY— R,
vg’e R}:q._q° <> u(@’) =u(q)
v’ e gn: > g’ o u(q’) <u(q)
vg®e R’ > g <> u(g’) >u(q)

y que constituye una representacion ordinal de las
preferencias del individuo, ya que por medio de u(q) a
cada vector de consumo g € R" le corresponderia un

unico numero real, comun para todos los elementos de
la misma clase de indiferencia, numero real mayor para

combinaciones de consumo preferidas y menor para las
inferiores.

11
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El hecho de que u(qg) sea una representacion ordinal
es claro si se tiene en cuenta que la asignacion de un
numero real a cada curva de indiferencia ha sido
totalmente arbitraria (puede cambiarse la bisectriz por
cualquier rayo vector que pase por €l origen).

Esto es asi porque lo Unico que se precisa es una
representacion de las preferencias que preserve el
orden de las mismas.

En suma, el valor numérico de u(q) para cada q
concreto no nos interesa en si mas que en cuanto sea
mayor, menor o igual que el valor de u(qg) asociado a
otro vector.

12



Consecuentemente, el conjunto de axiomas 1a 7
garantiza la existencia de una funcion de utilidad u(q)
caracterizada por las siguientes propiedades:

Hu@’)>u@)«q’>q
u@)=u@H) < q’_q
i) es continua y diferenciable
i) es monotona creciente
Iv) es estrictamente cuasiconcava.

Al ser u(qg) una funcion que representa las preferencias
de un consumidor, cualquier transformacion monoétona
creciente F[u(qQ)], F' > 0, también las representara.

13



Una vez caracterizadas las preferencias, a
expresamos la restriccion presupuestaria.

El individuo gasta integramente su renta:

Yy=psQqqy*...+p,q,
Suponiendo dos unicos bienes:

Y/pZ _dqz __pl

Y/Pl 1

14
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2. EQUILIBRIO PRIMAL

Los axiomas 1-8 permiten formular el equilibrio del
individuo como solucion al problema de maximizar u(q)
condicionado al gasto de la renta disponible:

Max u(g) s.ay=pQ
Cuya funcion auxiliar de Lagrange es:
L(g, ) =u(q) + Aly - pq]
Las condiciones de primer orden de maximo interior son:
L(g,A)=u(qQ)-Ap,=0 (i=1,..,n)
L?x.(qa 7\'):y_ pq:O
donde u,(q) es la utilidad marginal del bien i-ésimo.

Un sistema de n+1 ecuaciones con n+1 incognitas que
permite despejar los valores de equilibriode gy A. 5
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bi Pj uj(@) p;

La primera expresion es la de igualdad de las utilidades
marginales ponderadas e indica que en equilibrio la
aportacion que a la utilidad total hace la "ultima" unidad
monetaria gastada en la adquisicion de un bien debe ser
igual para todos ellos.

La segunda expresion significa que en equilibrio la
relacion de intercambio subjetiva entre dos bienes para un
consumidor (RMS) debe igualarse a la relacion real de
intercambio (el cociente entre los precios). En el caso de
dos bienes esta condicion indica la igualdad de las
inclinaciones de la curva de indiferencia
( RMS;=-ddi/daj )y de la restriccion presupuestaria
(dg/dq; = p/p;) en el punto de equilibrio, es decir, la
tangencia entre ambas.

16



Por otro lado, las condiciones de segundo orden son:

uip - Uir —h1

(-1 >0(r=2, ..., n)
Ul eee Upp —Pr

-P1 .- —DPr 0

expresiones en las que las segundas derivadas u;
estan evaluadas en el punto de equilibrio y cuyo
cumplimiento queda garantizado por la estricta
cuasiconcavidad de la funcion de utilidad.

17
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Veamos algunos resultados derivados del equilibrio.

1. Ordinalidad. El equilibrio es invariante ante cualquier
transformacion monoétona creciente de u(q).

2. Existencia. Las cantidades demandadas de cada bien
en equilibrio y el multiplicador son funciones de los precios
y la renta monetaria:

qi=qi(p’y) (|= 1! =t n)

Las funciones q; = qgi(p,y) se denominan marshallianas e
Indican las cantidades de bienes que desea el consumidor
dados los precios y la renta

Dichas funciones también se pueden expresar en términos
del gasto, ¢, = p; q; = ¢(p,Y), 0 de la participacion
presupuestaria, w; = p; g/y = wi(p,Y).

Al conjunto completo de funciones marshallianas
observables desde i = 1 hasta i = n se le denomina
. . 18
sistema completo de ecuaciones de demanda.
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3. Homogeneidad. Las funciones g(p, y) son
homogeneas de grado cero en precios y renta:

a(kpy, kpy, .., kpn, KY) = a(py, P2, s Pny Y), K> 0

es decir, un cambio en la unidad de cuenta no modifica el
equilibrio (ausencia de ilusion monetaria) al no alterar la
restriccion presupuestaria.

Por tanto, las cantidades demandadas en equilibrio
dependen de los precios relativos y de la renta relativa.

4. Continuidad. Si se cumplen los axiomas 1-7 para
cualquier p,> 0 e y > 0, las funciones de demanda q(p, V)
son continuas.

19
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5. El multiplicador de Lagrange es la utilidad marginal
de la renta gastada.

Diferenciando la funcion de utilidad u(q) y la
restriccion presupuestaria y = pq considerando dados
los precios:

du(q) = 2y dq; dy = ¥p; dq;
particularizando du(q) en L.(g, ) =0 y con dy:
du(@) = A3 p; dgq; = A dy —, - 4Y@
6. Elasticidades Y

A partir de las funciones marshallianas q;, = qi(p,y), las
respuestas en la demanda del bien Q, ante cambios
en la renta y en el precio del mismo bien o de otro
bien diferente se miden a través de las elasticidades

renta y precio. .



La elasticidad renta o gasto del bien Q, se define como el
cociente entre la variacion porcentual en la cantidad y la
variacion porcentual en la renta.

e. - 949idi _ ¥ 94i(j=1, ..., n)

1

oyly qj 0y

Los valores de esta elasticidad gasto pueden utilizarse
para clasificar los bienes de acuerdo con el siguiente

<0« Q, esinferior

=0 < Q, esneutro

>0« Q, esnormals

criterio:

(0<e <1+ Q, esdeprimera necesidad
e, =1 Q, es de elasticidad unitaria

e, >1 Q esdelujo

21



En segundo lugar, la elasticidad precio marshalliana del
bien Q, se define como el cociente entre la variacion
porcentual en la cantidad demandada y la variacion
porcentual en el precio del mismo bien (elasticidad

directa) o de otro diferente (elasticidad cruzada).

En términos infinitesimales:

0di/di _Pjoqi
opj/p; qiodp; =1 ..n)

Yy —

22



Los valores de la elasticidad precio directa pueden
utilizarse para clasificar los bienes de acuerdo con el
siguiente criterio:

0 </ e} |<1<> demanda inelastica
<0« Q, tiene demanda normal:| e’ |= 1 <> demanda unitaria
e’ > 1<> demanda elastica

01100 Q tiene demanda perfectame nte rigida

> 0 < tiene demanda anormal

23
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Por otro lado, existen bienes que satisfacen
conjuntamente una misma necesidad, complementarios y
otros que lo hacen de forma alternativa, sustitutos.

Asi, los valores de la elasticidad precio cruzada pueden
utilizarse, conjuntamente con la elasticidad precio directa,
para clasificar los bienes en términos brutos:

(e) <0« Q,yQ, son complementarios brutos

o¥ < 0. el =0« Q, yQ, sonindependientes brutos

el >0 < Q; yQ, son sustitutivos brutos

e) <0 < Q, yQ, son sustitutivos brutos

e’ 5 0 el =0« Q, yQ, sonindependientes brutos

e/ >0 < Q, yQ, son complementarios brutos
24
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/. Ecuacion de Slutsky. Los efectos de cambios en los
precios y la renta por separado sobre las cantidades
demandadas se formalizan en la ecuacion de Slutsky:

0q; 0q; 0(q;
L - 1 —qj di (—)Tij :Sij+Rij

op; 6pj11 oy

que descompone el efecto total en un efecto sustitucion y
su efecto renta.

En primer lugar, un efecto de precio puro denominado
efecto de sustitucion porque refleja exclusivamente el
efecto de abaratamiento relativo de un bien en términos
del otro sin que la renta real resulte alterada
y, ademas, un efecto puro de renta que se deriva del
hecho de que la capacidad adquisitiva de la renta nominal
dada varia cuando lo hace algun precio y que refleja la
recuperacion del nivel original de renta nominal.

Una variacion de pj produce sobre la cantidad de equilibrio

de qi dos efectos. .



El signo del efecto de sustitucion cruzado se utiliza
formalmente para clasificar los bienes en términos netos:

<0 < Q, yQ, soncomplementarios netos
S,1=0 < Q, yQ, sonindependientes netos
>0 <> Q, yQ, sonsustitutivos netos

Los efectos de sustitucion poseen dos propiedades
fundamentales:

Los efectos de sustitucion directos son negativos, S; < 0
(Negatividad)

y, ademas, los efectos cruzados son iguales S; = S;
(Simetria).

26
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3.- LA DUALIDAD EN EL CONSUMO

El equilibrio del consumidor se ha planteado como el
resultado de la maximizacion de la funcion de utilidad
sometida a la restriccion de balance.

Ahora bien, el planteamiento puede ser el inverso, es
decir, si se fija a priori un determinado nivel de utilidad u
y los precios son datos,

¢s.cual sera el gasto minimo en que se habra de incurrir
para alcanzar u?, es decir, ;qué combinacion elegira el
consumidor de forma que a esos precios minimice su
coste de obtencion del nivel de utilidad u?.

Estas preguntas tienen respuesta resolviendo el

problema dual:
27



Min pg s.au=u(q)
cuya funcion auxiliar de Lagrange es:
S(Q, W =pqg + plu - u(q)]
cuyas condiciones de primer orden de minimo interior son:
Si(q9 “) —Pi- Mul(q) =0 (1 - 19 ey Il)
S,(0, W) =u-u(Q) =0
Las condiciones de segundo orden exigen:

Upg e Uy =Py

u=1)"<0 (r=2,...,n)
U4 . Uy =P
b . -p, O

la cual es equivalente a la condicion de segundo orden del
primal. 28
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De nuevo es posible establecer una serie de
resultados:

1. Existencia. Existen funciones de demanda
compensadas o hicksianas:

q=h(p,w) (=1,..,n)

no observables que indican las cantidades de bienes
gue se demandan para alcanzar un nivel de satisfaccion
determinado a unos precios dados de forma que el
gasto sea minimo.

Sien q; = h(p, u) dejamos solamente que varie p,
obtendremos la variacion en la cantidad demandada de
QJ- que, manteniendo el nivel de utilidad, minimiza el
coste de adquisicion al nuevo precio, es decir, dicha
variacion caracteriza el efecto de sustitucion,

ohi =1, n)
@pj 29

Sij =
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2. Elasticidades precio hicksianas

A partir de las funciones de demanda hicksianas q; = h,(p,
u), las respuestas en la cantidad demandada del bien Q,
ante cambios en el precio del mismo bien o de otro bien
diferente, manteniendo la utilidad constante, se miden a

través de las elasticidades precio hicksianas.

La elasticidad precio hicksiana del bien Q; se
define como el cociente entre la variacion porcentual en
la cantidad demandada, manteniendo la utilidad
constante, y la variacion porcentual en el precio del
mismo bien (elasticidad directa) o de otro diferente
(elasticidad cruzada).

En términos infinitesimales:
ou_0hi/qi _Pjohi Pj. (i,j=1,..,n)
" — i

U opi/p;i 9 0p;

30
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3. Ecuacion de Slutsky. Podemos obtener la Ecuacion
de Slutsky en términos de las elasticidades renta y
precio, marshallianas y hicksianas.

Para ello, recordamos la expresion inicial:

0q; | 0q _q 0q
op; (0p; ). "oy
. pj .
que multiplicamos por — :

di

Pj da; :Pj[ﬁqu _Pj4jyoq; _Pjoh; Pjdjyoq;
q
u

di Opj op; y 4 8y q;0p; y q; 0y

el —el_
e eJ W e

siendo w; la participacion presupuestaria del bien Q;.

32



4. Teorema basico de la dualidad.

Este teorema garantiza la identidad de las
soluciones del primal y del dual bajo determinadas
condiciones y se enuncia de la siguiente forma.

Dados los problemas primal y dual:
Max u(q) s.apq=y
Min pgq s.au=u(q)

si g* resuelve el primal y u(q*) = u*, entonces q* resuelve
el dual; y si g* resuelve el dual e y* = pg*, entonces g*
resuelve el primal.

33
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5. Funcidon indirecta de utilidad.

Se obtiene sustituyendo las funciones marshallianas
en la funcion objetivo del primal:

u=u(q) =ulq(p, y) = v(p, y)

La funcion indirecta de utilidad nos da la utilidad
maxima alcanzable para los precios y renta dadas y permite
tratar directamente problemas de efectos de variaciones de

precios y renta nominal sobre el nivel de utilidad del
consumidor sin tener que repetir cada vez el primal.

Tiene las siguientes propiedades: es continua en precios y

renta, decreciente respecto a precios, creciente respecto a

renta, homogénea de grado cero en precios y renta y, por
ultimo, cuasiconvexa en precios.

Ademas, nos permite obtener las funciones de demanda
marshallianas a traves del teorema de Roy:

~0v(p,y)/0p;
ov(p,y)/dy

=qi(p.y)(i=1,...,n) 34



6. Funcion de gasto.

Se obtiene sustituyendo las funciones hicksianas
en la funcion objetivo del dual:

y =pq = ph(p, u) =c(p, u)

La funcion de gasto indica el coste minimo de
alcanzar un nivel fijo de utilidad.

Ademas, es continua en precios y utilidad, creciente en
precios y utilidad, homogénea de grado 1 en precios y
concava en precios.

Por ultimo, nos permite obtener las funciones de
demanda hicksianas por medio del teorema de Hotelling:

o¢c(p,u)
op,

= hi(p’u) (i=1,..,n)

35




Master
Universitario
Investigacion

Economia

Facultad de
Economia y
Empresa

Universidad de
Zaragoza

Microeconomia

“Aproximacion
Unitaria:
Fundamentos”

Prof. José
Alberto Molina

/. Problema de la integrabilidad.

La dualidad permite resolver el denominado
problema de la integrabilidad, es decir, permite
caracterizar la funcion inicial de preferencias subyacente
al proceso optimizador a partir del conocimiento de las
funciones de demanda.

Ahora bien, no se trata de saber si se puede recorrer el
camino inverso al que normalmente se sigue en el
proceso de optimizacion, sino de saber si un sistema de
ecuaciones de demanda que cumpla las propiedades
prescritas por la teoria s6lo puede provenir de una
funcion de utilidad de buen comportamiento, es decir,
que cumpla los axiomas postulados.

Si esto es asi, al existir una relacion biunivoca entre
funciones de utilidad y funciones de demanda.

36
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No sera preciso conocer la funcion de utilidad, bastando
con conocer las de demanda y teniendo la seguridad de
gue estas ultimas responderan al proceso de
optimizacion prescrito por la teoria.

Pues bien, la condicion que garantiza este
comportamiento es la simetria de los efectos de
sustitucion cruzados:

oh(p.u) _ohp.u)  (iiij=1, ... n)
op; op;

es decir, si las funciones de demanda cumplen esta
condicion de simetria, sabemos que provienen
necesariamente de una funcion de utilidad de buen
comportamiento, por lo que no sera necesario conocerla.
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4.- LA FUNCION DE BENEFICIO EN EL
CONSUMO

En los epigrafes anteriores hemos visto que existen
distintas formas de describir las preferencias de los
consumidores, las cuales se agrupan en dos categorias:
las representaciones primales (p.ej. la funcion de
utilidad) y las representaciones duales (p.gj. la funcion
indirecta de utilidad y la funcion de gasto).

En este epigrafe vamos a caracterizar una nueva
representacion dual de las preferencias, la denominada
funcion de beneficio en el consumo.

Para ello, haremos uso del isomorfismo existente entre
la teoria del consumo v la teoria de la produccion,
considerando que el consumidor utiliza unos inputs, los

bienes, para obtener un output, la utilidad. -
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Antes de ello, describimos un nuevo tipo de demandas, las
frischianas, que seran utilizadas con posterioridad.

Dado el problema primal de eleccion del consumidor:

Max u(q) s.a y=pq
las condiciones de primer orden pueden expresarse:

w(q) = Ap; = % i=1,..n)

y=pq

El multiplicador de Lagrange A es la utilidad marginal de la

renta (A = du ), interpretandose su
dy
reciproco, r, como el coste marginal de la utilidad, r =3_Y
u

o bien, como un precio hipotético de la utilidad.

Siendo u(q) estrictamente cuasiconcava, el sistema
u(q)=Ap;= Pi se puede invertir obteniendo:

of =rfi(p, r (i=1,..,n) 39
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Frisch (1932) utilizé una version de este sistema en el
contexto de las preferencias aditivas para medir la utilidad
marginal del dinero vy, por ello, siguiendo a Browning (1992),
denominamos a tales funciones demandas frischsianas.

Segun estas funciones, las cantidades demandadas de los

bienes en el equilibrio dependen de los precios y del coste

marginal de la utilidad (inverso de la utilidad marginal de la
renta).

La idea conceptual es que el consumidor se ve
compensado ante variaciones en los precios con una
cantidad de dinero suficiente como para mantener
constante la utilidad marginal de la renta en su nivel inicial.

Tales demandas frischsianas se distinguen
Inmediatamente de las demandas marshallianas que
relacionan cantidades de equilibrio con precios y renta, y
tambien de las demandas hicksianas que, recordemos,

relacionan cantidades con precios y utilidad.



Ahora bien, el paso de unas a otras es directo.

Asi, de las demandas frischsianas podemos obtener las
funciones marshallianas despejando r en la restriccion
presupuestaria en términos de p ey, y sustituyendo en

qi = fi(pa r):
y=pg=pf(p,r) > r=r(p,y) > q="1f(p, 1(p, y)) =
ap, y)

De forma similar, las demandas frischianas se convierten
en las funciones hicksianas expresando r en términos de
P y u, y volviendo a sustituir en q; = f(p, r):

y =pg — c(p, u) =pi(p, r) > r=r(p, u) > q=1(p, r(p, u)) =
h(p, u)
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Sabiendo que r es el coste marginal de la utilidad,
podemos obtener las demandas frischianas de una
forma alternativa y mas novedosa.

Para ello, comenzamos considerando la analogia ya
comentada con la teoria de la produccion y suponemos
gue el consumidor utiliza unos inputs, los bienes, para

obtener un output, la utilidad, cuyo precio esr.

Bajo este planteamiento, podemos definir la funcion de
beneficio en el consumo como el maximo beneficio que
el agente alcanza al "venderse" su propia utilidad al
precio r, dada la funcion de utilidad y los precios de los
bienes.

42



Para una funcion general u = u(q) estrictamente
cuasiconcava, la funcion de beneficio correspondiente
vendra dada por:

m (P, 1) =Max,  {ru-pg; u="u(q)j

la cual es continua, convexa, homogénea linealenp y r,
creciente en r y decreciente en p.

Una forma alternativa, frecuentemente utilizada, de
expresar la funcion de beneficio es en términos de la
funcion de gasto, es decir:

n (P, r)=Max, {ru-c(p, u)}
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Veamos ahora algunos resultados que se desprenden
de esta formulacion:

1. Existencia. A partir de la funcion de beneficio y
haciendo uso del Teorema de Hotelling para la teoria de
la produccion, las cantidades demandadas de cada bien
en equilibrio y la utilidad son funciones de los precios de

los bienes y de la utilidad:

_Tci(pa I’) — ;= f1(p9 I') (1 =1,.., Il)

(P, 1) =u

Las funciones q, = f(p, r) (i=1, ..., n) indican las
cantidades de bienes que se demandan para alcanzar
un nivel de utilidad marginal de la renta (o coste
marginal de la utilidad) determinado a unos precios
dados de forma que el beneficio en el consumo sea
maximo.
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2. Homogeneidad. Las funciones f(p, r) son homogéneas de
grado cero en todos los precios:
f(kp1, kp2, ..., kr) = f(p1, p2, ...,r), k>0
es decir, un cambio en la unidad de cuenta no modifica el
equilibrio.

3. Simetria. Las derivadas cruzadas de las funciones son
simeétricas ya que w; = 7;;:
of; oty
op; ~ o, (ij;i,j=1,...,n)
4. Negatividad. Dado que & (p, r) es convexa, su matriz
Hessiana sera semidefinida positiva.

Por tanto, la matriz de los efectos de sustitucion especificos
{Ofi(p, 1)/0p;)}, que constituye la opuesta de dicha Hessiana
sera semidefinida negativa, esto es, las funciones de
demanda frischianas tendran pendiente negativa, f;< 0
(i=1,..., n).

5. Continuidad. Las funciones de demanda f(p, r) sop
continuasenp yr.



Mister 6. Descomposicion del efecto de sustitucion S; en su
}jmve.mta.r}o efecto especifico y su efecto general.
nvestigacion

E 1 _
COROREE Tal descomposicion puede expresarse de dos formas:
Eoonomia s Una primera en términos de las segundas derivadas de
Empresa la funcidon de beneficio:
Universidad de
Zaragoza nrinrj
Sij =—T;+ .
El signo de |la segunda derivada cruzada de la funcion
de beneficio nos permite clasificar los bienes:
<0< Q y Q, son sustitutivos especificos
m, 1=0 <> Q; y Q, sonindependientes especificos
>0 <> Q y Q; son complementarios especificos
. : Una segunda forma de expresar la misma
Microeconomia ..,
R descomposicion es:
Unitaria: . 0d:
Fundamentos” Slj — fij+ yco_l %ﬁ
dy Oy
NIT . ] Ologr TIyYy

Prof. José donde w es la flexibilidad renta de Frisch: [w=al = J46
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/. Elasticidades. A partir de las funciones de
demanda frishchianas q; = f(p, r), las respuestas en la
cantidad demandada del bien Q, ante cambios en el precio
del mismo bien o de otro bien diferente, manteniendo la
utilidad marginal de la renta constante, se miden a traves de
las elasticidades precio frishchianas.

La elasticidad precio frishchiana del bien Qi se define como
el cociente entre la variacion porcentual en la cantidad
demandada, manteniendo la utilidad marginal de la renta
constante, y la variacion porcentual en el precio del mismo
bien (elasticidad directa) o de otro diferente (elasticidad
cruzada).

En términos infinitesimales:

r_ of./q :pj of :pjf_ (i,j=1,..,n)
' op/p; adp; g

Dado que fii < 0, los valores de la elasticidad precio
directa frishchiana seran tambiéen negativos, indicando en
. . 47
todos los casos demandas frishchianas normales.



Por otro lado, la expresion - n;(p, r) = f;(p, r) NOs permite
clasificar los bienes de forma similar a como hemos hecho
con el efecto de sustitucion especifico:

<0 Q; y Q; son complementarios especificos

e;1=0Q;yQ;json independientes especificos

>0 <> Q; y Q; son sustitutivos especificos

Finalmente, podemos obtener facilmente la expresion
tedrica de la elasticidad frishchiana en términos de la

hicksiana:
i _10q: © _
e &fij pJSJ—&y I&ﬂ—e?—wjeieja)l .
S H i g oy oy Y (i,j=1,..,n)
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5.- ELECCION TRABAJO OCIO: LA
OFERTA DE TRABAJO

La modelizacion anterior se ha basado en una funcion de
utilidad que dependia unicamente de los bienes fisicos
consumidos por el individuo.

Este planteamiento puede extenderse al caso de que la
utilidad individual dependa no solo de estos bienes fisicos,
sino tambien del tiempo disponible de ocio Q,: u = u(q, q,),

donde q, siendo el bien ocio cuyo precio es el salario p,.

La primera novedad es que el tiempo de ocio esta limitado
al tiempo total disponible T, de tal forma que la restriccion

presupuestaria incluira como ingresos la renta no salarial
exdgena y asi como una renta salarial p /, donde 7 es el

tiempo de trabajo (/=T —q,) e Y es el ingreso total:

y+pol=pd = Y=y +pT=pq+p.gq, 45



Suponiendo un unico bien de consumo Q, y el ocio Q,
para permitir la representacion grafica, la restriccion
presupuestaria se representa como:

N
—r——
Y q
T /Po 0
Grafico
: . d
donde la pendiente viene dada por: tga= S __Po

dqo  pi 0




El nuevo equilibrio del consumidor sera ahora:

Max u(q, q,) s.a Y =y +p,T =pq+ p,q,
La funcion auxiliar de Lagrange es:

L(9, 9., A) =u(Q, q,) + ALy + p, T - PA - poq,]
cuyas condiciones de primer orden son:
L@, 95, A) =ui(Q, qp) -Ap;=0  (i=1,..,n)

Lo(@, 90 M) =u,(Q; q,) - 2Ap, =0
LA, g, &) =y +p,T-Pq-pq, =0

51



De estas condiciones de primer orden se obtiene que la
relacion de intercambio subjetiva se iguala a la relacion
objetiva de intercambio:

Ui(@ao) _pi  (j=1,..n0)

Ui(@.90) pj
Por otro lado, las condiciones de segundo orden son :
_ull o Ul _Pl_
e
1) >0 (r=2,...,n,0)
Urq e Uygp —Pr
-p1 -~ —Pr 0

52



A partir del equilibrio anterior se obtienen una serie de
resultados:

1.Existencia. Existen funciones de demanda
marshallianas de los bienes fisicos y del tiempo de
ocio:

qi = qi(pa po’ Y) (I = 1’ ey n)

Jo = do(P Py Y)

A partir de la funcion de demanda de ocio podemos
obtener directamente la funcion de oferta de trabajo:

(=T- qo(pa Po> Y) = E(p, Po> Y)
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2. Ecuacion de Slutsky. Un cambio en el salario afectara
a la demanda de ocio a través de un efecto sustitucion y
un efecto renta:

o[ 290 rgy) 200
5p0 5p0 u oY

En primer lugar, un efecto sustitucion que refleja el
efecto de abaratamiento relativo de un bien en términos
del otro sin que la renta real resulte alterada y, ademas,

un efecto renta que, a su vez, se puede descomponer
en dos elementos: un efecto renta ordinario que se
deriva del hecho de que la capacidad adquisitiva de la
renta nominal dada varia cuando lo hace algun precio y
que refleja la recuperacion del nivel original de renta
nominal y, en segundo lugar, un efecto dotacion.

o4
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6.- LA ELECCION INTERTEMPORAL

Dinamizamos el planteamiento estatico dando lugar a
la eleccion intertemporal.

Desde el Primal, asumimos que el consumidor vive
solo dos periodos: el inicial, t =0, y el final, t = 1. En el
inicial trabaja obteniendo una renta salarial y,
mientras que en el final se jubila y obtiene una renta
no salarial y,.

El consumidor debe distribuir su renta total, W,opol%
ejemplo, actualizada al periodo inicial

siendo r el tipo de interes, entre el consumo en el
periodo activo q, y el consumo actualizado en el
periodo de jubilacion.
55



Por lo tanto, la restriccion presupuestaria intertemporal

es.

Y=Y0+L=qo+&

l+r l+r
de tal forma que el precio del consumo en el periodo
inicial es p, = 1, mientras que el precio del consumo en
el periodo final es p, = 1/(1 + r) ya que una unidad
ahorrada en t = 0 permite adquirir (1 + r) unidades de q,

A
q1

(+r1)yo+ v

M

Yo Y1

56



El equilibrio intertemporal del consumidor sera:

Max u(qa, s.a Vevag I —gap AL
(do» Q1) Yo+ - =do+ -

La funcidn auxiliar de Lagrange es:

Y1 q1
(d0.1.2)=u(g0.q1) + {YOJFIH 90 1+J

cuyas condiciones de primer orden son:
Li(dp> d1p ) =u(q, q)) -Ap;=0  (1=1,2)

Y1 q1
L ) ,7\, = + — ——:O
x(QO qi ) M 141 q0 I +1

De estas condiciones de primer orden se obtiene que:

RMS) _Ug(g0,91) _ Po ar

Ui(qg.91) py

Y



Por otro lado, la condicion de segundo orden es:

uoo
u10
| —Po

uo1
ugl
—P1

-Ppo

—P1 >0
O —

A partir del equilibrio intertemporal se obtienen una serie

de resultados:

1. Existencia. Existen funciones de demanda
marshallianas de los consumos en los dos periodos de

tiempo:
qi - qi(r9 Y) (1 - 19 O)

58



2. Ecuacion de Slutsky. Un cambio en el tipo de interés

Master , .
provocara un cambio en el consumo que

Universitario

Investigacion descomponemos en un efecto sustitucion y su efecto
Economia renta.
Facultad de Expresando la restriccion presupuestaria en valor futuro:
conomia y
Empresa _
Universidad de (1 t r) yO t y'] - (1 t r) qO t q1

Zaragoza

Po=(1+1)yp =1 5
¢ . A0 2A0] 4 yy-qp) L
La Ecuacion de Slutsky queda:  5p, (ap, ) oY

donde el efecto renta se descompone en un efecto
ordinario y en un efecto dotacion.

El signo del efecto total dependera de si el individuo es

Microeconomia prestatario (q,> y,) 0 prestamista (q, < Y,)-
“Aproximacion
. Untaria: En el primer caso, el efecto total sera negativo, mientras
gue en el segundo sera indeterminado dependiendo
Prof. José de la magnitud, en valor absoluto, de los efectQg

Alberto Molina sustitucion Yy renta.
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Desde el punto de vista de la funcion de beneficio en el
consumo, recordemos que:

_Tci(pa I’) — ;= f1(p9 I') (1 =1,.., Il)

(P, 1) =u

Las funciones frischianas g, = f(p, r) (i=1, ..., n) se
definen de tal forma que se mantenga constante la
utilidad marginal de la renta en su nivel inicial lo cual es
particularmente util en este contexto intertemporal.

Podemos utilizar las preferencias intertemporales SNAP
(Simple Non-Additive Preferences):

T-1
[1(p',...p" == @' (p',p"',r)
t=1

donde ®'(") es una funcion de pérdidas, pty pt*! son los
vectores de precios en t y t+1 descontados al periodo
Inicial. 60
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= _[cb1 (pl,pz,r) +o @ (p“,pt ,r) +@ (pt,pt“,r) ..+ pT‘l,pT,r)]
Facultad’de
e y las funciones frischianas quedan:
Unizv;zs;ig de qt _ th)t—l (pt—ljpt,r) i th)t (pt,p”l,r)

siendo V, el gradiente de la funcion de beneficio con
respecto a los precios del periodo t. Las cantidades
corrientes dependen de los precios de un periodo anterior,
de un periodo posterior y del mismo periodo, ademas, del
precio de la utilidad r con informacion perfecta:

t t t—1 t t+1
q =f(p"".p'pr)
Microeconomia

““Aproximacion Con incertidumbre, el agente va a disponer, conforme

Unitaria:

Fundamentos” transcurra el tiempo, de nueva informacion que incorporara
en el parametro r,y que lo ira modificando sucesivamente:

qt _ thDFI (ptfl,pt’rt)_‘_ Vt(Dt (pt’pul,rt) 61
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