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Capitulo 1. Espacios vectoriales
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Ejemplo 1.1.

1.1. Método de Gauss

Queremos resolver este sistema de ecuaciones lineales:

3x+2y =7
—Xx+ y=6
4x+3y =11

= x=-1 - y=5
iHemos acabado?

i Qué pasaria si cambiamos 4x + 3y = 11 por 4x + 3y = 10?

Hay que sustituir la solucién en el sistema para asegurar que es correcta.
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Ejemplo 1.2.

1.1. Método de Gauss
2x + y+z=1 2x + y+ z=1
4x + vy = =2 <= -y —2z = —4
—-2X + 2y +z =7 3y + 2z = 8

2x +y+ z=1

— 4z = —4

Calculamos las incégnitas, de la Gltima a la primera:
z=1 y =2 x=-1

Una dnica solucibon =  sistema compatible determinado
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Ejemplo 1.4.
1.1. Método de Gauss
x+ y+ z=0
2x+3y —2z=0
x+2y—3z=0

Para ser méas rapidos escribimos solamente los coeficientes de las variables

(siempre en el mismo orden), y asi nos ahorramos escribir las incégnitas.

11 110 11 1 1|0
23 -2/0] =01 —4|0
1 2 -3|0 01 —-4]0
11 110
o1 -4]o0
00 0O
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Propiedad 1.3 (Método de Gauss).

1.1. Método de Gauss

Si en un sistema de ecuaciones lineales realizamos
cualquiera de las siguientes tres operaciones,
entonces las soluciones del nuevo sistema siguen siendo las mismas.

1. Multiplicar una fila por un escalar no nulo.
2. Sumar a una fila otra fila.

3. Intercambiar dos filas.
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Ejemplo 1.4.

1.1. Método de Gauss

Por tanto el sistema inicial es equivalente a:

x+y+ z=0
y—4z=0

Las soluciones del sistema son:

z=A y =4X x = —5A

Como el sistema tiene méas de una solucién (una para cada valor de ),
se dice que es compatible indeterminado.
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Definiciones 1.5.
1.1. Método de Gauss

1. En cada fila de una matriz dada, llamamos pivote

al primer elemento no nulo empezando por la izquierda.

2. Se dice que una matriz est escalonada por filas si
el pivote de cada fila (excepto la fila primera)
estd mas a la derecha que el pivote de la fila anterior,
y todas las filas nulas estan abajo.
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Ejercicios 1.7.
1.1. Método de Gauss
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Ejemplo 1.6.

1.1. Método de Gauss X+ 2y =1
2x +z=2 aelR
3x+2y+z=a
1 2 01 1 2 0 1
2 0 12 -1 0 —4 1 0
3 2 1]a 0 —4 1]a-—3
1 2 0 1 2 0
-1 0 -4 1 0 -0 1 -1/4
0 0 0|a-3 00
a=3 z=A y:%)\ x:—%A—i—l

no hay soluciones == sistema incompatible
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Capitulo 1. Espacios vectoriales

1.2. Espacios vectoriales
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Notacién 1.8. Definicién 1.9.

1.2. Espacios vectoriales 1.2. Espacios vectoriales

Un espacio vectorial sobre un cuerpo I es un conjunto V

dotado de una operacién binaria interna
En esta asignatura,

la letra IF denotara siempre a uno de los tres siguientes cuerpos: VxV-—YV
, . u,v) — u—+v
» Los ndmeros racionales Q. (u, v) +
= Los ndmeros reales R. y una operacion externa

= Los nimeros complejos C. FxV—YV
(A, v) — Av

que satisfacen las siguientes ocho propiedades:
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Definicién 1.9. Ejemplo 1.10.
1.2. Espacios vectoriales 1.2. Espacios vectoriales
1. Asociatividad: (u+ v) 4+ w = u+ (v + w) para todos u,v,w € V. 5 1
; 3
2. Conmutatividad: v+ v = v + u para todos u,v € V. Conjunto R 72 §
3. Vector neutro: existe 0 € V tal que 0+ v = v para todo v € V.
4. Vector opuesto: Vv € V existe —v € V tal que v + (—v) = 0. 5 1 6 1
Suma 7T|+[2] =19 2|+
-2 3 1 3
5. Distributividad: A(u+ v) = Au+ Av para todos A € F, u,v € V.
6. Distributividad: (A + p)v = Av + pv para todos \,u € F, v € V. 5 10
7. Asociatividad: (Ap)v = A(uv) para todos A, € F, v € V. Producto por escalares 2.1 7 [ =114 (=3)
-2 —4
8. Paratodo v € V secumple que 1-v=v.
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Ejemplo 1.10.

1.2. Espacios vectoriales

Dado un niimero entero n mayor o igual que 1,
F" es el conjunto de las n-tuplas con coeficientes en TF:

X1
F" = |X1,.

Xn

.., xn €F

En esta asignatura escribimos los elementos de F” siempre en columnas o,
lo que es lo mismo, como vectores fila traspuestos.
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Notas 1.11.

1.2. Espacios vectoriales

1. En las propiedades del vector neutro y el vector opuesto
el orden de los cuantificadores (‘existe’ y ‘para todo’) es fundamental.

= En un espacio vectorial hay un vector neutro:

Existe 0 € V tal que 0 + v = v para todo v € V.

= Mientras que cada vector tiene un vector opuesto:

Para todo v € V existe —v € V tal que v + (—v) = 0.

https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Ejemplo 1.10.

1.2. Espacios vectoriales

F" es un espacio vectorial sobre el cuerpo
con la suma y producto siguientes:

X1 " X1+ X1 Axq
= : Al =
Xn Yn Xn + Yn Xn AXp
= El vector neutro es (0,...,0)".

= Dado un vector (xq,...,x,)", su vector opuesto es (—xi, ..., —xp)".

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Notas 1.11.

1.2. Espacios vectoriales

2. La propiedad del vector neutro implica que
todo espacio vectorial tiene al menos un vector,

el vector neutro 0.

De hecho V = {0} es el espacio vectorial mas pequefio posible.

https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |
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Notas 1.11.

1.2. Espacios vectoriales

3. La asociatividad de la suma y la asociatividad del producto por
escalares nos ahorra escribir muchos paréntesis.

Por ejemplo escribimos v; + vo + v3 + v4 en lugar de escribir
cualquiera de las expresiones equivalentes siguientes:

vi+wv+wvstv=(v+w)+(v+v)
=vi+(vn+(vv+v))=vi+({(va+v3)+ws)
((V1 + V2) + V3) +v4 = (V1 + (V2 + V3)) + vy

Demostracion.
Ejercicio 1.6. O
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Ejemplos 1.12.

1.2. Espacios vectoriales

2. El conjunto F,,[X], formado por los polinomios de grado menor o
igual que n con coeficientes en F:

Fo[X] ={a0+ a X+ -+ a,X"| a,...,a, € F}

Dados f(X)=ao+ a1 X+ -+ a,X" € Fy[X],
g(X)=bo+ b1 X+ -+ b,X"€F,[X], yAeF,
la suma y el producto vienen dados por:

f(X)+g(X) = (ap + bo) + (a1 + b1)X + - - - + (an + by) X"
A-f(X)=Xap+ Aar X + - -+ + Aap X"
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Ejemplos 1.12.

1.2. Espacios vectoriales

1. Fijados dos enteros m, n mayores o iguales que 1,

el conjunto My, n(F),

formado por las matrices de tamafio m x n con entradas en F,
es un [F-espacio vect. con la suma y producto por escalares habituales.

Por ejemplo en el caso 3 x 2 estas operaciones vienen dadas por:

ail ar bi1 b2 ai1 + b a2 + biz
a1 axn |+ | b bo|=|ax+ba1 ax+bn
a3l a3 b31 b3 as1 + b3 az + b3
ail an Aair Aan
A-lan axn| = |Aa Aax
a1 as Aa3r  Aaz
https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal | 26

Ejemplos 1.12.

1.2. Espacios vectoriales

3. El conjunto de los polinomios de cualquier grado (pero grado finito)

con coeficientes en [F:

F[X] = G F,[X]
n=1

4. Hemos visto que R3 es un R-espacio vectorial,

pero también podemos verlo como un Q-espacio vectorial
al restringir el producto de escalares a los nimeros racionales.
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Ejemplos 1.12. Ejercicios 1.13.

1.2. Espacios vectoriales 1.2. Espacios vectoriales

5. El conjunto RR = {f : R — R},
formado por las aplicaciones de R en R.

» 15
Dados f,g € RF y \ € R:
= 16
= La aplicacién suma f + g es aquella que
a cada ndmero x € R le asocia el nimero f(x) + g(x) € R. .17
= Mientras que la aplicaciéon X - f es aquella que
a cada niimero x € R le asocia el nimero Af(x) € R.
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Capitulo 1. Espacios vectoriales Propiedades 1.14.

1.3. Subespacios

Sea V un FF-espacio vectorial, entonces:

1.3. Subespacios 1. El vector neutro es Unico.

Demostracion.

Sea 0’ un vector que cumple la misma propiedad que el neutro, 0’ + v = v
para todo v € V.

= 0 es neutro = = 0 esneutro =

Esto justifica que denotemos 0 al vector neutro.
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Propiedades 1.14.

1.3. Subespacios

2. El vector opuesto de cualquier vector es tnico.

Demostracion.

Fijamos un vector v. Sean u, w opuestos de v.

u=u+0=uv+w+v)=w+(u+v)=w+0=w

Esto justifica que denotemos —v al opuesto de v.

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Propiedades 1.14.

1.3. Subespacios

4. Para todo vector v € V se cumple que 0- v = 0.

Demostracion.

Anéloga al apartado anterior.

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Propiedades 1.14.

1.3. Subespacios

3. Para todo escalar A € F se cumple que A -0 = 0.

Demostracion.

A-0=X-(0+0)=A-0+X-0

Sumamos a ambos lados el opuesto de A - O:

(A-0)+(=(2-0)) =0
I
A0+ A 0)+(—(A-0))=(A-0)+0=(A-0)

O
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Propiedades 1.14.
1.3. Subespacios

5. Sean A€, v e V tales que A - v =0,
entonces o bien A = 0 o bien v = 0.
Demostracién.
Si A # 0, entonces:
O=2t0=2' W)=\ Nv=1-v=v
]

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |
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Propiedades 1.14.
1.3. Subespacios

6. Para todos A € F, v € V se cumple que:

(=X v =2+ (=v) = (V)

Demostracion.
Como el vector opuesto es nico, basta comprobar que:

2

Truco 1.15.

1.3. Subespacios

Mas adelante veremos que
todo espacio vectorial (de dimensién finita) V es (isomorfo a) F".

Luego en V se cumplen todas las propiedades que se cumplen en F".

(-Mv=-0v) <= 0=A+[(-Av]=A+(-AN)]v=0 =0
- P — —
AM=v)=—=(v) = 0=A+[A-V)]=Av+(-v)]=X0=0
O
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Definicién 1.16. Notas 1.17.
1.3. Subespacios 1.3. Subespacios
Sea V un F-espacio vectorial.
Un subespacio vectorial es un subconjunto S de V tal que:
1. El vector neutro estd en S. . . . .
_ 1. Un subespacio vectorial es a su vez un espacio vectorial
2. Siu,veS, entonces u+v e S, con las operaciones de suma y producto por escalares heredadas.
3.SiAeFyveS, entonces A\v € S.
2. Un subconjunto S de un F-espacio vectorial V' es subespacio
X1 1 10 si y solo si se cumplen las siguientes dos propiedades:
Si=<|x||x}+x3+x3<25 11€$5 10| &5 _ )
X3 1 10 a) El conjunto S es no vacio.
b) Sid, M €eF Yy Vi, W € S, entonces A\1vqy + Ao € S.
a 1 3 4 10
Sy = a 11es5 3 €S 4 S 10| e S
b 2 -5 ) 20
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Ejemplos 1.18.

1.3. Subespacios

1. Tenemos la siguiente cadena de subespacios:
Fo[X] < F1[X] < Fo[X] < F3[X] < Fy[X] < -+ < F[X]

Observa que Fo[X] =F.

2. Sea V un espacio vectorial cualquiera.

Tanto V como {0} son subespacios de V.

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Ejercicios 1.19.

1.3. Subespacios

= 1.10

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Ejemplos 1.18.

1.3. Subespacios

3. Sea V =C* = {(x1,x,x3,x)" | x; € C}, y sea S el subconjunto de
vectores que satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
X1+ 2x2 =0
X2 + 3X3 — X4 = 0

El subconjunto S es un subespacio vectorial de C*#, ya que el sistema
es homogéneo, es decir, los coeficientes que aparecen en la parte
derecha de cada igualdad son nulos.

—20 4+ 6u
0—3
S= s pec
"
0
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Capitulo 1. Espacios vectoriales

1.4. Conjuntos generadores
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Propiedades 1.20.

1.4. Conjuntos generadores

Sean Si,..., S, subespacios de un espacio vectorial V. Entonces:

1. 5:n---NS, también es subespa
c

a N d

b —d

cio de V.

oo
+
o O
Il

(e V)
+
o T O

2a

L

2a

https://personal.unizar.es/rodrigo

Definiciones 1.21.

1.4. Conjuntos generadores
Sea V un F-espacio vectorial.

1. Sean A1,..., A\, escalares y vy, ..

A1vi + -+ Apv, se dice que es combinacion lineal de vy, ..., vj.

2. Sea C un subconjunto no vacio (y posiblemente infinito) de V. El
subespacio generado por C, denotado span(C), es por definicién el

Algebra Lineal |

., Vp vectores. El vector

conjunto de las combinaciones lineales (finitas) de vectores de C:

span(C) ={AMvi+ -+ AnVm | m>1, A1,..., A\n €F

3. Por convenio definimos span{)) = {0}.

https://personal.unizar.es/rodrigo
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Vi,...,Vm € C}

Propiedades 1.20.

1.4. Conjuntos generadores

Demostracién de que S; + S, + Sz es subespacio.
x Cerrado para la suma

Sean a; + ap + a3 y by + by + bz dos vectores cualesquiera de S; + S, + Sz,
on a1 € 51, a €5y, a3 € S3, by € 51, b € 5y, bz € S3.

(a1+a2—i—a3)+(b1+bg+b3) = (a1+b1)+(a2+b2)+(a3+b3) € 51+5+S3
S1 es subespacio = a;+b €S (a2+ b2 €Sy, a3+ b3 € S3)

(@)

Hemos usado la propiedad conmutativa.
+ Cerrado para el producto por escalares
Hay que usar la propiedad distributiva.

* Vector nulo

0€S1+S+S3porque0=0+0+0con0€ S5;,0€S,, 0¢€ Ss. O

v
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Notas 1.22.

1.4. Conjuntos generadores

2.Si C={u1,...,un} enlugar de escribir span{{ui,...,un})
escribimos  span(ui, ..., up).

span{uy, ..., up) = {A\ur + -+ Aptn | A1, A €F}
1. En efecto, span{C) es un subespacio vectorial de V.

{2u1 +5uy — 3u3

€ span(uy, Uy, U3 5u1+9ur+2u3 € span{uy, up, U3
3ur +4us + 5u3 . < > 2 < )

Oup + Oup + Ouz = 0 € span{uy, uo, U3)

3. Si existen vectores  uj,...,u, talesque V =span{ui,...,un),
decimos que V es finitamente generado.
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Ejemplo 1.23.

1.4. Conjuntos generadores

Seguimos con el ejemplo 1.18:

—26 4+ 6 -2 6
0 —3p 1 -3
= = (S
S y |6, neC 5 o | TH| |6, neC
1) 1 0
-2 6
1 -3
= span( o'l 1 )
1 0
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Notas 1.25.
1.4. Conjuntos generadores
1. span(vi, v, v3) = span(vi, v2 + v3, v3).
Demostracién.
vi=1-vi+0-(v2a+v3)+0-v3
V2:0~V1+1-(V2—|-V3)—|-(—1)-V3
vi=0-vi+0-(va+v3)+1-v3
- Vi, V2, V3 ESpan<V]_,V2+V3,V3>
Por la propiedad 1.24, span(vi, va, v3) C span(vy, vo + v3, v3)
Anélogamente el otro contenido.

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Propiedad 1.24.

1.4. Conjuntos generadores

Sea C un subconjunto de un espacio vectorial V.

Entonces span(C) es el menor subespacio de V que contiene a C, es decir:

1. span(C) es un subespacio de V.
2. C Cspan(C).

3. Si S es otro subespacio de V tal que C C S, entonces span(C) C S.

https://personal.unizar.es/rodrigo

Notas 1.25.

1.4. Conjuntos generadores

Algebra Lineal |

2. span{vi, vo, v3) = span{\vy, v, v3) si A # 0.

3. span(vi, vz, v3) = span(vz, v, v3).

4. w €span(vy,...,v,) <= span(vy,..., vy, w) =span(vy,.

https://personal.unizar.es/rodrigo
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Ejemplo 1.26.

1.4. Conjuntos generadores

Al hacer operaciones de Gauss por columnas,
el subespacio generado sigue siendo el mismo.

1 2 -1 1
S = span( BE :g o ) = span( _01
-2 5 —7 -2
1 0 0 1
= span( _O , :; , 8 ) = span( _0
-2 9 0 -2

https://personal.unizar.es/rodrigo
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Capitulo 1. Espacios vectoriales

1.5. Dependencia lineal

https://personal .unizar.es/rodrigo

Algebra Lineal |

Ejercicios 1.27.

1.4. Conjuntos generadores

« 111
= 1.12
= 1.13

= 1.14
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Terminologia 1.28.

1.5. Dependencia lineal

Distinguiremos entre familias y conjuntos.

En una familia puede haber elementos repetidos;
ademas en las familias finitas tenemos en cuenta el orden de los elementos.

Por lo tanto los siguientes tres conjuntos de niimeros son iguales:
{2,2,5} ={2,5} = {5,2}

Mientras que las siguientes tres familias son distintas dos a dos:
(2,2,5) (2,5) (5,2)

Usamos llaves para denotar los conjuntos y paréntesis para las familias.
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Definiciones 1.29.

1.5. Dependencia lineal

Sea V un FF-espacio vectorial.

1. Sea (vi,..., vy) una familia finita de vectores de V.
Se dice que dicha familia es ligada (o linealmente dependiente)
si existen escalares A\1,..., A, € F tales que

)\1v1+---+)\,,v,,:(_)

y tales que al menos uno de estos \; es distinto de 0.

2. La familia (vi, ..., v,) es libre (o linealmente independiente)
si no es ligada, es decir, si:

AVit o H AV =0 = A=--=X,=0
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Propiedad 1.30.

1.5. Dependencia lineal

Sea F una familia de vectores.
Supongamos que F tiene al menos dos vectores.

Entonces F es ligada si y solo si existe un vector de F que
se puede expresar como combinacién lineal (finita) de otros vectores de F.

Demostracion.
31 + 51+ 03 — 21 =0 = V2=%3V1+%OV3+%V4

vz =4v; —2vp, — —4V1+2V2+1V3+0V4:(_) ]
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Definiciones 1.29.

1.5. Dependencia lineal

3. Una familia infinita de vectores es ligada

si tiene al menos una subfamilia finita ligada,

y es libre en caso contrario, es decir,
si todas sus subfamilias finitas son libres.

4. Por convenio decimos que la familia vacia es libre.

https://personal.unizar.es/rodrigo

Notas 1.31.

1.5. Dependencia lineal

Algebra Lineal |

1. Al cambiar el orden de los vectores, la nueva familia es libre si y solo si

la familia inicial era libre.

2. Una familia formada por un tnico vector es ligada
si y solo si dicho vector es el vector nulo.

)\1V1 :(_) con )\1 750

—

Ol

3. Toda familia que contiene a una subfamilia ligada es ligada.
En otras palabras, toda subfamilia de una familia libre es libre.

4. Si una familia contiene vectores repetidos, entonces es ligada.

https://personal.unizar.es/rodrigo
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Ejemplo 1.32.

1.5. Dependencia lineal

Sean a, b, ¢ los vectores de Q*:

1 0 1
2 -1 0
a= 1 b= 0 c= 0
0 1 -1

La familia (a, b, ¢) esta escalonada:

1 0 1]
2 [ —1] 0]
I%F ’ il "1 0]
1 -1

Veamos que el escalonamiento implica que la familia (a, b, ¢) es libre.

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Ejemplo 1.33.

1.5. Dependencia lineal

Vamos a demostrar que, si la familia (v1, v2, v3) es ligada,
entonces la familia (v1 + v2, vo + v3, v3 + v1) también es ligada.

Solucién.

Como la familia (v1, v2, v3) es ligada,
existen escalares xi, xo, x3 no todos nulos tales que:

x1vi +xovp +x3v3 =0

Buscamos escalares y1, y», y3 tales que:

yilvi + v2) + ya(va + v3) + ys(vz +v1) =0

https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Ejemplo 1.32.

1.5. Dependencia lineal
Solucién.

En efecto, supongamos que a, 3, € Q cumplen que aa + 3b + yc = 0.
Entonces:

1 0 1 0
2 1 0 0
af [P o |t 0[]0
0 1 1 0

Comparamos la tercera componente, y obtenemos que « debe ser 0.

Ahora que sabemos que o = 0, comparamos la segunda componente,
y obtenemos que 8 debe ser 0.

Finalmente sabiendo que o = 8 = 0, comparamos la primera componente,
y obtenemos que v debe ser 0.

Por tanto la familia (a, b, c) es libre. O
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Ejemplo 1.33.

1.5. Dependencia lineal

Solucién.

Podemos reescribir esta ecuacién como:

vi+ys)vi+ 02 +yi)va+(3+y)vs=0

Por tanto podemos hacer que y1, y», y3 cumplan lo pedido si satisfacen:

» +y3=x1
yi+y = X2
Yo+ Yy3=2Xx3

Resolvemos el sistema utilizando el método de Gauss:
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Ejemplo 1.33.

1.5. Dependencia lineal

Solucién.

1 0 1|x 1
1 1 0|x |—| O
0 1 1(x3 0
1

— 1 0

0

1

— 1 0

0

1

—1 0

0

OO OO OO +—=H+HOoO

1 X1
—1ix—x

1 X3

1 X1
-1 X0 — X1

2 | x3+x1—x2

1 X1

-1 X0 — X1

(X3 =+ x1 —X2)/2
0 (X1—|-X2—X3)/2
0| (x2+x3—x1)/2
1 (X3—|—X1—X2)/2

—

https://personal.unizar.es/rodrigo

Ejercicios 1.34.

1.5. Dependencia lineal

= 1.15

= 1.16

= 1.17

https://personal.unizar.es/rodrigo
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Ejemplo 1.33.

1.5. Dependencia lineal

Solucién.
La solucién es:

X1+ X2 — X3 X2 + X3 — X1 X3+ X1 — X
N=T o rTT o BT

Por dltimo observamos que no pueden ser los tres y; iguales a 0,

porque el sistema de ecuaciones

)%l +y3=Xx1
nt+wy = X2
Y2+ y3=Xx3

nos dice que entonces los tres x; serian iguales a 0.

Asi, hemos probado que (v1 + v2, vo + v3,v3 + v1) es ligada. ]
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Capitulo 1. Espacios vectoriales

1.6. Dimensién
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Teorema 1.35 (de la dimensién).

1.6. Dimensién

Sea V un espacio vectorial.
Supongamos que la familia de vectores (ai,...,am) es libre,
y supongamos que la familia de vectores (by, ..., b,) genera V.

Entonces m < n.

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Teorema 1.35 (de la dimensién).

1.6. Dimensién

Demostracion.

2. Ahora que sabemos que  span(as, by, . ..
repetimos el proceso con aj.

;bn> - V.

Existen escalares p; tales que ap = pyay + pobo + - - - + pnbn.

Sifuera pp = -+ = up, =0,
entonces (—pu1)a; +1-ax =0,
y (a1,...,am) no seria libre.

Luego p; # 0 para algin indice j > 2;
reordenando, j = 2.

Despejando by, obtenemos que

span(ai, az, b3, ..., by) =span{ai, ba,...,by) = V.
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Teorema 1.35 (de la dimensién).

1.6. Dimensién

Demostracion.

1. Sabemos que span(by,...
Luego existen escalares Ag, ..

by = V.

., Ap tales que a3 = A\1by + - - - + Anbp.

Como (a1, ...,am) es familia libre, el vector a; no es el vector nulo,

luego existe un indice i tal que \; # 0.

Reordenando los indices si es necesario, podemos suponer que i = 1.

Despejando:
1 A2 An
by=—a— —by—---——b
1 N 1 N 2 A
Por lo tanto  span(ai, by, ..., bn) =span(b1,..., by) = V.
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Teorema 1.35 (de la dimensién).
1.6. Dimensién
Demostracién.
3. Si fuera m > n,
podriamos repetir este proceso hasta obtener span(as,...,a,) = V.
Asi, ap+1 seria combinacién lineal de ay, ..., ap,
contradiccion.
Por lo tanto m < n.
O
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Definicién 1.36 y corolario 1.37.

1.6. Dimensién

Definicién 1.36.

Sea V un espacio vectorial.
Una base es una familia libre y que genera V.

Corolario 1.38.

1.6. Dimensién
Sea V un espacio vectorial finitamente generado.

Entonces cualquier familia libre se puede expandir
(afadiendo vectores) hasta formar una base.

Demostracion.

Corolario 1.37.

Sea V un espacio vectorial finitamente generado.
Entonces todas las bases de V tienen el mismo niimero de vectores.

Si la familia no genera V/,
es porque existe alglin vector en V
que no se puede expresar como su combinacién lineal.

Por lo tanto, al anadirlo, la familia sigue siendo libre.

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Nota 1.39 y definicién 1.40.

1.6. Dimensién

Nota 1.39.

Cualquier familia finita de vectores que genere un espacio vectorial
se puede reducir (quitando vectores) hasta formar una base.

El teorema de la dimensién nos asegura que,
después de afiadir un nimero finito de vectores,
obtenemos una familia generadora (y libre).

73 https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Ejemplos 1.41.

1.6. Dimensién

1. En " los siguientes vectores forman una base:

Definicién 1.40.

Sea V un espacio vectorial finitamente generado.
Llamamos dimensién al nimero de elementos de cualquier base de V.

1 0
) 0 1
€ = : €y = : . enh =
0 0
Diremos que (e, ..., e,) es la base candnica de F".

https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Luego dimF" = n.

75 https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |



https://personal.unizar.es/rodrigo
https://personal.unizar.es/rodrigo
https://personal.unizar.es/rodrigo
https://personal.unizar.es/rodrigo

Ejemplos 1.41. Ejercicios 1.42.

1.6. Dimensién 1.6. Dimensién

2. La familia (1, X, X2,..., X™) es una base de F,[X].

= 1.18
En consecuencia, dimF,[X] = n+ 1.
= 1.19
3. dim My n(F) = mn.
= 1.20
4. La familia vacfa ) es una base del espacio vectorial {0}.
Por lo tanto dim{0} = 0. = 121
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Capitulo 1. Espacios vectoriales Propiedades 1.43.

1.7. Coordenadas
Sea V un espacio vectorial.
1. Si la familia de vectores (v1,...,vy) es libre, y w & span(vy,..., vp),
entonces la familia (v1,. .., vy, w) también es libre.
Demostracién.
(Ya usamos este resultado en la demostracién del corolario 1.38).

Supongamos que los escalares \; cumplen A\;vy + - - 4+ Apvy + Appiw = 0,
debemos probar que necesariamente \; = --- = Ap,y1 = 0.

1.7. Coordenadas = Si\,11 =0, entonces A\jv; + -+ A\pv, =0,

y como (vi,...,V,) es libre, necesariamente \; = --- = X\, = 0.
= Si A\py1 #0, entonces w = —A1/Apr1vi — - — Ap/Ant1Va,
luego w € span(vi, ..., v,), contradiccion.
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Propiedades 1.43. Ejemplo 1.44.

1.7. Coordenadas
Supongamos ahora que V es de dimensién finita, dim V = n < co.

1.7. Coordenadas

El concepto de dimensién nos da una solucién mas rapida al ejemplo 1.33.
2. Sea F = (v1,...,Vn) una familia formada exactamente por n vectores.

Entonces: Vamos a demostrar que, si la familia (v1, v2, v3) es ligada,

entonces la familia (vi + v2, va + v3, v3 + v1) también es ligada.
F es base <= F eslibre <= F genera V

Solucién.

Puesto que la familia (v1, v, v3) es ligada,

3. Sea 5 un subespacio de V. la dimensién de V= span(vy, vo,v3) es a lo sumo 2.

Entonces el espacio vectorial S también es de dimensién finita, y:
Si la familia (v1 + va, va + v3, v3 + v1) fuera libre,

dim$ <dimV entonces la dimensién de W = span{vy + va,v» + v3,v3 + v1)  seria 3.
Es mas: ) Pero W estd contenido en V/, contradiccién. 0l
dmS=n < S=V o
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Definicién 1.45. Notas 1.46.

1.7. Coordenadas 1.7. Coordenadas

Sea V un F-espacio vectorial de dimension finita n.

Sea B = (b1,...,b,) una base de V. Sea v un vector cualquiera de V. 1. Al fijar la base B, queda definida una aplicacién
fg:V—TF"
Como (by,...,by) genera V, 3A1,..., Ap €F t.q. v.= Aihy + - + Anbp. 5
Como (by, ..., by) es libre, dichos coeficientes son (nicos. que envia cada vector v € V a sus coordenadas (\g,...,\,)" € F".
Se dice que el vector columna (A1,...,A,)7 € F" son S R
T 2. Esta aplicacién fi es biyectiva.

las coordenadas del vector v € V respecto de la base B. plicacion 1s yectv

-, 3. Gracias a haber fijado la base B, operar en V' es como operar en F”,
Demostracién.

.. . ., es decir, paratodos A € F, v,w € V:
Veamos la unicidad. Si también v = u1b; + - - - + unbp, entonces:

_ (v +w) = fz(v) + fg(w
0:V_V:()‘l_ﬂl)b1+"'+()\n_ﬂn)bn ( ) () ( )
(N v)=X-1g(v)
luego \; = p; para todo i. O
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Ejemplo 1.47.
1.7. Coordenadas
2 0 1 4
vy = 1 Vo = —2 vz = L Vg = —4
-1 0 0 -2
0 1 1 3
3 1 0 0
wp = 6 Wo = —4 w3 = -1 Wy = 3
-1 -3 -1 0
~1 —4 -2 -1

1. Encuentra una subfamilia de la familia (v1, v2, v3, va)
que sea base de span(vy, v2, v3, va).

2. Halla qué vectores w; pertenecen a span(vi, va, v3, va).

3. Calcula las coordenadas de dichos vectores w; € span(vy, va, v3, v4)
en la base que has calculado en el primer apartado.
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Ejemplo 1.47.

1.7. Coordenadas

Solucién.

1. (v1,v2, v3) es base de span(vy, va, v3, v4).
2. wi,wp, wz € span(vy, va, v3, va), pero wa & span(vi, va, v3, va).

3. Las coordenadas de w; en la base (vq, vo,v3) son (1,-2,1)7,
las de w son (3,1,—5)7, y las de w3 son (1,0, —2)".
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Ejemplo 1.47.

1.7. Coordenadas

Solucién.
2 0
1 2
(vi]...|valwa]...|wa) = 10
0 1
1 00 2
PR 010 3
0 01 O
0 00O
va = 2vi + 3w <—

Al hacer operaciones de Gauss por filas
las relaciones entre las columnas siguen siendo las mismas.

0 -2|-1 -3 -1

1 3 1 0
2 1 0 0
1 5 oo |=(al
0 0 0 1

¢ =2c +3¢

..‘Cg)

https://personal.unizar.es/rodrigo

Ejercicios 1.48.

1.7. Coordenadas

= 1.22

= 1.23

= 1.24

https://personal.unizar.es/rodrigo

Algebra Lineal |

Algebra Lineal |


https://personal.unizar.es/rodrigo
https://personal.unizar.es/rodrigo
https://personal.unizar.es/rodrigo
https://personal.unizar.es/rodrigo

Capitulo 1. Espacios vectoriales

1.8. Suma directa |

https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Definicién 1.49.

1.8. Suma directa |

Sean S1,..., S, subespacios de un espacio vectorial V.
Decimos que la suma S; + -+ + S, es directa si
todo vector de 51 + - -- + S, se puede expresar de manera (nica

como suma de vectores de Sy,...,S,.

Es decir,siay+---4+a,=by1+---+ b, con a;,b; € 5;
implica que a; = b; para todo i.

Cuando la suma es directa, escribimos S1 @ --- @ S,
en lugar de escribir 51+ --- + S,.

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Definicién 1.49.

1.8. Suma directa |

a 0 1 1 0 1 0
b -+ c 2l =121 +|0] =[1]+|1
0 d 3 0 3 0 3
a 0 1 1 0
b )]0 2| _ [2] |0
0 c 31 |oO 3
0 d 4 0 4
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Proposicién 1.50.
1.8. Suma directa |
Sean Sy T dos subespacios de un espacio vectorial V.

1. Sy T tienen suma directa si y solo si SN T = {0}.

Demostracién.
= (=) Seav €SN T, nuestro objetivo es demostrar que v = 0.

Observamos que:

v +(-v)=0=_0 + 0
~ - ~— =~
) cT €S eT

Por la unicidad de la suma directa, debe ser v =0y —v = 0.

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |



https://personal.unizar.es/rodrigo
https://personal.unizar.es/rodrigo
https://personal.unizar.es/rodrigo
https://personal.unizar.es/rodrigo

Proposicion 1.50.

1.8. Suma directa |

Demostracion.
= (ST «— SNT={0})

Sean s1,5 € Sy t1,tp € T tales que s; + t1 = 5o + 1o,
debemos probar que s; = s y t1 = to.

Notamos que:

sS1—S =t—t €SNT
—— ——
(=) eT

Portanto s; —sp =0y to — t; = 0.

DJ
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Proposicién 1.50.
1.8. Suma directa |
Demostracion.
a) Veamos que esta familia genera S+ T:
S+ T = span(X1,...,Xr,S1,---,Sm) +span{xy, ..., Xp, t1, ..., tp)
= SPAN(X1, .« s Xry Sly vy Smy XLy« -« Xry t1y e vy tn)
= SPaN(X1, ..., Xr,Sly--sSmytly.-,tn)
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Proposicion 1.50.

1.8. Suma directa |
(Recordamos que Sy T son dos subespacios de un espacio vectorial V).
2. Si V es de dimensién finita, entonces:

dm(S+T) = dmS + dimT — dim(SNT)
i r+m+n? rm ren r

Demostracion.
Cogemos una base (xi, ..., x,) del subespacio SN T.

La ampliamos con {Stl’ o ,sm} hasta formar una base de {“75_}

1,---5tn

Basta ver que (x1,...,Xr,S1,.-.,Sm,t1,...,tn) €s base de S+ T.
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Proposicién 1.50.

1.8. Suma directa |

Demostracion.
b) Veamos que la familia es libre.

Suponemos que:
r m n _
Za,’Xi +Z,3j$j = Z’yktk =0
i=1 j=1 k=1

Hay que ver que necesariamente los «;, los 3; y los v, son todos cero.

4
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Proposicion 1.50.

1.8. Suma directa |

Demostracion.

r m n
Za;xi—i-Zﬁij: —Z’yktk esnT
i=1 =1

k=1

€S eT

Como (x1,...,x,) es base de SN T, existen dy,...,0, tales que:
r m r m
Za,-x,- I Z/BJS{, = Z(S,'X,‘ +ZO - S
i=1 j=1 i=1 j=1

Pero (x1,...,X,S1,...,5m) es familia libre, luego «; = §; para todo i,
y Bj = 0 para todo ;.
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Notas 1.51.

1.8. Suma directa |

1. Dos subespacios Sy T de un espacio vectorial V
se dicen suplementariossi S® T =V,
es decir, si tienen suma directa, y dicha suma es el total.

2. Si V es de dimensién finita,

siempre podemos encontrar al menos un suplementario
de un subespacio S dado.

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Proposicion 1.50.

1.8. Suma directa |

Demostracion.
Asi la ecuacién inicial ahora es:

r n
Zaixi + Z'thk =0
i=1 k=1

Aplicando que (xi, ..., X, t1,..., ty) es familia libre,
obtenemos que también los a; y los v, son todos cero.
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Ejercicios 1.52.

1.8. Suma directa |

= 1.25
= 1.26
= 1.27
= 1.28

= 1.29
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Capitulo 1. Espacios vectoriales Proposicion 1.53.
1.9. Suma directa Il

Sean 5, ..., S, subespacios de un espacio vectorial V' de dimensién finita.

Son equivalentes:

[y

. Los subespacios S1,...,S, tienen suma directa.
2.Sivi+---+v,=0, con cada v; en S;, entonces v; = 0 para todo i.

3. Al juntar una base de cada S;, obtenemos una base de 51 +--- + 5.

4. dim(S1+ -+ S5) = dimS; +--- +dim S,,.
1.9. Suma directa Il
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Proposicién 1.53. Proposicién 1.53.
1.9. Suma directa Il 1.9. Suma directa Il

_ _ ) 2.Sivi+---+v,=0, con cada v; en S;, entonces v; = 0 para todo i.
1. Los subespacios Si,...,S, tienen suma directa.

_ _ _ ] 3. Al juntar una base de cada S;, obtenemos una base de 51 4+ -+ S,,.
2. Sivi+---4+ v, =0, con cada v; en S;, entonces v; = 0 para todo /.

Demostracion.
Demostracion. = (3=2)Sean v; € S; tales que vi +---+ v, = 0.
* (2=1)Sia+---+ap=bi+--+ by con a, bi € i, entonces: Para cada i, sea (a1, ai2,...) una base de S;.

(ap—b1) +---+ (an—by) =0 Asi, fijado 7, existen escalares \;; tales que v; = }°; Aj;a; ;.

—_———
Luego 0 =3 vi =3; (Zj )‘iJai,j) = 2ij Aijai-

esl esn
Como (a; ) es familia libre, necesariamente todos los escalares \; ;
son 0, luego todos los v; son 0.

Luego a; — b; = 0 para todo i.

= (1 = 2) Evidente.

= (2 = 3) Muy similar a la implicacién anterior.
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Proposicion 1.53. Ejercicios 1.54.

1.9. Suma directa Il 1.9. Suma directa Il

3. Al juntar una base de cada S;, obtenemos una base de S; + --- + S,,.

4. dim(S14---+S,) =dimS; + - +dim S,.

Demostracion.
i = 1.30
= (4 = 3) En general siempre se cumple que,
si juntamos una base de cada §;,
obtenemos una familia que genera el subespacio S; + --- + S,,.
Por dimensiones dicha familia es base.
= (3 = 4) Evidente.
O
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Capitulo 1. Espacios vectoriales Ejercicios espacios vectoriales

Ejercicios espacios vectoriales
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Ejercicio 1.1.1.

1 -3 dai 1 -3 al

3 1 an N 0 10 — 331 + a»

1 7 |a3 0 10 —a;+ a3

2 4 | a4 0 10| —2a; + a4
1 -3 a
0 10 —3a1 + a»

— 0 0 |23 —ayx+ a3

0 0 al—ax+as

Por tanto el sistema del enunciado es compatible determinado si y solo si:

2a; — ap + a3 =0
dap — az +as = 0
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Ejercicio 1.1.2.
1 2 3|bh 1 2 3 by
2 5 3| b — 0 1 —3| —2b1 + by
1 0 8| b3 0 —2 5 — b1+ b3
1 2 3 by
-1 01 =3 —2b1 + by
0 0 —1| —5b;+2by+ b3

Por tanto el sistema del enunciado es compatible determinado siempre.
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Ejercicio 1.1.1.

2 -1 1 010 N 1 -1 0
1 -1 0 1|0 2 -1 1
. 1 -1 0
0 1 1
Las soluciones de este nuevo sistema son:
ag = A a=u a=—p+ 2\
https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |
Ejercicio 1.2.1.
Si que existe.
0 2 | —1 01 2 |-1
3 —1] 5 -1 3 0 —-1| 5 —
-2 5 | =2 11 4 3
1 1 4 3 11
-1 0 1 2 -1 -1 01
0O -3 —-13| —14 0 0
1 10| -1 1 0 0] 2
-1 0 1 0| —3 —1 0 1 0] -3 —
0 01 1 0 0 11

https://personal.unizar.es/rodrigo

Algebra Lineal |

0
2|0
a=-—-p+A
11 4| 3
01 2 |-1
30 —-1|5
4 3
2 -1
-7 =7
0 —-2|0
1 0 |-3
0 1 1
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Ejercicio 1.2.2.

No existe.
5 -1 —4]|-11 N 5 -1 —4 | -11
-10 2 2 4 0O 0 —-6| —18
. 5 -1 01 . 1 -1/5 0|1/5
0 0 13 0 0 1| 3

Las soluciones del sistema inicial son:

Xp = A x3=3 X1:)\/5—|—1/5
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Ejercicio 1.3.

AY_( A\ F o -R
F> AR+FR - -FR -H-F
F> F> F>
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Ejercicio 1.2.2.

Al aplicar operaciones del método de Gauss por filas,
las soluciones del sistema no cambian.

Los valores x; = % xp = 0, x3 = 3 son solucién del sistema inicial (A = 0).
Sin embargo dichos valores no cumplen la ecuacién x; — 2x3 = 0.

Por lo tanto ningun sistema al que podamos llegar,
partiendo desde el sistema inicial,
podra contener la ecuacién x; — 2x3 = 0.
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Ejercicio 1.4.

Vamos a demostrar que todos los sistemas que cumplen las tres
propiedades del enunciado tienen la misma solucién: x = —1, y = 2.

4x +3y =2 y=2
X =-1 3x+4y =5
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Ejercicio 1.4. Ejercicio 1.4.

a a+d | a+2d a a+d|a+2d
a+3d a+4d | a+5d 3d 3d 3d Por tanto el sistema tiene exactamente dos incégnitas.
a+6d a+7d | a+8d | | 6d 6d | 6d _ _ _
24+9d a+10d | a+11d od 9d 9d Como el sistema es compatible determinado, d # 0.
a atd)at2d a atd|at2d )  (a at+d|at2d
N d d d d 1 1 1
0 0 0
0 0

Observamos que, aunque el sistema tenga tres o mas ecuaciones,

solo las dos primeras nos aportan informacion. 1 111 1 0] -1 X =-1
— —
_ ) ) _ 0 1]2 0 1| 2 y=2
Ademas nos dicen que el sistema es compatible determinado,
luego como mucho puede tener dos incégnitas.
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Ejercicio 1.5.1. Ejercicio 1.5.1.

1. Asociatividad:

Si que es espacio vectorial. x&y)dz=(x-y) z

Hay que demostrar que se cumplen las ocho propiedades. x®(ydz)=x-(y-2z)
iCuidado! En dichas propiedades tenemos dos sumas distintas: La asociatividad de la suma en este espacio vectorial es consecuencia
La suma & de vectores. de la asociatividad del producto de niimeros reales.
La suma + de escalares. 2. Lo mismo sucede con la conmutatividad:
Y dos productos distintos: XOy=x-y
El producto ® de escalar por vector.
yex=y-x

El producto - de escalares.

3. El vector nulo es 1, porque 1@ x =1-x=x paratodo x € (0, 00).

4. Dado x € (0,00), su vector opuesto es x L.
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Ejercicio 1.5.1. Ejercicio 1.5.2.
5. Distributividad:

A (x@y) = (x-y)

\ N No es espacio vectorial.
Aox)e(Aoy)=(x") (")
Si que se cumplen las siete primeras propiedades,

6. Distributividad: pero falla la octava (1 - v = v para todo v € V).

— (A tn)
(A+p) ©Ox=x Contraejemplo: x =7, y =8, z=0.

Aox) @ (nox)=(x") - (x")

7 1-7 7 7
7. Asociatividad: 1-(8) =|1-8) =|8] #|8
9 0 0 9
(A ) ©x = xOH
MO (o xX)=A0 (xH) = (x*)
8. lox=xl=x.
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Ejercicio 1.6. Ejercicio 1.6.
Apartado 1 Apartado 1
Empecemos contando solamente los de la forma:
[Vl T vo+vs+ V4] v [vl +vo+v3+ V4] + v — 5 posibilidades
Por ejemplo: [vl + v+ V3} + [V4 + V5- — 2 posibilidades
[Vl + (v2 4 (v3 + V4))] + vs [((Vl +v2) 4 v3) + V4] + Vs [vl + vz] + [V3 T vg+ v — 2 posibilidades
Hay 5 en total; tantos como posibles sumas de 4 elementos. vi+ [V2 + Vst vatvs - 5 posibilidades

vi+(v2+(v3+ v + v vi+((v+wv3)+wvy)| + v
[ 1 (2 v 4))] ° [ 1 ((v2 +wa) 4)] > En total la solucién es 14 posibilidades.

[(Vl )+ (v + V4)] Vs Hemos resuelto el caso n = 5 utilizando los casos anteriores n = 3, 4.

Esta técnica en matematicas se llama induccion.
[(v1 + (v +w3)) + V4] + vg [((Vl +w)+w)+ v4] + vs
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Ejercicio 1.6.

Apartado 1

Para quien quiera profundizar.

Sea C, el nimero de posibles maneras de agrupar los paréntesis en una
suma de n elementos.

G =1 G=1 G=2 Gy =5 G =14

n—1
Ch= Z G- Chi
i=1

Estos son los niimeros de Catalan.

1 (2n-2
Cn:;'<n—l>

https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Ejercicio 1.7.

Que el producto por escalares F x V — V sea sobreyectivo significa:
Para todo v € V, existen A € F, w € V tales que Aw = v.

Hay que demostrar la octava propiedad (1 - v = v para todo v € V).

Sea v € V cualquiera.
Por la sobreyectividad, existen A € F, w € V tales que Aw = v.

l.v=1-A-w)=1-N)-w=A-w=v

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |
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127

Ejercicio 1.6.

Apartados 2 y 3
i+ ((vo+v8) +va)| +v6 = [+ vot+ vs + ] + s
= [+ +vstu]+v=[wtutul+v
— WAt
[w+m+wﬂ+h+w}{w+m+m}%m+@
:Rn+m+m}%m+w}ﬂw+wh{m+@
=W vst vt

Este argumento se puede repetir para demostrar
el caso general a partir de los casos anteriores.
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Ejercicio 1.8.1.

ut+v=v+w — u=w

Sumamos el opuesto de v en ambos lados de la igualdad:

(u+rv)+(—v)=u+(v+(-Vv))=u+0=u
I
(viw)+(-v)=w+v)+(-v)=w+t(v+(-v))=w+0=
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Ejercicio 1.9.1.

S1={(a,b,c,d)" € Q*| a+2d =0}

Si que es subespacio.
Hay que demostrar que se cumplen las tres propiedades.

El vector nulo (0,0,0,0)7 estd en Sy, yaque 0+2-0=0.

https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Ejercicio 1.9.1.

Veamos que es cerrado para el producto por escalares.

a
AeQ 5 €S — a+2d=0
d
(Aa) + 2(\d) a Aa
b Ab
= A a+ 2d) = A ol =1
=\-0=0 d Ad
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Ejercicio 1.9.1.

Veamos que es cerrado para la suma.

dai an d
ay+2d; =0
b , ba| ¢ S — —
€1 €2 a+2dr,=0
d1 d>
(31 + 32) + 2(d1 + d2) al a» ay + a
by by b1 + by
ay+2d1 + a4+ 2dr, < o + & a1+ o
—040=0 di d> d1 + do
https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |
Ejercicio 1.9.2. S ={(a,b,c,d)T €Q*|a+2d =1}
0 5 50
0 0 0
ol #°2 0 | €% o | #°2
0 -2 —20
0+2-0=0 5+42.(—2)=1 50 + 2 - (—20) = 10
3 9 12
0 0 0
0 S 52 0 S 52 0 ¢ 52
-1 ) -5
3+2.(-1)=1  9+42.(-4)=1 1242 (=5) =2
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Ejercicio 1.10.1.

T={(z,2)" |zeC}

No es subespacio.

Falla el producto por escalares. Contraejemplo:

243
(2—3,') €T

https://personal.unizar.es/rodrigo

Ejercicio 1.11.1.

La igualdad es falsa. Debemos encontrar un contraejemplo.

vV =R?

M= span((3)) = {(3) | a € B} = {(})
N =span((9)) = {(8) [ be B} = {(}) € B? | x = 0}
L=span((1)) = {(£) | c € B} = {() € B2 | x = y}

M+N={(3)+ (%) abeR} ={(})]abecR} =R?
y =0} ={(§

LOnM={(;)eR?|x=y,

(2430 _
"\o—3i) T

Algebra Lineal |

LAN={(})eR?|x=y, x=0} ={(§

LA(M+N)=LNR?>=1L

-

) eR? |y =0}

)}
)}

(LOM)+(LaN) ={(§)} +{(8)} = {(D)}

https://personal .unizar.es/rodrigo
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Ejercicio 1.10.2.

T={(z,2)" |ze C}

Si que es subespacio.

Hay que demostrar que se cumplen las tres propiedades.

ver (IR er = () - (G320 <7
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Ejercicio 1.11.2.
Seaue LN(M+(LNN)), probaremos que ue (LNM)+ (LN N).

u (LOM)+(LAN)

<=  existen xeLNM, yelLNN talesque u=x+y
—_— ——
xeL, xeM yeL,yeN

velNn(M+(LNN)) = wuel,ueM+(LNN)

=  existenae M, beLNN talesque u=a+b
———
bel, beN

Podemos tomar x = a, y = b. Nos falta comprobar que a € L.

a= u — b €L
~— ~—
eL eL

https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal | 136


https://personal.unizar.es/rodrigo
https://personal.unizar.es/rodrigo
https://personal.unizar.es/rodrigo
https://personal.unizar.es/rodrigo

Ejercicio 1.11.2.
Seaue (LNM)+(LNN), probaremos que u e LN(M+ (LN N)).

? el
ueLN(M+(LNN) = "
ue M+ (LNN) <«

< existenxe M, ye LNN talesque u=x+y
——

yeL,yeN

we (LAM)+ (LN N)

—  existen a€cLNM, beLNN talesque u=a+b
ael, acM beL, beN

Podemos tomar x = a, y = b. Nos falta comprobar que u € L.

u= a + b €L
—~  ~~

eL eL
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Ejercicio 1.13.
| = D Probaremos el contrarreciproco: ‘ nol <= noD ‘

SUT no es subespacio — S¢T yv TES
De las tres propiedades de subespacio, la que falla es la de la suma.

S¢T —  existeacStalqueag T
T¢S —  existebe Ttalqueb¢$S

Luego tanto a como b estanen SU T.

Veamos que a+ b no estd en SU T mediante reduccién al absurdo.
Suponemos que a+ b € SU T, y llegaremos a una contradiccion.

Si por ejemplo a+ b € S (anadlogamente si a+ b € T), entonces:

b= (a+b)— _a €5 contradiccién
— ~—
€s €s
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Ejercicio 1.13.

S, T subespacios.

SU T es subespacio — obien SCT obien TCS

| < D

Si por ejemplo S C T, entonces SUT = T.
Luego SU T es subespacio, porque por hipétesis T es subespacio.

Andlogamente si T C S.
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Ejercicio 1.14.

Fijamos un vector (t1, to, t3)7 € R3.

X1+ Xo=1t
Existen x1, x> € R tales que X1— XxXp=1 —

X1+2x =1t

1 1 t1
— dx1,x € R tq. x-|[1]l4+x-|-1]|=|t
1 2 t3
t1 1 1
= |l espan(|1|,|-1])=T
t3 1 2

Por dltimo, T es subespacio porque
sabemos que cualquier subconjunto de la forma span(vy, v2) es subespacio.
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Ejercicio 1.15. Ejercicio 1.15.

La familia es libre si y solo si

1 1 2 1 0 1 1 2 110 1 1 2 1 0
n « n -3 + 9 10 2 a -3 9|0 N 0 o—2 -7 7 0 N
R I B N B A N e N ) -3 -3 -1 410 0 0 5 B+43]0
2 2 1 5 0 2 2 1 5|0 0 0 -3 3 0
implica que necesariamente x; = xp = x3 = x4 = 0. 1 1 2 1 0 1 1 2 1 0
Transformamos esta ecuacién vectorial en un sistema de cuatro ecuaciones: 0 a—-2 -7 7 0 N 0 a-2 -7 7 0
0 0 -1 6+91|0 0 0 -1 68+9 0
X1+ X+2x3+ x4 =0 0 0 -3 3 0 0 0 0 —-35-—-24|0

2x1+axp —3x3+ 9x4 =0
—3x1—3x— x3+08x4=0
2x1+ 2x0+ x3+ 5x4 =0

La familia es libre <= el sistema es compatible determinado <=

a#2 y  B#-8

Asi el problema se reduce a calcular para qué valores de , 8 € C
el sistema es compatible determinado.
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Ejercicio 1.16. Ejercicio 1.16.

Sea null el vector nulo de este espacio vectorial:
P sen(x) - Afcos(x) - p=0 VYxeR =  A=pu=0
null :R — R

x+—0 Resolver estas infinitas ecuaciones nos llevaria mucho rato.

Idea: De las infinitas ecuaciones, vamos a coger unas pocas, con la
Sean A, p escalares tales que: esperanza de que el subsistema resultante sea compatible determinado.

A - sen+p - cos = null

sen(0) - A+ cos(0)- =0 p=0

Debemos probar que necesariamente A = = 0. sen(7/6) - A + cos(m/6) - it = 0 (ﬁ/2) A+ (\/§/2) =0
sen(m/4) - A +cos(m/4) - u=0 <= {(V2/2)- A+ (vV2/2)-p=0

Convertimos esta ecuacién vectorial en un sistema de infinitas ecuaciones: sen(m/3) - A+ cos(w/3) - u =10 (V3/2) - A+ (V1/2) - u=0
A -sen(x) + p-cos(x) =0 para todo x € R sen(m/2) - A+ cos(m/2) - p =0 A =0
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Ejercicio 1.17. Ejercicio 1.17.

| <= D Probaremos el contrarreciproco: ‘ nol = noD ‘

Debemos probar que o bien a; = 0

5 o bien existe k € {2,...,n} tal que ax € span{ai,...,ak_ 1)
a
(a1,...,an) es libre <«— { 17

ax & span(an, ... ak_1) Vk=2,....n La hipétesis es que existen escalares A1,..., A\, (no todos nulos) tales que:
)\131+---+)\nan:(_)
Idea: Sea k tal que \y Z0y Ay1=---=A, =0.
| = D

Mar+ -+ Max=0 Ak #0
Hemos visto en teoria que una familia es ligada si contiene al vector nulo,

0 si un vector se puede expresar como combinacién lineal de los demas. Si k=1, A\ja; =0, con A\; # 0. Por lo tanto a; = 0.

Si k > 2, despejamos ay:

=\ —Ak-1
=—~V—-a+- -+ - ak—1 € span(at, ..., ak 1)
Ak Ak
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Ejercicio 1.19.1. Ejercicio 1.19.1.

a —2)
3a 3 3a 0 b . A
a a=1, b=0 1 a a=0, b=1 0 hi=q].|€C la+2d=0; = P | 0, u, A € C
a—b>b 1 a—b>b -1 d 5
b 0 b 1
3 0 0 0 -2
1 1 0
Los vectores | /|, | ", | generan S,y son linealmente independientes Los vectores ol l1l°1 o forman una base de Ty
0 1 0 0 1

porque no son proporcionales, luego forman una base de Si. (son linealmente independientes porque estan escalonados).
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Ejercicio 1.19.1. Ejercicio 1.19.1.

Para hallar una familia generadora de 51 + T3

_ . Para hallar las ecuaciones implicitas de 5; N Ty
juntamos las familias generadoras de S1 y Ti.

juntamos las ecuaciones implicitas de S; y Ti.

3 0 0 0 _2 Empezamos calculando las ecuaciones implicitas de S;.
1 0 1 0 0
51 + Tl - Span< 111 =1l1ol’ 11" 0 > X1 X1 3a
0 1 0/ \0 1 21 es ~— JabeCtq [®|=]"7°
X3 X3 a—»>b
3 0 0 -2 0 X4 X4 b
— span( 0 1 0 0 )
- p 0 ) 0 ) 1 ) 0 ) _1 32 = X1
0 0 0 1 1 ] a = X )
= el sistema es compatible
1\ /0\ /0\ [0 a—b=x
0 1 0 0 b= x4
— Span( 9 9 9 )
0 0 1 0 L, , .
0 0 0 1 (a, b son las incégnitas; xi, x2, X3, X4 son parametros fijos)
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Ejercicio 1.19.1. Ejercicio 1.19.1.
3 0 |x 1 0 |x 10 X2 Solucién alternativa para calcular ;N T;.
1 0 |x 0 1 |xa 01 X4 T .
1 —1|x3 -1 1 1 X3 ~10 0o s+ X3+ % w = (3a,a,a— b,b)" es un vector genérico de Sj.
0 1 |xa 3 0 |x 00 X1 — 3xo
wéeTy <= wcumplelaecuaciéon x; +2x4 =0
- xt+x3+xa=0 —3
51—>{X1—3X2 =0 T1_>{X1 +2X4:0 < 3a+2b:0 < b:7a
5 —3\7
— xo+x3+ x4 =0 X3 — Xp + x4 =0 — W= 33,3,58,78
SiNT1— {xx—3x =0 «— —3x + x1 =0
X1 +2x3 =0 x1+2x4=0

5 —3\' 5 —3\"
SSNTy = {(33, 3,54, 73) |ae (C} = span<<3,1, > 7) )
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El vector (6,2,5, —3)7 forma una base de S; N T;.
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Ejercicio 1.24. Ejercicio 1.24.

Fijamos la base (A1, Az, A3, As) y trabajamos en coordenadas.

1 00(2 0 01 1 0 -1|/0 1 00
272721100 0 0101—300_)0101—300
2 9 o 00 12 -1 01 00 0|0 O 1O
(b1|b2|bsla1|az|aslas) = | - 710100, 000[/0 O 10 00 1 (2 —-10 1
7?7?0010
7?7?70 0 01
01 01 -3 00 31 -3/1 000
1002 0o 01 _ 1 0 -1/0 1 0O _ 1 0 -1/0 1 00
_>"'_>0101_300 00 0|0 O 1O 00 0|0 O0T1T0O0
00 112 -1 0 1 00 12 —-101 10 01]2 001
0 00O O 10
3 1 -3|{1 0 0O
1 0O —-1/0 1 0 O
Porque (Bi, By, B3) es una familia libre. — 0 0 010010
Porque As es linealmente independiente de By, By, Bs. -5 -2 6|0 0 01
Las operaciones de Gauss son reversibles.
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Ejercicio 1.24. Ejercicio 1.25.

dim(51 + 5 + 53) = dim(51 + 52) + dim S3 — dim[(51 + 52) n 53]
=dimS; +dim S; — dim(51 N S,) + dim S3 — dim[(S51 4+ S2) N S3]
= dim S1 +dim Sy + dim S3 — dim(51 N Sy)

Por tltimo no debemos olvidarnos de deshacer el cambio a coordenadas,
— dim[(51 N 53) + (52 N 53)]

para escribir la solucién como matrices 2 x 2:
=dim $1 +dim S, 4+ dim S3

g _ (3 1 g _ (1 0 g (3 -1
1710 -5 27 \lo -2 = \lo 6 —dim(51 N $;) — dim(51 N S3) — dim(S; N S3)

+dim(51 NSNS NS3)
51NSNS3

El problema es que, en general:

(51 +52)ﬂ53 #* (51 ﬂ53)+(52ﬂ53)
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Ejercicio 1.25. Ejercicio 1.28.1.

Funcién Par Funcién Impar
Nuevo ejercicio. Prueba que: y y
(S1+5)NSs 2 (S51NS3)+(S2NS3)
Y encuentra un ejemplo en el que este contenido sea estricto. f(x) = —f(—x)
= e X
X
= dim[(51 + S52)N S > dim[(5:1NS3)+(S2NS
51+ %) 5] 2 [(510155) + (521 >5)] F(x) = f(—x)|  F(x)=e F(x) =
- —dim[(S1 +5)NS3] < —dim[(51 N S3) 4+ (S2 N S3)] =e”
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Ejercicio 1.28.1. Ejercicio 1.28.2.
Para cada n € N definimos p, : R — R como la funcién par:
po(x) {1 si X=n,—n P={f:R—R|f(x)=f(—x) para todo x € R}
n\X) =
0  enotro caso I ={f:R—R|f(x)=—f(—x) para todo x € R}

El subespacio P no es de dimensién finita.
Por ejemplo, dim P > 2 porque la familia de vectores (p1, p2, p3) es libre:

PN ={null}|

A1-pr+A2-p2+ Az p3 = null =

Sea f : R — R una funcién que es a la vez par e impar.
= p(x)MFp(x)-At+p(x)A3=0 VxeR

Sea x € R cualquiera:

A1 =0 six=1
. o — 0 G x — 2 f(x) =1f(—x)=—f(x) = 2-f(x)=0 = f(x)=0
A3 = 0 six=3
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Ejercicio 1.28.2. Capitulo 2. Aplicaciones lineales y matrices

2.1. Aplicaciones lineales
P+1=RE

Sea f : R — R una funcién cualquiera.
Buscamos una funcién par p y una funcién impar g tales que f = p + gq.

f(x) = p(x) +q(x)
F(=x) = p(=x) + a(=x) = p(x) — q(x)

Por lo tanto debe ser:

f(x)+ f(—x f(x)— f(—x

oy - 0+ () a0 — 0= F)
2 2
Finalmente comprobamos:
p(—x) = p(x) q(—x) = —a(x) p(x) +q(x) = f(x)
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Repaso 2.1. Repaso 2.1.
2.1. Aplicaciones lineales 2.1. Aplicaciones lineales

1. Una aplicacién f entre dos conjuntos V' 'y W, escrito f : V — W,
es una correspondencia que asigna a cada elemento del conjunto

_ , . . . 4. Una aplicacién es inyectiva si todo elemento del conjunto final
inicial V un dnico elemento del conjunto final W.

tiene a lo sumo una preimagen.
2. Las dos aplicaciones siguientes son distintas, ya que aunque la regla

: Es decir, f(u) = f(v) implica u = v.
de asignacién es la misma, los conjuntos finales son distintos:

FR_—5R g: R —[3,00) 5. Una aplicacién es sobreyectiva si todo elemento del conjunto final

) ) tiene al menos una preimagen.
x— 3+ x x— 3+ x

Es decir, para todo w € W existe un v € V tal que f(v) = w.
3. La siguiente correspondencia no es una aplicacién, ya que no hemos

definido la imagen del nimero 5: 6. Una aplicacién f : V — W es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.
FR_R En tal caso existe su aplicacién inversa f~1: W — V.
x+—1/(x —5)
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Definicién 2.2.

2.1. Aplicaciones lineales

Sean V y W dos espacios vectoriales
sobre el mismo cuerpo de escalares FF.

Sea f : V — W una aplicacién entre los conjuntos V' y W.

Se dice que la aplicacién f es lineal si:
1. f(u+v)="f(u)+f(v) paratodosu,veV.
2. f(Av)=Af(v) paratodos AeF, veV.

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Notacion 2.4.

2.1. Aplicaciones lineales

1. Gracias a las notas 1.46 sabemos que,
si en un F-espacio vectorial V de dimensién finita n
fijamos una base B,
entonces queda definida una aplicaciéon de V en F”
que a cada vector lo envia a sus coordenadas en la base B.

Denotaremos esta aplicacion:
fB VvV —TF"

Observamos ahora que las ecuaciones
fa(v+w) =1fa(v)+f(w) vy fA-v)=A-f(v)
dicen exactamente que esta aplicacién es lineal.

También sabemos que fg es biyectiva.

https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

165

167

Notas 2.3.

2.1. Aplicaciones lineales

Sea f : V — W una aplicacién F-lineal. Entonces:

1. f(0 )=0

(Denotamos 0 tanto al vector nulo de V como al de W).

Demostracion.
f(0) = f(0-0) =0-£(0) = 0.

2. f()\]_Vl + -+ )\nVn) = )\1f(V1) +- )\nf(Vn)
para todos Ay,..., A\p €F, v1,...,v, € V.
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Notacion 2.4.

2.1. Aplicaciones lineales

2. Dada una matriz A € Mp,«n(FF), denotaremos hy a la aplicacién:

hy : F' — F™
X — A .- X =Y
~—~ ~— =~ ~—~
nx1 mxn nx1 mx1

Por esto escribimos los vectores de F” por columnas,
para poder interpretarlos como matrices de tamafio n x 1,
y que el producto A - X tenga sentido.

La aplicacion h4 es lineal;

por ejemplo ha(X1 + X2) = ha(X1) + ha(X2)
debido a la propiedad distributiva de las matrices.
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Ejemplos 2.5.

2.1. Aplicaciones lineales

1. La siguiente aplicacién es lineal porque es de la forma h = ha.

X1 X1 B X1+ _ 2(x1+x])—(x2+x5)
() + () =Gy = (58
() () - (005 -3
X2 X5 —3x2 —3x] —3x2—3x}
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Ejercicios 2.6.

2.1. Aplicaciones lineales
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Ejemplos 2.5.

2.1. Aplicaciones lineales

2. La aplicacién que a cada polinomio le asocia su derivada es lineal:

R[X] — R[X]
30+31X+“'+3an'—>31+232X+---—|—nanxn_1

3. La aplicacién nula, que a cada v € V lo envia a 0 € W, es lineal.

La aplicacién identidad idy : V — V/, dada por idy(v) = v, es lineal.

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Capitulo 2. Aplicaciones lineales y matrices

2.2. Ncleo e imagen
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Definicién 2.7 y notas 2.8. Notas 2.8.

2.2. Nicleo e imagen 2.2. Nicleo e imagen
‘ Definicién 2.7. ‘ 3. f es inyectiva si y solo si ker f = {0}.
1. Definimos el niicleo de una aplicacién lineal f : V — W como: Demostracién.
ker f = {v e V| f(v)=0} Recordamos que, por ser f lineal, f(0) = 0.

Asi, la implicacién de izquierda a derecha es evidente.

2. Recordamos que la imagen de una aplicacién f : V — W es: Supongamos pues que ker f = {0},
y sean v, vp € V tales que f(vi) = f(w),

imf ={w e W |existe v € V tal que f(v) = w} deiees Rl G v = s

Observamos que 0 = f(v1) — f(v2) = f(v1 — v).

Notas 2.8.| Seaf:V — W lineal. Luego el vector vi — v» estd en el niicleo de f.
Por tanto vi — v» = 0, es decir, vi = w».

1. ker f es un subespacio del espacio inicial V.

2. im f es un subespacio del espacio final W. 4. f es sobreyectiva si y solo si imf = W.
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Proposicién 2.9. Proposicién 2.9.
2.2. Nicleo e imagen 2.2. Nicleo e imagen
Sea f: V — W lineal. Demostracién.
Supongamos que dim V' < oo. 1. Demostremos que (f(am+1),---,f(an)) genera imf.
Entonces: Cogemos un vector w € im f cualquiera,
dim V. — dim(ker f) = dim(im f) esto significa que existe v € V tal que f(v) = w.
n m in—m? Como (a1, ..., an) es base de V,

existen escalares \; de manera que v = Aja; + - - - + Apap.

Demostracion.

Sea n=dim V, y sea m = dim(ker f). w = f(v) = f(Arar + -+ Apap)

Tomamos una base (ai, ..., am) de ker f, = Mif(a1) +--- + Anf(an)
y la ampliamos con a1, ..., a, hasta formar una base de V. = A0+ A0+ AmirF(ams1) + - - + Anf(an)
Basta que probemos que (f(am+1),...,f(an)) es base de imf.

- - /\m+1f(am+1) + )‘nf(an)

174
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Proposicion 2.9.

2.2. Nicleo e imagen

Demostracion.

2. Veamos que (f(am+1),---,f(an)) es familia libre.
Sean pm+1,-- -, b €scalares tales que:
0= Hm—i—lf(am—i—l) + -1 Mnf(an)

= f(mr1amy1 + -+ pnan)

Por tanto el vector u = tm+1am+1 + -+ + Knan
esta en el nicleo de f.
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Corolario 2.10 (de la demostracién).

2.2. Nicleo e imagen

Sea f : V. — W una aplicacién lineal y biyectiva.

1. Si(a1,...,an) es base de V,
entonces (f(a1),...,f(an)) es base de W.

2. En particular, dim V = dim W.
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Proposicion 2.9.

2.2. Nicleo e imagen

Demostracion.

(Sabemos que el vector u = pimi1am+1 + -+ - + pnan esté en ker f,
y tenemos que probar que fimi1 =+ = pp = 0).

Como (ai,...,am) es base de ker f,
existen escalares p1, ..., um tales que:

p1a1 + -+ Umam = U = mt1@m+1 + -+ Upan

Pero sabemos que (a1, ..., am, am+1,---,an) es familia libre,
por lo que necesariamente y; = 0 paratodoi=1,...,n. L]
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Corolario 2.11.
2.2. Nicleo e imagen
Sea f : V — W una aplicacién lineal tal que dim V = dim W < cc.
Entonces:
f es biyectiva <= f es inyectiva <= f es sobreyectiva
Demostracién.
f es inyectiva <= kerf = {0} <= dim(kerf) =0
<= dim(imf) =dimV <= dim(imf) =dim W
<= imf =W <= f es sobreyectiva
Aplicando que dim V — dim(ker f) = dim(im f). O
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Ejercicios 2.12. Capitulo 2. Aplicaciones lineales y matrices

2.2. Nicleo e imagen

2.3. Propiedades de las aplicaciones lineales

= 24

= 25

= 2.6

= 27

= 28

= 29

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal | 181 https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal | 182
Propiedades 2.13. Propiedades 2.13.
2.3. Propiedades de las aplicaciones lineales 2.3. Propiedades de las aplicaciones lineales
2. Si la aplicacién f : V — W es lineal y biyectiva,
entonces f 1 : W — V también es lineal (y biyectiva).
Demostracién.
1. La composicién de aplicaciones lineales es lineal. Fijemos dos vectores wi, wo € W'y un escalar A € I cualesquiera.

Como f es biyectiva existen vy, vo € V tales que f(vi) = wy y f(v2) = wa.
Es decir, si tanto f : V — W como g : W — U son F-lineales,

entonces la aplicacién go f : V — U también es F-lineal. FH w4+ wo) = FH(F(v1) + F(w)) = FH(F(v1 + w2))
=vi+ v =Y (w)+Ff H(w)

FH0wa) = FH(w)) = FH(F(w)
= v = M ()
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Propiedad 2.14.

2.3. Propiedades de las aplicaciones lineales

Sean V y W dos F-espacios vectoriales.
Sea (ai,...,an) una base de V,

y sea (b1,..., by) una familia de vectores de W.

Entonces existe una tnica aplicacién lineal f : V — W

tal que f(a;) = b; para todo i.

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Ejemplos 2.15.

2.3. Propiedades de las aplicaciones lineales

2. Sean a1 = (}), by =2.

Existe mas de una aplicacion lineal f : V — W tal que f(a1) = b;.

i : R> — R
(;) s 2x — 10y = (2 ~10) - (;)
, : R®> — R
(;) s 2x — 24y = (2 4—24)- (;)
https://personal .unizar.es/rodrigo [INGESESNNNSE
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Ejemplos 2.15.

2.3. Propiedades de las aplicaciones lineales

Antes de demostrar la propiedad 2.14, veamos qué puede pasar si la
familia del espacio inicial no es base.

Sean V =R2, W =R.

1. Sean a1 = (}), a2 =(9), a3 = (}), by =2, bo =05, b3=09.
No puede existir f : V — W lineal tal que f(a;) = b; ya que:

f(az) = f(ar+ a2) =f(a1) + f(a2) =2+5=7#9

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Propiedad 2.14.

2.3. Propiedades de las aplicaciones lineales

Sean V y W dos F-espacios vectoriales.
Sea (a1,...,an) una base de V,
y sea (b1,..., by) una familia de vectores de W.

Entonces existe una tnica aplicacién lineal f : V — W
tal que f(a;) = b; para todo i.

Demostracién de la propiedad 2.14.

186

Recordamos que, como (ai, ..., an) es base de V, dado un vector v € V,

existen unos tnicos escalares A1,..., A\, € Ft.q. v=JA1a; + -+ Apan.

Por lo tanto la existencia, la linealidad y la unicidad de la aplicacién f
son consecuencia de la ecuacion:

F(A1a1 4 -+ Anan) = A1b1 + - - + Anby
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Lema 2.16.

2.3. Propiedades de las aplicaciones lineales

Sea h: F" — F™ una aplicaciéon lineal.

Llamemos (e, ..

Entonces h = hgy,

donde A € My,xn(F) es la matriz por columnas A = (h(e1)|. .. |h(en)).

https://personal.unizar.es/rodrigo

Ejercicios 2.17.

2.3. Propiedades de las aplicaciones lineales

= 210

» 211

https://personal.unizar.es/rodrigo

.,€n) a la base canénica de F".

Algebra Lineal |

Algebra Lineal |
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Lema 2.16.

2.3. Propiedades de las aplicaciones lineales

Demostracién.

Debido a la propiedad 2.14, no es de extrafiar que toda la informacién
de la aplicacién h esté presente en la matriz A = (h(e1)|. .. |h(en)).

Dado un vector X = (x1,...,x,)" € F" cualquiera, calculamos su imagen:

ha(X) = AX = xqh(er) + - - - + xnh(en)
= h(x1e1 + -+ - + xpen) = h(X)

1 2 N 1 2
3 4 -(X1> =xi [3|+x |4
5 6 2 5 6
N 1 4 x 0y (x
o 2\1) ~ \x
DJ
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Capitulo 2. Aplicaciones lineales y matrices

2.4. Aplicaciones lineales y matrices
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Observacion 2.18.

2.4. Aplicaciones lineales y matrices

Sean V y W dos FF-espacios vectoriales de dimensién finita,
dmV =n, dmW = m.
Sea B = (b1,...,bp) una base de V,

y sea C = (c1,...,Cm) una base de W.

fBL ch
F" Fm
https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Observacion 2.18.

2.4, Aplicaciones lineales y matrices

193

2. Reciprocamente, dada f : V — W lineal, definimos h=fzof o fgl,

es decir, h es la Gnica aplicaciéon que hace conmutar el diagrama:

v —F s w

El lema 2.16 dice que existe una matriz A € M, n(F) t.q. h = ha.

Si (e1,...,en) es la base candnica de F", entonces fz(b;) = €
es decir, fgl(e;) = b; Vi; luego A es la matriz por columnas:

A= (h(er)l..Ih(en) = (f(F(b) || fe(F(bn)) )

Por definicién, A es la matriz de f respecto de las bases By C.
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Vi,
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Observacion 2.18.

2.4, Aplicaciones lineales y matrices
1. Dada una matriz A € M, n(F),
podemos construir una aplicacién lineal f : V — W
definiendo f = fc_l o hpofg.

Es decir, tomamos como f la tnica aplicacién que hace que el
siguiente diagrama conmute:

(f(;1 o hp o fg es lineal por ser composicion de aplicaciones lineales).
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Observacion 2.18.

2.4, Aplicaciones lineales y matrices

En conclusién:

3. Una vez que fijamos bases en V' 'y W,
tenemos una correspondencia biyectiva
entre las aplicaciones lineales de V en W
y las matrices de Mp,xn(F).

4. Dicha correspondencia biyectiva viene dada por el siguiente diagrama:

v —F o w

F"— 7
ha
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Observacion 2.18.
2.4. Aplicaciones lineales y matrices
5. Dada una aplicacién lineal, construimos su matriz asi:
I) Partimos de los vectores de la base inicial.

[I) Calculamos sus iméagenes.

[I1) Los expresamos en coordenadas respecto de la base final.

IV)) El resultado son las columnas de la matriz.

6. Que A sea la matriz de f en las bases B y C significa lo siguiente.
Si X € F" son las coordenadas de un vector v € V en la base B,
y Y € F" son las coordenadas de su imagen f(v) € W en la base C,

entonces:
Y = AX
https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |
Ejemplo 2.20.

2.4, Aplicaciones lineales y matrices

Calculemos la matriz de la aplicacién f : R?> — R? dada por

X2 3x2

Solucién.

) b= (1) b2=(3).

) £(b1) = (3), f(b2) = (§)

197

()~ <X1—X2) respecto de las bases B = ((%),(g)) yC = ((%)’(31))
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Nota 2.19.

2.4, Aplicaciones lineales y matrices

i Cual es la matriz de
ha : F" — F7™
X — AX

respecto de las bases canénicas? Es la matriz A.
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Ejemplo 2.20.

2.4, Aplicaciones lineales y matrices

Solucién.
I1I) Buscamos escalares A1, A, tales que A1 (3)+ X2 (L) =(3),

y fi1, po tales que 1 (3) +p2 (L) = (8).

Podemos resolver estos dos sistemas a la vez:
3 1|1 6 . 1 -1/3 6 . 1 —-1] 3 6
1 —-1(3 6 3 1|1 6 0 4 |-8 -12

. 1 -1 3 6 . 1 0/ 1 3
0 1 |-2 -3 0 1|-2 -3
L 3,).

IV) La matriz que buscamos es ( 1, >,
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Ejercicios 2.21. Capitulo 2. Aplicaciones lineales y matrices

2.4. Aplicaciones lineales y matrices

2.5. El espacio de las aplicaciones lineales

= 212
= 213
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Notas 2.22. Notas 2.22.
2.5. El espacio de las aplicaciones lineales 2.5. El espacio de las aplicaciones lineales
2. Sea Hom(V, W) el conjunto de las aplicaciones F-lineales
del espacio inicial V' al espacio final W, es decir:
Hom(V, W) ={f:V — W | f lineal}
Sean V'y W dos F-espacios vectoriales de dimension finita, Hom(V, W) es un F-espacio vectorial con las operaciones siguientes.
dimV = n, dimW = m. = La suma de dos vectores f, g € Hom(V, W) es
la aplicacién lineal que a cada v € V lo envia a f(v)+g(v) € W.
1. Recordamos que M, ,(F) es un F-espacio vectorial. » El producto del escalar A por el vector f € Hom(V, W) es

la aplicacién lineal que a cada v € V lo envia a Af(v) € W.

Hom(V, W) cumple las ocho propiedades de espacio vectorial
gracias a que el espacio final W es espacio vectorial;
aqui las propiedades del espacio inicial V' no juegan ningin papel.

El vector neutro de Hom(V, W) es
la aplicacion nula, que acadav e Viloenviaale W.
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Notas 2.22. Nota 2.23.

2.5. El espacio de las aplicaciones lineales 2.5. El espacio de las aplicaciones lineales

3. Fijemos una base en V' y una base en W.
L ) La construccién anterior tiene especial interés en el caso W =F.
Obtenemos una aplicacién biyectiva entre Hom(V, W) y Mp,n(F).
Decimos que Hom(V/,F) es el espacio vectorial dual del espacio vectorial

Ademas esta aplicacién biyectiva es lineal. V., y lo denotamos:

En otras palabras,

si A es la matriz de f, y B es la matriz de g,
entonces A + B es la matriz de f + g;

y si A es un escalar, entonces AA es la matriz de Af.

V*=Hom(V,F)={f:V = TF|f lineal}
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Propiedad 2.24. Propiedad 2.24.
2.5. El espacio de las aplicaciones lineales 2.5. El espacio de las aplicaciones lineales

Componer aplicaciones lineales es equivalente a multiplicar matrices.

En términos precisos:
Si A € Muyxn(F) es la matrizde f: V — W en las bases By C,

y B € Mpym(F) es la matrizde g : W — U en las bases C y D, DETEEEEE
entonces la matriz de la composicién gof : V — U en las bases By D Basta comprobar que hg o hy = hga.
es el producto BA € M, n(IF). Pero esto es consecuencia de la asociatividad del producto de matrices,
/gOf\ ya que para todo X € F™
v— sw—£3vu he(ha(X)) = B(AX) = (BA)X = hga(X)
]Fn ha ]Fm hs N ]Fp
hga

https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |
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Ejercicios 2.25.

2.5. El espacio de las aplicaciones lineales

Capitulo 2. Aplicaciones lineales y matrices

. 214 2.6. Matrices regulares
= 215
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Definiciones 2.26. Notas 2.27.

2.6. Matrices regulares 2.6. Matrices regulares

Sea A una matriz cuadrada n x n con entradas en I, i.e., sea A € M,(F). Sea A una matriz regular. Entonces:

La matriz A se dice regular si la aplicacién lineal ha : F7 — F” es biyectiva. 1. A~ también es regular, y (A1) = A.

En tal caso, . .
o 1. mn n o 2. AA7l = |, = A71A, donde I, es la matriz identidad n x n.
sabemos que la aplicacién inversa (ha)™* : F" — F” es también lineal,
asi que denotamos A~! a su matriz respecto de las bases canénicas,
es decir, (ha)™! = hy-1. Demostracion.
_ . o haa-1 = haoha1=hao(hs)~t =idm = h,. O
Decimos que A™" es la matriz inversa de A.
https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal | 211
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Teorema 2.28 (de la matrices inversas).

2.6. Matrices regulares

Sean A, B € M,(FF) matrices cuadradas n x n.

Si AB = I, entonces Ay B son regulares y son inversas la una de la otra.

Demostracién.
Este es un resultado de la teoria de matrices, sin embargo para probarlo

vamos a utilizar la teoria de aplicaciones lineales.

1. Veamos que la aplicacion lineal hy : F” — F" es biyectiva.
ha o hg = hagp = h;, = idpn, luego la aplicacién hp o hg es biyectiva.

Por tanto hy o hg es sobreyectiva, luego ha es sobreyectiva,
y como la dimensién del espacio inicial es igual a la del espacio final,
ha : F7" — " es biyectiva.

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal | pak

Corolario 2.29.

2.6. Matrices regulares

Sean A, B € M,(FF) matrices cuadradas tales que AB = I,.

1. Entonces las matrices Ay B conmutan, AB = BA=1I,.
2. Si A es otra matriz cuadrada tal que A’'B = /,, entonces A= A’.

3. Si B’ es otra matriz cuadrada tal que AB’ = I,, entonces B = B'.

https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal | 215

Teorema 2.28 (de la matrices inversas).

2.6. Matrices regulares

Demostracién.
2. Como hy es biyectiva, A es regular, y existe A™L.

Calculamos A~ AB:
Al=A1 =AAB=1,B=B

B es regular porque A~! es regular.
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Corolario 2.30.

2.6. Matrices regulares

Sean A, B € M,(FF) matrices cuadradas.

1. La matriz producto AB es regular sii tanto A como B son regulares.
En tal caso (AB)~! = B~1A~L.

2. Recuerda que, al trasponer matrices, el orden de los productos
también se invierte, es decir, (AB)T = BTAT.

3. La matriz A es regular si y solo si su traspuesta A’ es regular.
En tal caso (A7)t = (A~1)T.
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Corolario 2.30.

2.6. Matrices regulares

Demostracién.
Si Ay B son regulares, entonces:

(AB)(BA™ Y= ABB 1Al = AA1 =,
AT(A—l)T _ (A—lA)T _ I’;r — In

Luego el teorema de las matrices inversas nos dice
que ABy AT son matrices regulares,
y que sus inversas son B~1A"1y (A71)T.

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Ejemplo 2.31.

2.6. Matrices regulares

Sea A € M3(C) la matriz:

>

I
= O N
O W
= o1 A

iEs A regular? En caso afirmativo, calcula su matriz inversa.

https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

217

219

Corolario 2.30.

2.6. Matrices regulares

Demostracion.

Reciprocamente, si la matriz AB es regular,
entonces la aplicacion lineal hag = ha o hg es biyectiva.

Por consiguiente hy es sobreyectiva y hg es inyectiva.

Luego tanto hy como hg son biyectivas, ya que la dimensién de sus
espacios iniciales es igual a la de sus espacios finales.

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Ejemplo 2.31.

2.6. Matrices regulares

Solucién.

El teorema de las matrices inversas nos dice que simplemente debemos
comprobar si existe una matriz tal que:

2 1 4 X1 Y1 41 1 00
0 3 5 X2 Yo 2o | = 01 0
1 01 X3 Y3 Z3 0 01

Esta igualdad entre matrices 3 x 3 es equivalente a que se cumplan tres

sistemas de ecuaciones a la vez:
4 Y1 14 z1 0
2) (2)=(1) (233)(2)=(9)
i/ \ys 01/ \ = 1

Baal=la

Gracias al método de Gauss, podemos averiguar si los tres sistemas son
compatibles y hallar su solucién mediante un tnico célculo:

=ON
oW
owr
oo
—ON

218
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Ejemplo 2.31.
2.6. Matrices regulares
Solucién.
2141100 1011001 101(00 1
(035’010)%(035‘010)—)(035‘010)
1011001 2141100 012110 -2
10100 1 101 001
—>(012‘10—2)—> 01 2 1 0-2
035101 0 00-1{-31 6
101{0 0 1 100({—-3 1 7
— 10121 0 -2 — (010|-5 2 10
0013 -1-6 001 3 —-1-6

-3 1 7
Al=|-5 2 10
3 -1 -6
Ol
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Capitulo 2. Aplicaciones lineales y matrices

2.7. Matrices elementales

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |
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Ejercicios 2.32.

2.6. Matrices regulares

= 216
= 217
= 218
= 219
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Notas 2.33.

2.7. Matrices elementales

1. Multiplicarle, a una matriz de 3 filas, la matriz

1

por la izquierda es lo mismo que intercambiarle las filas 1 y 2.

Demostracién.
En efecto, por ejemplo si la matriz tiene 2 columnas:

1 ail a a1 axn
1 a1 axn | =|a1 an
1) \a31 a3 asl  as
]
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Notas 2.33.

2.7. Matrices elementales

2. Multiplicarle, a una matriz de 3 filas, la matriz

1

por la izquierda es lo mismo que multiplicar la segunda fila por A.

Demostracion.

Por ejemplo si la matriz tiene 3 columnas:

Notas 2.33.

2.7. Matrices elementales

3. Multiplicarle, a una matriz de 3 filas, la matriz

1

por la izquierda es lo mismo que sumarle a la fila 3 la fila 1.

Demostracion.

Por ejemplo si la matriz tiene 1 columna:

1 a1l ar a3 ail ar a3
A a1 ax» a3 | = |Aaxn Aaxn Aaxs
1 a1 azx ass asy axp  ass
DJ
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Definicién 2.34 y truco 2.35.

2.7. Matrices elementales

‘ Definicién 2.34. ‘

Llamaremos matrices elementales a las matrices cuadradas
correspondientes con las operaciones basicas del método de Gauss.

No es necesario que memoricemos la expresion de las matrices elementales,
en su lugar aplicamos la operacién elemental deseada a la matriz identidad.

Por ejemplo, supongamos que queremos calcular la matriz elemental 4 x 4
correspondiente a sumarle a la fila 2 la fila 4; llamemos F a dicha matriz.

F propiedad de Iy

F .

Iy

https://personal.unizar.es/rodrigo

propiedad de F <1 1 1)
1
1

Algebra Lineal |

227

1 an an
1 a1 | = a1
1 1) \aa a1 + a3
O
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Notas 2.36.

2.7. Matrices elementales

1. Hacer Gauss por filas en una matriz es lo mismo que multiplicar
sucesivamente dicha matriz por matrices elementales a izquierda.

2. Como las operaciones de Gauss son reversibles,
las matrices elementales son regulares,
y sus inversas también son matrices elementales.

Operacién Inversa

F,' — )\F; F,' — )\_lF;

Fi «— F; Fi<— F;
F,'-)F,'-l-Fj F,'—)F,'—Fj
Fi— Fi+pfj | Fi— Fi— pF;

https://personal.unizar.es/rodrigo
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Notas 2.36. Propiedad 2.37.

2.7. Matrices elementales 2.7. Matrices elementales

Sea A € Mp(IF) una matriz cuadrada. Son equivalentes:

3. Las matrices elementales, al multiplicarlas por la derecha en lugar de

e . _ 1. A es regular.
por la izquierda, actiian por columnas en lugar de por filas.

2. A es producto de matrices elementales.

4. jCuidado! La matriz ) )
3. Existen Fy, F,..., F, € Mp(F) matrices elementales tales que:

FroFo-Fi-A=1,

Demostracion.

le suma a la fila 2 la fila 4 al multiplicarla por la izquierda,
= (3 = 2) Despejando obtenemos A = (F1)~1-(FR)1---(F)~ L

le suma a la columna 4 la columna 2 al multiplicarla por la derecha. (Cuidado con el cambio de orden). Asi, el resultado es consecuencia

de que la inversa de una matriz elemental es también elemental.
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Propiedad 2.37. Ejercicios 2.38.
2.7. Matrices elementales 2.7. Matrices elementales

Demostracion.

= (2 =1) Las matrices elementales son regulares,
y el producto de matrices regulares es regular.
. . : = 220
= (1= 3) El algoritmo desarrollado en el ejemplo 2.31 nos dice que
una matriz cuadrada es regular si y solo si existe
una sucesion finita de operaciones del método de Gauss por filas,
de manera que al aplicarlas a la matriz,
obtenemos la matriz identidad.
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Capitulo 2. Aplicaciones lineales y matrices

2.8. Cambios de bases |

https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Ejemplo 2.40.

2.8. Cambios de bases |

Sean by, by, b3 y by, b, b} los vectores de Q3:

1 1 0
bi=10 bb=11 bs=11
-1 0 0
0 1 2
b= |1 By = [ -1 b, = |0
2 1 5

Observamos que  dimspan(by, bo, b3) = 3 = dimspan(b, b5, bj),
por lo tanto (b1, by, b3) y (b, by, b}) son bases de Q3.

Calculemos la matriz de cambio de bases de (b1, b, b3) a (bf, b5, b}).

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |
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Definicién 2.39.

2.8. Cambios de bases |

Sean By B’ dos bases de un mismo espacio vectorial V
de dimensidn finita.

La matriz de cambio de bases de B a B’ es
la matriz de la aplicacién identidad idy : V — V respecto de By B'.

https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Ejemplo 2.40.

2.8. Cambios de bases |

Solucién.

b= (4). 4= (). 5= (1)

I1) No hay que hacer nada.

)
0121110 1-10]0 11 1-10]0 1 1
(1—10‘011>—><012’110)—>(012‘1 1 0)
2151-100 2151-100 035/-1-2-2
1-10]0 1 1 1-10j011
—(01 21 10 —>(012‘110)
00 —1|-4-5-2 0011452
1-10 1 100|-7 -8 -3
—><01o’—7—9—4>—> 010|-7-9 —4
0014 5 2 001| 4 5 2
, -7-8-3
IV) La matriz que buscamos es | —7 —9 —4
4 5 2

234
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Notas 2.41.

2.8. Cambios de bases |
Sea P la matriz de cambio de bases de B a B’ en el F-espacio vectorial V.

1. P es una matriz cuadrada n x n, es decir P € M,(F), con n =dim V.

2. Las columnas de P son las coordenadas de los vectores de B respecto
de B'.

3. Como la aplicacién identidad idy : V — V es biyectiva, la matriz P
es regular, y su matriz inversa P~1 es la matriz de cambio de B a B.

4. Si X € F" son las coordenadas de un vector v € V en la base B,
y X’ € F" son las coordenadas del mismo vector v € V en la base B,

entonces:
X' = PX
https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal | 237
Ejemplo 2.43.

2.8. Cambios de bases |

Observa que B = (b1, b2) = ((3),(3)) es una base de R?,
y que P = (j é) € M>(R) es una matriz regular.

Halla la base B' = (b}, b) de R? tal que

la matriz de cambio de bases de B a B’ es P.
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Propiedad 2.42.

2.8. Cambios de bases |

Reciprocamente,

dada una base B de un F-espacio vectorial V/,
condimV = n < oo,

y dada una matriz P € M,(F) regular,

existe una (nica base B’ de V tal que
P es la matriz de cambio de bases de B a B'.
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Ejemplo 2.43.

2.8. Cambios de bases |

Solucién.
Las columnas de P son los vectores de B expresados en coordenadas de B'.

En este caso es mejor conocer la matriz de cambio de B’ a B, que es p-1
ya que las columnas de P~! son los vectores de B/, que buscamos,

expresados en coordenadas de los vectores de B, que conocemos.

(-8 1
/_ _ 2 . 3 _ _12 /_ _ 5
e snzne ()2 () () henine ()
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Ejemplo 2.43.

2.8. Cambios de bases |

Solucién.
Comprobemos que B’ es base.

b (11 by = —1b, —2b, = by € span(b)}, b))
-2 3 by = +1b, +3b, = by € span(b}, b))

= span(by, by) C span{b}, b))

p1— (:3 1) = .- = span(bj, b5) C span(by, bo)

En conclusién:  span(by, bp) = span(by, b5).

Por lo tanto B’ es base de R2.

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Capitulo 2. Aplicaciones lineales y matrices

2.9. Cambios de bases Il

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |
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Ejercicios 2.44.

2.8. Cambios de bases |

= 221

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Propiedad 2.45.

2.9. Cambios de bases Il

Sea f : V — W una aplicacién F-lineal.
Supongamos que dimV =n < ooy dimW = m < 0.

Sean By B bases de V, y sean C y C’ bases de W.

[y

. Sea A € My»n(F) la matriz de f en las bases By C.

N

. Sea B € Mpxn(F) la matriz de f en las bases B’ y C’.

w

. Sea P € M,(F) la matriz de cambio de bases de B a 5.

o

. Sea Q € M,(F) la matriz de cambio de bases de C a C'.

Entonces:
B = QAP!
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Propiedad 2.45.

2.9. Cambios de bases Il

Demostracién de la propiedad 2.45.
Sea v un vector cualquiera de V.
a) Sean X € [F" las coordenadas de v € V en la base B.
b) Sean X’ € F" las coordenadas de v € V en la base 5'.
c) Sean Y € F™ las coordenadas de f(v) € W en la base C.
d) Sean Y’ € F™ las coordenadas de f(v) € W en la base C'.

Y = AX Y' = BX' X' = PX Y = QY
QAX = QY = Y' = BX' = BPX

Esto es cierto para todo X € F", ya que v puede ser cualquier vector,
por lo tanto QA = BP.

O

v

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Ejemplo 2.46.

2.9. Cambios de bases Il

En el ejemplo 2.20 vimos que A= (%, 3;) es la matriz
de la aplicacién f : R? — R? dada por () (X13;2XZ)

respecto de las bases B=((3),(§))yC=((3),(%)).

Calculemos la matriz de la aplicacién respecto de las bases canodnicas,
y comprobemos que se cumple la propiedad 2.45.
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Propiedad 2.45.

2.9. Cambios de bases Il

Demostracién alternativa de la propiedad 2.45.

Tenemos el diagrama:

f

v m w

st, st ch lfc,

Pt gn M pm_fe , pm

w
Por lo tanto hg = hg o hao (hp)™' = hgo hao hp-1 = hgap-1. O
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Ejemplo 2.46.

2.9. Cambios de bases Il

Solucién.
La matriz de cambio de bases de ((2),(8)) a ((3).(9)) es P=1(2%).

~—

La matriz de cambio de bases de ((3), (1)) a ((3).,(?)es @= (3 %).

La matriz de f : R2 — R?, () — (Xlg,;f), en b. canén. es B = ((1)—31).

(Es facil calcular matrices si la base final es la canénica).

En efecto, se cumple que BP = QA:
1 -1\ (2 8\ (1 6 3 1 1 3\ (16
0 3 1 2) \36 1 -1/\-2 -3/ \3 6
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Notas 2.47. Ejercicios 2.48.

2.9. Cambios de bases Il 2.9. Cambios de bases Il

1. Un endomorfismo es una aplicacion lineal
en la que el espacio inicial es igual al espacio final.

2. Cuando calculemos la matriz de un endomorfismo, . 292
exigiremos que la base inicial sea igual a la base final.

= 223
3. En tal caso en la propiedad 2.45

tendriamos que V=W, B=Cy B =C".
Por tanto P = @, y la ecuacién se escribe:

B = PAP!

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal | 249 https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Capitulo 2. Aplicaciones lineales y matrices Definiciones 2.49.

2.10. Equivalencia y semejanza de matrices

1. Sean A, B € Mpxn(F) matrices m x n.

A es equivalente a B si
existen matrices P € Mpn(F) y Q € M,(F) regulares t.q. B = PAQ.

2. Sean A, B € M,(F) matrices cuadradas n x n.

A es semejante a B si

2.10. Equivalencia y semejanza de matrices existe una matriz P € M,(F) regular tal que B = PAP~!.
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Nota 2.50.

2.10. Equivalencia y semejanza de matrices

Estas dos relaciones son reflexivas, simétricas y transitivas.
Veamoslo por ejemplo con la equivalencia.

1. Reflexiva. Toda matriz A € My« ,(FF) es equivalente a si misma.

Demostracion.
Tomando P = I, y Q = I, tenemos que A = I,Al, = PAQ;

y tanto [, como /, son regulares. ]
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Notas 2.51.

2.10. Equivalencia y semejanza de matrices

1. Las matrices A, B € Mpxn(F) son equivalentes si y solo si
son matrices de la misma aplicacién lineal respecto de distintas bases.

En términos precisos: Ay B son equivalentes si y solo si existe
= un [F-espacio vectorial V de dimensién n,
= un [F-espacio vectorial W de dimensién m,
= una aplicacién lineal f : V — W,
= bases B, B’ de V,
» y bases C,C’ de W
de manera que
= A es la matriz de f respecto de By C,
» y B es la matriz de f respecto de B y C'.
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Nota 2.50.

2.10. Equivalencia y semejanza de matrices

2. Simétrica. Si A es equivalente a B, entonces B es equivalente a A,

Demostracion.

Si B = PAQ, entonces A= P~ 1BQ1;
y tanto P~ como Q! son regulares. 0J

3. Transitiva. Si A es equivalente a B, y B es equivalente a C,
entonces A es equivalente a C.

Demostracion.
Si B= PAQ, y C = RBS, entonces C = (RP)A(QS);

y tanto RP como @S son regulares. O
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Notas 2.51.

2.10. Equivalencia y semejanza de matrices

2. Las matrices A, B € M,(F) son semejantes si y solo si
son matrices del mismo endomorfismo respecto de distintas bases.

En términos precisos: Ay B son semejantes si y solo si existe

= un [F-espacio vectorial V de dimensién n,
= un endomorfismo f : V — V,
» y bases B, de V

de manera que

= A es la matriz de f respecto de By B,
» y B es la matriz de f respecto de B’y BB'.
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Ejercicios 2.52.

2.10. Equivalencia y semejanza de matrices

= 224

= 225
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Definiciones 2.53 y nota 2.54.

2.11. Rango |

| Definiciones 2.53. |

Sea f: V — W lineal, y sea A € Mpyn(F).
1. El rango de f es la dimensién del subespacio im f de W.

2. El rango por columnas de A es la dimensién del subespacio de F™
generado por las columnas de A.

3. El rango por filas de A es la dimensién del subespacio de F”
generado por las filas de A.

El rango por filas de una matriz A es igual
al rango por columnas de su matriz traspuesta AT .
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Capitulo 2. Aplicaciones lineales y matrices

2.11. Rango |

https://personal.unizar.es/rodrigo

Proposicién 2.55.

2.11. Rango |

Sea f: V — W una aplicacién lineal.

Algebra Lineal |

258

Supongamos que A € My, »(F) es la matriz de f respecto a algunas bases.

Entonces el rango de f es igual al rango por columnas de A.

https://personal.unizar.es/rodrigo
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Proposicion 2.55.

2.11. Rango |

Demostracién.
El diagrama que relaciona f y A es:

v —f s w

F" —— F™
ha
Recordamos que multiplicar la matriz A por el vector columna X es lo
mismo que hacer una combinacién lineal de las columnas de A con pesos
las componentes de X.

Por lo tanto el rango de hp es igual al rango por columnas de A,
y lo que tenemos que demostrar es que  dim(im f) = dim(im hp).
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Proposicién 2.55.

2.11. Rango |

Demostracion.

v — s w
imf — im hp
fB[ ch w — fo(w)
F"—— F™
ha

2. Es sobreyectiva.

Dado Y € im ha hay que ver que existe w € im f tal que fo(w) =Y.

Existe X € F" tal que ha(X) =Y.

Como fg es biyectiva, existe v € V tal que fz(v) = X.

Luego podemos tomar w = f(v) € im f ya que:

fo(w) = fe(f(v)) = ha(fs(v)) = ha(X) =Y
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Proposicion 2.55.

2.11. Rango |
Demostracion.

v —F s w

imf — imhgp
fl{ ch w — fo(w)

Fr"— F™
ha

Vamos a probar que esta aplicacién esta bien definida, es lineal y biyectiva.

Por lo tanto  dim(im f) = dim(im hs) y habremos terminado.
La aplicacidn es lineal e inyectiva porque f¢ es lineal e inyectiva.

1. Esta bien definida.
Dado w € im f hay que ver que fz(w) pertenece a im hg.
Existe v € V tal que f(v) = w.

fo(w) = f(F(v)) = ha(fis(v)) € im ha
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Lema 2.56.

2.11. Rango |

Si el rango por columnas de una matriz A € My,xn(F) es r,

entonces A es equivalente a la matriz por bloques:

( g g ) € My n(F)
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Lema 2.56.

2.11. Rango |

Demostracion.
Sea f : V — W lineal tal que A es la matriz de f respecto a algunas bases.

Simplificamos el problema a demostrar que
existen otras bases respecto de las cuales la matriz de f es:

I |0
B_< : 0>6me,,(IF)

Ay B son matrices de f —

notas 2.51

Ay B son equivalentes

proposiciéon 2.55

r = rango A =rangof =rangoB = r’
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Ejercicios 2.57.

2.11. Rango |

= 2.26
= 227

= 2.28
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Lema 2.56.

2.11. Rango |

Demostracion.
Sea (a1, ..., as) una base de ker f (luego dim(ker f) = s),

y la ampliamos con asy1,. .., a, hasta formar una base de V (dim V = n).

Esta situacion nos recuerda a la demostracion de la proposicién 2.9.
Repitiendo argumentos, la familia 7 = (f(as+1),...,f(an)) genera imf.
Sin embargo ahora no hace falta que probemos que F es libre,

ya que sabemos que  dim(im f) = dim V — dim(ker f) = n — s,

luego F es base de im f por dimensiones.

Ampliamos F con by, ..., by hasta formar una base de W;
las bases que buscamos son:

B = (as+1,---,an781,---,as)

C= (f(asﬂ), o f(an), bl,...,bk>
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Capitulo 2. Aplicaciones lineales y matrices

2.12. Rango I
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Teorema 2.58 (del rango).

2.12. Rango I

Sean A, B € M, n(IF) matrices. Entonces:

1. El rango por columnas de A es igual al rango por filas de A.

Asi que simplemente escribiremos rango(A).

2. Ay B son equivalentes si y solo si rango(A) = rango(B).

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Teorema 2.58 (del rango).

2.12. Rango I

Demostracion.

.
QTATPT = (PAQ)T = ( 'Of 8 ) = ( g 8 ) € My m(F)

Pero QT y PT son matrices regulares,

luego AT y ('6 8) son matrices equivalentes.

Por la proposicién 2.55,
estas dos matrices equivalentes tienen el mismo rango por columnas,
es decir, el rango por columnas de AT también es r.

269
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Teorema 2.58 (del rango).

2.12. Rango I

Demostracién.
1. Nuestro objetivo es demostrar que el rango por columnas de A
es igual al rango por columnas de AT.

Sea r el rango por columnas de A, el lema 2.56 nos dice que
existen matrices P y Q regulares tales que:

I 0

PAQ:(O 0

) € Mpyn(F)

Trasponiendo:

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Teorema 2.58 (del rango).

2.12. Rango I

2. Ay B son equivalentes <= rango(A) = rango(B)

Demostracién.
2. (=) Esta implicacién ya nos ha aparecido en un par de ocasiones;
repitamos de nuevo el argumento.

Si Ay B son equivalentes, existe una aplicacién lineal f
de manera que A y B son matrices de f respecto de algunas bases.
Luego la proposicién 2.55 nos asegura que:

rango(A) = rango(f) = rango(B)

270
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Teorema 2.58 (del rango).

2.12. Rango I

2. Ay B son equivalentes <= rango(A) = rango(B)

Demostracion.

(«<=) Sea r = rango(A) = rango(B), el lema 2.56 nos dice que
existen matrices P1, Q1, P>, Q> regulares tales que:

I, 0

P1AQ: = ( 010

> = P,BQ»

Por tanto A y B son equivalentes entre sf,

I

. . 0
ya que ambas son equivalentes a la matriz por bloques ((5 0).
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Ejemplo 2.60.

2.12. Rango I

Sea A la matriz:
1 2 -3
A= (—2 -4 5 )
Mediante un dnico célculo, vamos a hallar matrices P y Q regulares t.q.

PAQ es una matriz por bloques de la forma (’0' 8).

En particular, habremos calculado el rango de A, ya que rango(A) = r.
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Propiedad 2.59.

2.12. Rango I

Sea A € M,(F) una matriz cuadrada n x n.

Entonces:
Aesregular <= rango(A)=n
https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |
Ejemplo 2.60.
2.12. Rango I
Solucioén.

La idea es hacer operaciones elementales de Gauss
partiendo de la matriz por bloques:

([5)

Cada vez que hacemos una operacién por filas,
la aplicamos a los dos bloques superiores a la vez,

y cada vez que hacemos una operacién por columnas,
la aplicamos a los dos bloques de la izquierda a la vez.

274
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Ejemplo 2.60.

2.12. Rango I

Solucién.

Recordamos que hacer Gauss por filas/columnas en una matriz
es lo mismo que multiplicar sucesivamente dicha matriz
por matrices elementales a izquierda/derecha.

Asi obtendremos:

Fs"'F2'F1'A'C1'C2"'Ct|Fs"'F2'F1'/2 [ PAQ| P
o @ o Cpaao Gy | o Q
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Ejemplo 2.60.
2.12. Rango I
Solucién.
1 2 3|1 0 1 2 0|-5 -3
00 1 |-2 -1 0 0 1(—-2 -1
-1 10 o0 -1 100
01 0 010
0 0 1 0 0 1
1 0 2|-5 -3 1 0 0|-5 -3
01 0|—-2 -1 01 0 |—-2 -1
— | 1 0 0 - 1 0 -2
0 0 1 0 0 1
010 01 0

277
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Ejemplo 2.60.

2.12. Rango I

Solucién.
Lo entenderemos mejor al hacer el ejemplo:

1 2 3|10 12 3|10
-2 —4 5 (01 00 -1|2 1
1 0 0 - 1 0 O
0 1 O 01 O
0o 0 1 0 0 1
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Ejemplo 2.60.
2.12. Rango I
Solucién.
Luego:
1 0 -2
(2 o-(b87) mon(i
01 0

La propiedad 2.37 nos asegura que las matrices P y @ son regulares.

Observa que las matrices P y Q no son (nicas.

278
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Ejercicios 2.61.

2.12. Rango I

= 229
= 2.30
= 231
= 232
= 233

= 2.34
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Notas 2.62.

2.13. Sistemas de ecuaciones lineales

1. Sea f : V — W una aplicacién lineal, y sea w un vector de W fijado.

Supongamos que queremos calcular f~1({w}):
F{wh) ={veV|fv)=w}

Observa que este subconjunto de V' podria ser vacio.
Supongamos que hay al menos un vector v, tal que f(v,) = w,
y fijamos este vector v,. Entonces, para cualquier v € V:

fv)=w <<= f(v)—f(vp)=0 <+= f(v—yv,)=0
& v—-vyckerf <= v=v,+w conyv€ckerf

f ({W}) = {Vp + Vo ’ Vo € ker f} =: \Vfd + ker f
elemento conjunto
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Capitulo 2. Aplicaciones lineales y matrices

2.13. Sistemas de ecuaciones lineales
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Notas 2.62.

2.13. Sistemas de ecuaciones lineales

2. Consideremos el caso particular en el que
la aplicacién es hp : F” — F™, con A € Mpxn(F).

Fijado un vector columna b € "™,
vemos que hy'({b}) es el conjunto de soluciones del sistema AX = b.

Asi, en este caso el apartado anterior se traduce en la propiedad
de que el conjunto de soluciones de un sistema lineal

se obtiene hallando una solucién particular,

y sumandole todas las soluciones del sistema homogéneo asociado.
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Nota 2.63.

2.13. Sistemas de ecuaciones lineales

Consideramos el sistema de ecuaciones lineales AX = b,
donde A € Mpun(F) y b e F™.
Asi, el sistema tiene m ecuaciones y n incognitas.

Entonces:
1. Si rango(A) < rango(A|b), el sistema es incompatible.
2. Si rango(A) = rango(A|b) = n, el sistema es compatible determinado.

3. Si rango(A) = rango(A|b) < n, el sist. es compatible indeterminado.
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Capitulo 2. Aplicaciones lineales y matrices

Ejercicios aplicaciones lineales y matrices
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Ejercicios 2.64.

2.13. Sistemas de ecuaciones lineales

= 235
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Ejercicios aplicaciones lineales y matrices
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Ejercicio 2.1.1.

La igualdad es verdadera. Vamos a demostrarlo.

=

f(Al @] A2) D) f(Al)
f(Al U A2) D f(AQ)

Sea y € f(A1 UAy).

— existe x € A; U A tal que y = f(x)

o bien existe x € Aj tal que y = f(x)
—
o bien existe x € A tal que y = f(x)

o bien y € f(A1)
—
o bien y € f(Az)

https://personal.unizar.es/rodrigo

Ejercicio 2.3.3.

Si que es lineal. Vamos a demostrarlo.

Fijamos dos vectores cualesquiera del espacio inicial:
q(X) = bg + b1 X + b X? + b3 X3

p(X) = ao + a1 X + apX? + a3 X3

Célculo intermedio:  p/(X) = a1 + 2axX + 3a3.X?

_ (PB3)—p(1)
f(p)—<p p'(zg) )

~ ((ao +3a1 +9a> +27a3) — (ap + a1 + a» + a3)
o a1 +4ay + 12a3

2a1 + 8ay + 20643
a1 +4ay + 12a3

https://personal .unizar.es/rodrigo

f(Al U A2) D) f(Al) U f(Az)

- yE f(Al) U f(Ag)

Algebra Lineal |

Algebra Lineal |
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Ejercicio 2.1.2.

y La igualdad no es cierta en general.
y =x? Vamos a construir un contraejemplo.
f:R—R
X — x°
[1,4]
[0,4] A1 =1[-2,0] f(A1)=10,4]
Ax =[1,2] f(A2) = [1,4]

; f(ALNAy) = f(0) =0
(2, 0] [1,2] f(A1) N f(A2) = [1,4]

{f(Al NA) C f(A1) = f(ALNAy) C (A1) N F(Az)

f(Al N AQ) - f(Az)
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Ejercicio 2.3.3.

Célculo intermedio:
(p+ q)(X) = (a0 + bo) + (a1 + b1)X + (a2 + b2) X% + (a3 + b3) X3

. 2b1 + 8by + 26b3
f(q) o ( b1 + 4by + 12b3 )

. 2a1 + 8ay + 26a3 2by + 8by + 26b3
Flp) +f(q) = <31+4az+12a3> + <b1+4b2+12b3>

_ (2(a1 + b1) +8(a2 + b)) + 26(a3 + b3)
flot+a)= ( (o + br) -+ 4(5 + bo) + 12(3 + b3) >
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Ejercicio 2.3.3. Ejercicio 2.3.4.

No es lineal.
Fijamos ademds un escalar A\ cualquiera. Contraejemplo: p(X)=1+X q(X) = X2
Célculo intermedio: (A - p)(X) = (Mag) + (Aa1)X + (Aa2) X2 + (Aa3) X3 (Por el apartado anterior, sabemos que si que es lineal en la segunda
componente, el problema estara en la primera componente).
+q)(X) =1+ X+ X?
A F(p) = A- 2a1 + 8as + 26a3 (p+a)(X)
PI= 27\ a1 + 43y + 1223
4.2 9-1 17
f(p) + f(q) = + =
FOh-p) = 2(Nay) + 8(\ap) + 26(Aa3) * * *
PI=\ (ar) + 4(Aa) + 12(Ma3)
13-3 39
- (27) - (%)
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Ejercicio 2.4.1. Ejercicio 2.4.1.

Sea q(X) = by + b1 X + ba X2 + b3 X2 un polinomio cualquiera de R3[X].
imf = {f(p) | p € R3[X]} = {p"(X) + p(0) | p(X) € R3[X]}

= {(2ap +6a3X) + a0 | ap + a1 X + ax X2 + a3X® € R3[X]} q(X) € kerf <= f(q) = vector nulo
= {(ao + 2a2) + 6a3X | a, a1, a, a3 € R} —  (by+2by) +6b3X =0+ 0X + 0X2 +0X°
=span(1,0,2,6X) (= span(f(1), £(X), f(X?),F(X?))) . [ +2b =0
6b3 =0
= span(1, X) — base 1,X
—f _ 2 3
En general, para encontrar una familia generadora del subespacio imagen, kerf ={ = 2A+ pX+AXTH0XT [ A p € R}
basta con hallar las imagenes de una familia generadora del espacio inicial. = span(X, —2 + X?) N base X, —2+ X2
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Ejercicio 2.4.1. Ejercicio 2.5.1.

—1 .
im f = span(1, X) ker f = span(X, —2 + X2) f~(T) contiene al vector nulo
En general, imagen y ndcleo viven en distintos espacios vectoriales, 0ef (T — f0)=0eT
asi que no tiene sentido considerar su suma o su interseccion.
Aqui, espacio inicial = espacio final, luego si que podemos calcularlos. Como f es lineal, la imagen del vector nulo de V es el vector nulo de W.

Como T es subespacio, contiene al vector nulo de W.

im f + ker f = span(1, X, X, -2 + X?) — base 1,X,X?

fﬁl(T) es cerrado para la suma

Sean a,b € f~1(T). Esto quiere decir que f(a),f(b) € T.
X eimf Nkerf
{ dim(im f Nker f) = dimim f + dimker f —dim(imf + ker f) =1
— base X Como f es lineal, la imagen de la suma es igual a la suma de las imagenes.
Como T es subespacio, es cerrado para la suma.

a+bef (T — fla+b)="f(a)+f(b)eT
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Ejercicio 2.5.1. Ejercicio 2.7.
f o f = aplicacién nula
< f(f(a))=0 paratodoacV

0
<= f(a) € ker(f) paratodo ac V
<= w¢€ ker(f) paratodow €imf
<= imf Ckerf

f~1(T) es cerrado para el producto

Sea a€ f71(T) ysea \ un escalar. Esto quiere decir que f(a) € T.

\a € f—l(-,-) — f(Aa)=Xf(a)e T dim V = dim(ker ) + dim(im f)

Como f es lineal, la imagen del producto es el producto de las imagenes.
Como T es subespacio, es cerrado para el producto. Ahora est3 claro que 1 implica 2. Vamos a probar que 2 implica 1.

fof =aplicaciéon nula <= imf C kerf
= kerf=imf

dim(ker f) = dim V — dim(im ) = dim(im )
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Ejercicio 2.9.1.
y

/
NANN
TATAVAY

©(x) = sen(2mx)

https://personal.unizar.es/rodrigo

Ejercicio 2.11.1.

Es verdadera. Vamos a demostrarlo.

Como (ay, ...

,an) es ligada,

@(x) = sen(2mx?)

Algebra Lineal |

existen escalares Ay, ...,

tales que A\ia; + - --

An no todos nulos
+ Apa, = 0.

Para probar que (f(a1),...,

f(an)) es ligada,

cogemos los mismos escalares A1, ..., A,
(esto nos asegura que no todos son nulos).
)\1)((31) + -4 )\,,f(a,,) = f(/\lal +

Como f es lineal:
la combinacién lineal de las imagenes

es igual a la imagen de la combinacién lineal;

4 Mnay) = F(0) = 0

y la imagen del vector nulo es igual al vector nulo.

https://personal .unizar.es/rodrigo
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Ejercicio 2.9.1.

Sea ¢ : R — R un vector cualquiera de RE.

p€kerf <= f(p)=vector nulo <= @ = vector nulo
< ¢(x)=0 paratodoxeR
= go(xz) =0 paratodox € R
< (z) =0 paratodo z € [0, 0)

. /\ .
X

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Ejercicio 2.11.2.

Es falsa. Veamos un contraejemplo.

f: R — R?

1\ /o
ol, |1
o/ \o

https://personal.unizar.es/rodrigo

S ) o) [
2 xx)] —\0 1 0 2
X3 X3
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Ejercicio 2.12.2. Ejercicio 2.12.2.

F(P(X)) = p(1)(1 + X2) + p(0)X? base 1, X, X%, X°
p(X) = ap + a1 X + a2 X? + a3 X3

p(l) =ao+ a1+ a + a3 ) 1,X, X2, X3

p(l)(1+X2):(ao+31+32+a3)+(ao+31+32+a3)X2 1) 1+ X2 1+ X2 1+ X% +2x3 1+ X2

p"(X) = 2a3 + 6a3X )  1+X2=1+0X+1X2+0x3

Coordenadas: 1,0,1,0 1,0,1,0 1,0,1,2 1,0,1,0
p"(0)X3 = 2a,X3

V)

3 3 1111

p(1)(1+ X3) + p"(0)X3 = (Z a,-) + (Z a,-) X? +2a,X3 0000

i=0 i=0 1111

0 020
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Ejercicio 2.12.2. Ejercicio 2.14.
R4 hg , RZ ha R4

f: R3[X] — R3[X]
e1 P Be1 =W _ ABe1 =€ — €3
ag + a1 X + 32X2 + a3X3 — (ao + a1+ ax+ a3)

€2 _ Vo B € — €4
+ (a0 + a1 + a + a3) X2 + 2a,X3

e -V —_ — e+ e

€4 —_— ) —_— — €&+ &

ha:R* — R*
dimkerhy = dimR?> —dimimhy =2—-2=0 = h, inyectiva

X1 1111 X1 X1tXx2+ X3+ X —> cada vector tiene a lo sumo una preimagen
X2 0 00O X2 0
H . pu—
X3 1 111 X3 X1+ X0 + X3+ Xg
X 00 2 0 X 2x3 (e1 — e3,e2 — €4) familia libre = (v1, v) familia libre

—>  (v1, vp) base de R?

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal | 307 https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |


https://personal.unizar.es/rodrigo
https://personal.unizar.es/rodrigo
https://personal.unizar.es/rodrigo
https://personal.unizar.es/rodrigo

Ejercicio 2.14.

R2 _h g
Vi —_— e — &3
Vo — e — ey

Avi + vy ——————

I
1)

IV)

wi, W2

2W1, 2W2

_ R?
) Vi — (—Vl) = 2V1
> V7 — (—Vz) = 2V2
e

2wy = 2wy + Ows 2wy = 0wy + 2w,

2 0
(9o

https://personal.unizar.es/rodrigo

Ejercicio 2.16.2.

| —

D

Algebra Lineal |

Si A es regular, podemos construir la aplicacién inversa de La:

2(Avi + puwa)

Lyt

309

La1(La(B))=AlAB=B = L, es inyectiva
La(La-1(B)) = AA"1B=1B = L es suprayectiva
| = D Probaremos el contrarreciproco: \ nol <= noD \
Anoesregular <=  ha:F" — F" no es biyectiva <=

ha : F" — F" no es inyectiva <=

existe 0 # X € F” tal que AX =0

Ahora construimos la matriz por columnas B = (X|X]...|X)
La(B)=A-B=A-(X|X|...|X)=(A-X|A-X|...]A- X) = matriz nula

https://personal .unizar.es/rodrigo
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Ejercicio 2.16.1.

LA(Bl + 52) = A(Bl + BZ) = AB; + AB, = LA(Bl) + LA(BQ)

La(AB) = A(AB) = A(AB) = ALa(B)

https://personal.unizar.es/rodrigo

Ejercicio 2.16.3.

Algebra Lineal |

La matriz que buscamos es de tamano 4 x 4.

01 00

0 0 01
0 a
0 ¢

~—

~—

1)

V)

bo) ()
5] ()

Coordenadas: a, c0,0

O O n w
o o QT
0 v OO

https://personal.unizar.es/rodrigo

(

Q T O O

b,d,0,0

Algebra Lineal |

o)

0,0,a,c

I
VR

0,0,b,d

310
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Ejercicio 2.21.1. Ejercicio 2.21.1.
3vi +3v+v3=v; = las coord. de v respecto de B son 3,3, 1
—vi+vw3=Vv, = las coord. de v} respecto de B son —1,0,1

! !
% Vo = v = las coord. de v; respecto de Bson1,1,0 .
1 V2= 3 fesp e B’ es base de V porque la matriz P es regular.

1

3 - 1 /
3i +3vu +v3 = v _1 _
La matriz de cambio de basesde B’ a B es: P=13 0 1 :} 3 -1 -1
1 1 o0 —vi+w=v — P=13 0 O
—vit+w=v 1 1 1
Nos dan X’ = (1,2,3)", y nos piden hallar X.
3 -1 1 1 4
X = PX' — 3 0 1 21 =|6
1 1 0 3 3
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Ejercicio 2.24.1. Ejercicio 2.24.1.
a1 a2 a3 2 awn 0 O 1
A= laxn ax axs B = 1 A=10 a»n 0 B =11
az1 a3 as3 1 0 0 as 1

Sea A una matriz 3 x 3 cualquiera. )
d Sea B’ la matriz elemental correspondiente a intercambiar las filas 1 y 2.

i Qué condiciones deben cumplir sus entradas a; para que A esté en Z7

. . .. . 0 a1l 0 0 dano 0
Sea B la matriz elemental correspondiente a multiplicar la fila 1 por 2.
P p p ano 0 0 = AB, - B/A = ail 0 0
0 0 as3 0 0 das3
2a11 a2 a3 2a11 2a1p 2a13
2ap31 axp a3 | =AB=BA=| a1 an ax Luego a1y — a
2a31 a3 a3z a1 a3z  as3 1 22:

Repitiendo este argumento con las demas matrices elementales que
Luego a12 = a13 = az1 = a31 = 0. intercambian filas, concluimos que:
Repitiendo este argumento con las demas matrices elementales que

multiplican una fila por 2, concluimos que la matriz A debe ser diagonal.
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A:all-l3
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Ejercicio 2.26.1. Ejercicio 2.26.2.

Repetimos el algoritmo de la demostracién del lema 2.56.

[kerh] /g

B3 no puede ser matriz de h porque no es de tamano 3 X 4. 1 3 0 0 X1 0

2l ckerh = |0 2 1 -1|-|®|=]o

A, B; son matrices de la misma aplicacion lineal respecto de distintas bases X3 0 -2 -1 1 X3 0
si y solo si  son equivalentes siy solosi tienen el mismo rango. X4 X4
rango(A) =2  rango(B1) =3  rango(Bz) =2  rango(Bs) =2 1 3 0 010 130 010
0 2 1 —-1/0] -1 021 -1|0
Respuesta: By, B,. 0 =2 -1 110 000 010

ker h = {( = 3X\+3p, A — 11, 21,20)7 | A, pp € C}
=span((3,-1,2,0)7,(-3,1,0,2)7)
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Ejercicio 2.26.2. Ejercicio 2.26.2.

Ampliamos esta base del nticleo hasta formar una base del espacio inicial.
P P Buscamos bases (ay, a0, a3, a4) de C* y (by, by, b3) de C3

1 0 3 -3 respecto de las cuales la matriz de h sea Bj.
0 1 -1 1
0 0 0 2 h(az) = 0by + 0by + 1b3 h(as) = 0by + 0by + 1b3
Calculamos sus imagenes: h(a1) = h(a2) = ap = a1 + vector del nicleo
1 3 0 0 h(as) = h(as) = as = a3 + vector del nicleo
0 2 0 0
0 -2 0 0 ai = a=u + u3 a3 = ag = Uy +
Y de nuevo ampliamos: by = h(u) = w by = ws bs = h(uz) = we
1 3 0 span(a1, a2, a3, a4) = span(ui, Uy + u3, Ua, Uz + Ug)
w1 = 8 w2 = 22 w3 = é = span(uy, us, o, ug) = C* — (a1, @2, a3, a4) es base
https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal | 319
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Ejercicio 2.26.3. 10 3 -3
(u1, U, us, ua) P, candnica P= 01 -1 1
0 0 2 0
0 0 O 2
1 3 0
(wi, wo, w3) — @, canénica Q=10 2 1
0 -2 0

Calculemos la relacién entre A, B>, P, Q.  Fijamos un vector v € C*.

Sean X las coordenadas de v en la base candnica.

Sean X’ las coordenadas de v en la base (u1, up, us, us).
Sean Y las coordenadas de h(v) en la base canénica.
Sean Y’ las coordenadas de h(v) en la base (w1, wa, w3).

Y = AX Y' = BX' X = PX' Y =QY'
QRBX'=QY' =Y =AX=APX = QAP = B;
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Ejercicio 2.26.3.
4x2
3x4 —_—N—
2x3 1 0
—_—
1 00 1.0)0°0 01
0 1/0) (2100 00|
0 0|0 O 0 0
10
(1000} |Jo1]| _ (10
0 1|0 O 00 N 01
2x4 00 2x2
—_———
4x2
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Ejercicio 2.26.3.

P
Q! A B>
1 _
10 3 1 3 0 0 0? i f 100
00 F|-|0 2 1 1|0 ;7 ,|=[010
1 1 -2 -1 1
0 0 00 0 5 0 0O
P = matrix([ [1,0,3,-3]1, [0,1,-1,1], [0,0,2,0]1, [0,0,0,2] 1); show(P)
Q = matrix([ [1,3,0], [0,2,1], [0,-2,0] 1); show(Q)
A = matrix([ [1,3,0,0]1, [0,2,1,-1], [0,-2,-1,1] 1); show(A)
R = Q.inverse(); show(R)

show( R*A*P )

https://personal.unizar.es/rodrigo

Ejercicio 2.26.3.

Algebra Lineal |

-1AP =B
N > = DiQAPD =1,
D1ByDs = Iy
1 0]o0 10 3/ 10 3/2
ClleQ_1:< ) 00 —1/2 :(
010 " 00 —1/2
1 0]3 -3 10 10
0 1]-1 1 01 0 1
GQ=PD2=| 4 o2 o oo |00
00/0 2 00 00

https://personal.unizar.es/rodrigo
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Ejercicio 2.31.1.

Ya dimos una solucién en el ejercicio 2.26.3.

Fijamos las bases canénicas, y trabajaremos con aplicaciones lineales

en lugar de con matrices.

FrLFnh—A>Fm

Recordamos que:

hg,aB, = hg, © ha o hg,

hg,
—_—

l7[ - i(jﬂ?r

r

]Fr

Vamos a dar otra solucién.

Asi que el problema se reduce a construir dos aplicaciones lineales hg, , hp,

tales que:

hB1 9] hA 9] hB2 == idFr

https://personal.unizar.es/rodrigo

Ejercicio 2.31.2.

Algebra Lineal |

Podriamos adaptar los argumentos del ejercicio 2.26.3 o del 2.31.1,
pero es mas divertido hacer una solucién distinta.

Por el apartado anterior sabemos que
existen matrices By, By tales que:

nxm mxn
~~ =
Ahora r = n, luego: B - A

N
B
nxn nxn
=~ =~
: B2 = In

rango(B1ABy) = n = rango(B2) = n
= existe Byt

BiABy =1, = BiA = B;*

=

B = B;B; € Mpxm(FF) es la matriz que buscamos.

https://personal.unizar.es/rodrigo
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mxn nXxr rxr
~~
A - B = |
== B> es regular
ByBiA=1,

327

Ejercicio 2.31.1.

hg h
Fr —2 F" —A Fm
€1 — %1 — wi
€r ? Vr _ Wy

LAiei Y Aivi AW

hgy

]FI‘

€1

€r

Yo Aiei

donde r = rango(A) = dim(im ha).

Sea wy, ..., w, una base de im hy,
Sean vi,...,v, € F" tales que ha(v;) = w;.
Como ey, ..., e es base de F" (la base canénica),

existe una dnica aplicacién lineal hg, tal que hg, (&) = v;.

Como wy,...,w, es familia libre,

existe una aplicacion lineal hg, tal que hg, (w;) = e;.

https://personal.unizar.es/rodrigo

Ejercicio 2.34.1.

Algebra Lineal |

Fijamos las bases canénicas, y trabajaremos con aplicaciones lineales

en lugar de con matrices.

hg

ha

FP > 7

7

rango(A) = dim(im(ha)) = dim(ha(F"))

Fm

rango(AB) = dim(im(hag)) = dim(hag(FP)) = dim((ha o hg)(F?))

= dim(ha(hs(FP)))

hg(FP) CF" = ha(hg(FP)) C ha(F") —

https://personal.unizar.es/rodrigo
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rango(AB) < rango(A)
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Ejercicio 2.34.3.

FPo—% _ o M, Fm
] halv) = &(%)
hg(FP) ——=— F™
n = dim(F") rango(A) = dim(ha(F"))
rango(B) = dim(hg(F*)) rango(AB) = dim(ha(hs(FP)))

dim(ker(ha)) = dim(F") — dim(ha(F")) = n — rango(A)
dim(ker(g)) = dim(hg(FP)) — dim(g(hg(FP))) = rango(B) — rango(AB)

ker(g) C ker(ha) = rango(B) — rango(AB) < n — rango(A)

https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Definicién 3.1.

3.1. Determinantes y operaciones por filas |

Sea A € M,(F).

El menor (i, /) de A, denotado M,f}, es la matriz (n—1) x (n—1)

formada al suprimir la fila i y la columna j de A.

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |
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Capitulo 3. Determinantes

3.1. Determinantes y operaciones por filas |

https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Definiciones 3.2.

3.1. Determinantes y operaciones por filas |

Definimos la aplicacién determinante

det : Mp(F) — F
Ar— det A= |A]

inductivamente mediante:
1. Sin=1, det A= aj;.

2. Supuesto definido el determinante para matrices (n — 1) x (n — 1),
llamamos adjunto (7,j) de A € M,(F) al nimero:

Aj = (—1)" det M}

Definimos:
det A = a11A11 + -+ an1tAm

(Suma de los elementos de la primera columna por sus adjuntos).
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Ejemplos 3.3. Propiedades 3.4.

3.1. Determinantes y operaciones por filas | 3.1. Determinantes y operaciones por filas |

1. El determinante de una matriz genérica 2 X 2 es:

ai1 a2
a1 a

= +a11 ax» — a1 a

Sea A € M,(F).

2. Calculemos el determinante de una matriz 3 x 3: ) o o
1. Sea Fi(«) la matriz elemental que multiplica la fila i por «a.

0 3 8 5 6 3 g 3 g Entonces:
2 5 6 =40 -2 +4 det(Fi(a)A) = adet A
01 01 5 6
4 0 1
=—-2(3—-0)+4(18—40) = —94
3. El gjercicio 3.3 nos dice que el determinante de la matriz identidad es
igual a 1:
det/, =1
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Propiedades 3.4. Consecuencias 3.5.
3.1. Determinantes y operaciones por filas | 3.1. Determinantes y operaciones por filas |
Demostracion.
Sea B = Fi(a)A. Induccién sobre n.
Si n =1 esta claro: det B = by; = aa;1 = avdet A. 1. det F,'(O[) = a, ya que F,'(O[) _ F,'(Oé)/,,.
Supongamos pues que la férmula es cierta para n —1 (con n > 2), Por lo tanto podemos reescribir la propiedad 1 como
y probemos que es cierta para n: det(Fi(a) - A) = (det Fi(a)) - (det A).
n
det B = Z bx1Bk1 = b1 Bii + Z b1 Bk 2. Si A tiene una fila nula, entonces det A = 0.
k=1 ki
a (Observa que la propiedad 1 es vélida incluso si « = 0,
—induccion (aai)An + Z a1 (A1) aunque entonces Fj(a) no es una matriz elemental).
ki
n
=« Z ak1Ak1 = adet A
k=1
DJ
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Propiedades 3.6. Ejercicios 3.7.

3.1. Determinantes y operaciones por filas | 3.1. Determinantes y operaciones por filas |

2. El determinante es aditivo en cada fila, es decir:

ail s ain ail s ain ail s ain
= 31
ai—-1,1 ce dj—1,n di—11 - di—1n di—11 - di—1,n
/ /! / /! _ / / /! /!
aptan o @yt a = a4 0 @y [t a0 dp = 32
di+1,1 te dj+1,n di+1,1 - di+ln di+11 **° di+l,n
. . . . . . = 33
anl tot dnn danl to ann anl T ann
Demostracion.
Anéloga a la demostracién de la propiedad 1. []
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Capitulo 3. Determinantes Propiedades 3.8.

3.2. Determinantes y operaciones por filas |l

3.2. Determinantes y operaciones por filas Il

3. Sea Fj; la matriz elemental que intercambia las filas i, j.

Entonces:
det(Fj;A) = —det A
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Propiedades 3.8.

3.2. Determinantes y operaciones por filas Il

Demostracion.
1. Primero veamos que basta con que probemos el resultado para i = 1.
Observamos que  Fjj = Fy;FijF1;  gracias al siguiente diagrama:

1 i j

Fii -
i 1 J

Fij Fij
i J 1

Fii 1
1 J i
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Propiedades 3.8.

3.2. Determinantes y operaciones por filas Il

Demostracién.
2. Induccién sobre n. El caso n = 2 es claro. Veamos n—1 — n (n > 3).

Sea B = FijA, debemos ver que estos dos niimeros son opuestos:

n n
det A = Z ak1Ak1 det B = Z br1Bra
k=1 k=1

a) Sik#1,j,
entonces My, , MZ son iguales salvo por dos filas intercamb.
Debido a la hipétesis de induccion, Bx; = —Ak1.
Ademas bg; = ax1.  Luego br1Bri = —ak1Ax1.
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Propiedades 3.8.

3.2. Determinantes y operaciones por filas Il

Demostracion.
Por lo tanto, una vez que probemos el resultado para i = 1, tendremos:

det(F,-jA) = det(Fl,'F]_jFl,'A) == det(FljFl,'A)
= det(Fl,-A) = —detA

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Propiedades 3.8.

3.2. Determinantes y operaciones por filas |l

Demostracion.

2.b) Vamos a probar que b11B11 = —aj1Apn
) i habremos acabado
Simetria A< B — aj1A11 = — lejl
fila 1 fila 2
fila j—2 fila j—1
MA = | filaj-1 ME = | a1
fila j+1 fila j+1
fila n fila n
Mﬁ se obtiene al hacer j — 2 intercambios de filas a Mj"}. b1 = aj.

bi11Bi1 = aj1 det Mﬁ mdu& ajl(—l)j_2 det /\/If]\_

= —aj1(—1)j+1 det /\/Iﬁ = —aleﬂ

342
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Consecuencias 3.9.

3.2. Determinantes y operaciones por filas Il

1. Si dos filas de A son iguales, entonces det A = 0.

2. det Fjj = —1, por lo tanto det(F;;A) = (det Fj;) - (det A).

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Ejercicios 3.12.

3.2. Determinantes y operaciones por filas Il

= 35

= 3.6
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Propiedades 3.10 y consecuencias 3.11.

3.2. Determinantes y operaciones por filas Il

| Propiedades 3.10. |

4. Sea F,-j(a) la matriz elemental que suma, a la fila /,  veces la fila j.
det(Fij(o)A) = det A
Demostracion.

Sea B, la matriz obtenida al sustituir la fila i de A por « veces la fila j.
(2 (1)
det(Fjj(a)A) === det A + det B, det A+ adet By

O detA+a-0=detA

| Consecuencias 3.11. |

= det Fj(a) =1, porlotanto det(Fj(a)A) = (det Fjj(cv)) - (det A).
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Capitulo 3. Determinantes

3.3. Propiedades de los determinantes
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Nota 3.13.

3.3. Propiedades de los determinantes

Las propiedades 1, 3y 4, junto con det/, =1,
permiten calcular el determinante de cualquier matriz A.

1. Si A es regular,
d matrices elementales Fy,...,F, talesque: A=F,---F -1,

detA=det(F,---F1-1l,) =detF, -det(F_1---F1- 1)
=... =detF, - -detFy
2. Si A no es regular,

4 matrices elementales Fi,...,F, talesque A=F,---F-B
donde todas las entradas de la dltima fila de la matriz B son ceros.

detA=... =detF,---detfq;- detB =0
~——
=0
https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal | 349

Propiedades 3.15.

3.3. Propiedades de los determinantes

5. Aesregular <= detA#0
Demostracién.
Es el argumento de la nota 3.13. DJ
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Ejemplo 3.14.

3.3. Propiedades de los determinantes

Calculemos un determinante con este método:

-1 2 0 -1 0 -12 0 -1 0
-1 2 2 1 0 0 0 2 2 0
2 -4 1 5 0O|=10 0 1 3 0
3 -4 0 3 2 0o 2 0 0 2
-2 4 -1 -5 -1 0 0 -1 -3 -1
-1 2 0 -1 0 -1 2 0 -1 0
0 2 0 0 2 0 2 0 O 2
=—/0 0 1 3 O|l=—/0 0 1 3 0
0 0 2 2 0 0 00 —4 O
0 0 -1 -3 -1 0O 00 0 -1
https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Propiedades 3.16.

3.3. Propiedades de los determinantes

6. det(A- B) = (det A) - (det B)

Demostracion.

Primero observamos que si uno de los términos es distinto de cero,
entonces el otro también es distinto de cero.

det(AB) #0 <= ABregular <= Ay B regulares
< detA#0y detB#0
<= (detA)-(detB) #0

350
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Propiedades 3.16. Consecuencia 3.17.

3.3. Propiedades de los determinantes 3.3. Propiedades de los determinantes

Demostracion.

Supongamos pues que A y B son regulares.

Si A lar, ent : det(A™1) = (det A)~!
3 matrices elementales F;, Q; talesque: A=F,---F B=Qs---@ | A1 e reglilar, entonces et( ) = (detA)

det(AB) =det(F,--- F1 - Qs--- Q1) Demostracion.

= (det F)--- (det Fy) - (det Q;) - - - (det Q1) (detA) - (det(A™)) = det(A- (A7) = det(ln) = 1

=det(F, - - F1)-det(Qs - - Q1) = (det A) - (det B)

DJ
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Propiedades 3.18. Propiedades 3.18.
3.3. Propiedades de los determinantes 3.3. Propiedades de los determinantes
Demostracion.
Veamos cudl es la traspuesta de una matriz elemental cualquiera:
7. det(AT) = det A
T T
1 1
@ 4 T T
Demostracién. Fa(a)’ = e’ = F(a) Fo=11 =
El corolario 2.30 nos dice que, si A no es regular, tampoco lo es AT, 1 1
En tal caso: detA=0=detA” -
S A | 1 1 o
upongamos pues que A es regular. E T
! . a)' = 1 = 1 = F13(«
Existen matrices elementales F; tales que: A=F,---F 71(a) o 1 1 13(2)

En los tres casos, si F es una matriz elemental,
entonces FT también es elemental y: det FT = det F

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal | 355 https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |
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Propiedades 3.18.

3.3. Propiedades de los determinantes

Demostracion.
Por tanto:

det AT =det(F,--- F1)" = det(F -

FT

r

)

= (det F{")---(det F,7) = (det Fy) - - - (det F,)

= (detF,)---(det Fy) =det(F,--- F1) = detA

https://personal.unizar.es/rodrigo

Capitulo 3. Determinantes

3.4. Matriz adjunta
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Ejercicios 3.19.

3.3. Propiedades de los determinantes

https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal | 358

Propiedades 3.20.

3.4. Matriz adjunta

8. El determinante es suma de los elementos de una fila por sus adjuntos,
o también suma de los elementos de una columna por sus adjuntos:

n n
det A = Z arjArj = Z aisAis
j=1 i—1

Demostracion.
Si s =1, es la definicién de determinante.

Si r =1, es consecuencia de que det AT = det A.

En la siguiente diapositiva probaremos el caso r = 2 a partir de r = 1.

Repitiendo los mismos argumentos se harian los casos r =3, ..., n.
Finalmente, como det AT = det A, tenemos también los casos s = 2,. .., n.
https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal | 360
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Propiedades 3.20.

3.4. Matriz adjunta

det A= "ajAy
j=1

Demostracién.
Probemos el caso r = 2 a partir del caso r = 1.

Sea B = F1»A la matriz formada al intercambiar las filas 1 y 2 de A:

detA=—detB=—Y byBij=—_ by(~1)'* det ME
j=1 j=1

n n
= Z azj(—1)2+J det Mé = Z aszzj
j=1 j=1

DA
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Propiedades 3.22.
3.4. Matriz adjunta
9. A-(adjA) = (detA) - I,
Demostracién.
La entrada (7, i) de la matriz A- (adj A) es
la suma de los elementos de la fila i por sus adjuntos, es decir, det A.
Veamos que, si i # j, entonces la entrada (i, /) de dicha matriz es cero.
Sea B la matriz formada al sustituir la fila j de A por la fila i de A
(luego las filas i y j de B coinciden).
n n
(A ’ (adJ A))U = Z dik - (adJ A)kj S Z a,-kAJ-k
k=1 k=1
n
= Z bjkBjk —detB=0
k=1 O

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |
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Definicién 3.21.

3.4. Matriz adjunta

Sea A € M,(F).
La adjunta de A es la matriz traspuesta de la matriz de adjuntos.
Es decir, adj A € M,(F) y la entrada (/,/) de adj A es el adjunto (j, /) de A:

(adj A)y = Aji

https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal | 362

Corolario 3.23.

3.4. Matriz adjunta

Si A es regular, entonces:

_ 1 .
A= detAadJA

https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal | 364
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Nota 3.24 (Regla de Cramer).

3.4. Matriz adjunta

Sea A € M,(F) una matriz regular,
y sea b € F"” un vector columna.
Entonces la solucién del sistema AX = b es

N — det BJ'
7 detA

donde B; es la matriz que resulta de sustituir la columna j de A por b.

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Ejercicios 3.25.

3.4. Matriz adjunta

= 3.10
= 311

= 3.12

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |
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Nota 3.24 (Regla de Cramer).

3.4. Matriz adjunta

Demostracion.
Calculamos el determinante de B;

sumando los elementos de la columna j por sus adjuntos:

n

n
det BJ' = Z b,A,J = Z(ad_] A)J',' : b,' = (fila j de adj A) -b

i=1 i=1

La solucién del sistema es X = A~lb= 1. (adjA)- b.

1
xj = —— - (filaj de adjA) - b=

det A

1
_detA - det BJ'

https://personal.unizar.es/rodrigo

Capitulo 3. Determinantes

3.5. Signatura
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Observacion 3.26. Observacion 3.26.

3.5. Signatura 3.5. Signatura
1 2 3 4 4 = 24 sumandos Para todo n € N, definimos el polinomio p, en las variables Xj; como
=det((X;})"._,).
° o T 8 .8.9.15 +1.8.10-15 4. pn = detl(Xy)iy=1)
9 10 11 12 P = | Xu| = X
13 14 15 16
X X
0100 1000 1000 =Xy X — X2~ X1 X2
0001__0001_%_0100__%(:288__1
10 0 0 01 0 0 00 0 1] 886‘1) o
0010 0010 0010 X X2 X3
p3 = [Xo1 X2 Xoz| = + X11X02X33 + X1 X32X13 + X31 X12X23
1 000 1 000 1 000 Xzt X322 Xs3
000 1 0100 0100 — X31 X220 X13 — X11X32X23 — X21X12X33
= - =+ =+1
0100 0001 0010 Por induccién, vemos que p,, es un polinomio homogéneo de grado n,
es decir, es suma de monomios de grado n.
0 010 0 010 0 001 deci d ios de grad
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Observacion 3.26. Observacion 3.26.
3.5. Signatura 3.5. Signatura

i Cudl es el coeficiente que multiplica a cada monomio? Para calcularlo,

evaluamos el polinomio haciendo las variables del monomio igual a 1y el

resto 0. Por ejemplo, si n = 3: Como el determinante de una matriz que tiene o bien una fila nula o bien
una columna nula es cero, los Ginicos monomios con coeficiente distinto de

= El coeficiente de X11X35X>53 es: cero son los de la forma

100 100 n
001 ==[01 o =-1 Xo)1Xo(2).2 7 Xo(myn = [ Xo(ii
010 001 =t

donde o es una permutacién de {1,2,...,n}, es decir, o € S,,.

= El coeficiente de X71.X0X53 es:
Por ejemplo, si n = 3, la permutacién o(1) =2, 0(2) =3, 0(3) =1
se corresponde con el monomio X531 X32.X13.

O O =
o = O
o = O
Il
o
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Definicién 3.27.

3.5. Signatura

A cada permutacién o € S, le asociamos
la matriz por columnas A, = (ey(1)l - - - |€5(n)),

donde €1, ..., e, son los vectores de la base canédnica.

Definimos la signatura de ¢ como el determinante de A,:

sgno =det A, € {£1}

https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal | 373

Propiedad 3.29.

3.5. Signatura

Para todas permutaciones o, 7 € S,, se cumple que:

sgn(coT) = (sgno) - (sgnT)

Demostracién.
Ejercicio 3.13. O
https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal | 375

Propiedades 3.28.

3.5. Signatura

10. El determinante es:

n
detA = Z (sgno) - H as(i),i
=1

O'GSn

Demostracion.
Observacién 3.26.

https://personal.unizar.es/rodrigo

Ejercicios 3.30.

3.5. Signatura

= 313

= 3.14

= 3.15

= 3.16

https://personal.unizar.es/rodrigo
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Capitulo 3. Determinantes

Ejercicios determinantes

https://personal.unizar.es/rodrigo

Ejercicio 3.1.1.

tr(A+B) = tr

(trA) + (tr B) = (311 + -

Aail
tr(AA) = tr

)\a,,l

ail+buy - awn+ big

apt +bn1 -+ ann+ bnn

Algebra Lineal |

'+ann)+(b11+"'+bnn)

)\aln
= Xair + -+ Aann
Aann

)‘(tr A) = )‘(all +---+ ann)

https://personal.unizar.es/rodrigo
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=ai1+bii+---+amm+bnn
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Ejercicios determinantes

» Ejercicio 3.1.1. » Ejercicio 3.5.1.
» Ejercicio 3.1.2. » Ejercicio 3.5.2.
» Ejercicio 3.1.3.

https://personal.unizar.es/rodrigo

Ejercicio 3.1.2.

columna j de B

filaide A bl'
J

(AB); = (3i1 ain)
bpj

» Ejercicio 3.12.
» Ejercicio 3.13.

Algebra Lineal |
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n
= aj1byj + - + ainbnj = Y ajxbyj
k=1

Por simetria A <+ B también deducimos que:

(BA)jj = > k=1 bikaj

tr(AB) = > (AB)i=Y_ Y awbi = Y abyi

i=1 i=1

k=1

ik=1

n

tl’(BA) % Z bixaki = Z brsasr = Z ajk by

i k=1

https://personal.unizar.es/rodrigo

r,s=1
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Ejercicio 3.1.3. n=2

Como  (39).(38),(98).(39) es base del espacio inicial,

y f es lineal, f estd determinada por:

Mi=rF(58)  AM2=7(§5) Aa=r(3)

En efecto:

Aoz =1f(39)

F(a) =7 an(§d)+an(3f)+an(?8)+axn(39) )

= a11A11 + a12A12 + @21 A21 + @202

Recordamos que:  tr( 31 312) = a1 + a2 Luego debemos probar que:
A2 =M1 =0 A11 = A2
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Ejercicio 3.5.
Solucién 1

Sea f : R” — R" el endomorfismo cuya matriz en la base candnica es A.

Nuestras hipétesis son: dim(imf) =1 tr(f) =0
Debemos demostrar: f o f = aplicacién nula <— imf C kerf
dim(kerf) =n—1 = Tomamos una base (vi,...,v,) de R”
de forma que v1,...,v,_1 € ker f
fln) = O0vi + ... +  Ovp 4+  Ov,
f(vi-1) = O0vi 4+ ... +  Ovyg 4+  Ov,
f(Vn) = AMvi + ... + Ap_iVa—1 + Mg,

La traza de f no depende de la base escogida
= O=tr(f)=0+---4+0+ A\, =
= f(vn) € ker f = imf C ker

https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

(base inicial = base final)

An=0
f

383

Ejercicio 3.1.3.

Sea F =(39) la matriz elemental que multiplica la primera fila por 2.
M2 =1 (85)=F((§5) - F)=F(F-(§5)) =1(83) =2\

Luego A1 = 0. Anédlogamente \p; = 0.

Sea G =(93) la matriz elemental que intercambia las filas 1 y 2.
Como G2 = b:

Mr=1(58) =f((58)- G- G)=F(G-(53)-G)=F(§3) =)=

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |
Ejercicio 3.5.
Solucién 2 rango(A) =1 A=(Xi]...|Xn)
u u
= span(Xi, ..., Xn) = span{| : |) = Xi = v
Un Un
viup - Vpln uy
— A= =] w) =0V
vilu, -+ Vplp Un
uy
O:trA:vlul-l-----l-v,,u,,:(vl v,,)- =W
Un
u 0 --- 0
A2 = UVUV = U(VU)V = | : -(0)-<v1 v,,): Do
Up 0 --- 0

https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |
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Ejercicio 3.12.

AB =1, en My(Z) =

Si det A € {£1}, podemos construir su inversa sin salirnos de M,(Z)

mediante la férmula de la adjunta:

-1

https://personal.unizar.es/rodrigo

(det A)(detB) =1
det A e {£1}

1
det A

adj A

Algebra Lineal |

Capitulo 4. Valores y vectores propios

4.1. Valores propios

https://personal .unizar.es/rodrigo
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Ejercicio 3.13.

Fijamos la base canénica de ", y trabajamos con endomorfismos.

o — Ay — fy
T — A — f-
coT <—  Asor —  foor
As Ay +— frof; i foor =fo0fr 7

La relacién entre un endomorfismo y su matriz en la base candnica es que
las columnas de la matriz son las imagenes de los vect. de la base canénica:

f-(e) = exs) f-(e/) = er(j) foor(€)) = €(oor)())

Si dos aplicaciones coinciden en una base, es que son iguales.

(fo o f:)(&) = fo(fr(€)) = fo(er()) = €x(r(j)) = E(oor)(j) = foor(€))

https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal | 386

Situacién 4.1.
4.1. Valores propios

En este capitulo,

V es un F-espacio vectorial de dimensién finita,
n=dmV,

A € Mp(F) es una matriz cuadrada,

f es un endomorfismo de V.

(Es decir, f:V — V  esuna aplicacién lineal

en la que tanto el espacio inicial como el final son V).

https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal | 388
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Definiciones 4.2.

4.1. Valores propios

1. Decimos que un escalar A € F es un valor propio del endomorfismo f

si existe un vector v € V distinto del vector nulo tal que:

f(v)=Av

2. Fijemos un valor propio .

Un vector v € V es un vector propio de f de valor propio A

si f(v) = Av.

El conjunto de dichos vectores propios es

el subespacio fundamental de valor propio A, denotado Sf(\):

Sr(A\) ={veV]|f(v)=Av}

https://personal.unizar.es/rodrigo

Notas 4.4.

4.1. Valores propios

1. El vector nulo es vector propio de cualquier valor propio,
pero hace falta que haya al menos otro vector v tal que f(v) = Av
para que hayamos dicho que el escalar A es valor propio.

Algebra Lineal |

2. 5¢(\) es en efecto un subespacio de V,
ya que es el nicleo de la aplicacién lineal:

(Aidy —f): V — V

Vi Av —f(v)

Analogamente, Sa(\) es un subespacio de F”.

https://personal .unizar.es/rodrigo
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Definicién 4.3.

4.1. Valores propios

Los valores y vectores propios de la matriz A € M,(F) son, por definicién,
los del endomorfismo ha : F” — F" dado por ha(X) = AX.

fFV)= v +—  AX =X

https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal | 390

Ejemplo 4.5.

4.1. Valores propios

Sea A € M>(Q) la matriz:

TR0 6966

Luego (9) es vector propio de A de valor propio 4,

y (_14) es vector propio de valor propio 0.
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Propiedad 4.6.

4.1. Valores propios

Sea A € F un escalar. Supongamos que A es la matriz del endomorfismo f
en alguna base (misma base de salida y de llegada). Entonces:

A es valor propio de f <= ) es valor propio de A

0 0
rango(AMl, —A) <n <= det(AM, —A) =0

Demostracién.
A es valor propio de f
<= J0#veVtalque f(v) = Av
<= 30 #X € F" tal que AX = \X
<= el sistema (A, — A)X = 0 es indeterminado

<= la matriz Al, — A no es regular

Ejemplo 4.7.

4.1. Valores propios

Sea A € M3(C) la matriz:
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Ejemplo 4.7.

4.1. Valores propios

Solucién.

Para hallar los valores propios debemos calcular los valores de A que hacen
que el siguiente determinante sea cero:

A+11 16 4

det(\b—A)=| -6 AX—90 -2|=...=
—6 -8 X-3
:)\3_>\2_>\+1m(/\+1)(>\_1)2

Asi que los valores propios de A son —1y 1.
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-11 -16 —4
A=| 6 9 2
6 8 3

Calculemos, de manera sistematica, todos los valores propios de A
y sus subespacios fundamentales.

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Ejemplo 4.7.
4.1. Valores propios
Solucién.
S(-1) AX = —1X <  (-h—-AX=0
10 16 4 X 0
= -6 —-10 -2||y|=1]0 = 5(—1) = span(

6 -8 -4) \z 0

12 16 4 X 0 1
-6 -8 -2||y|l=]0 = S5(1)=span(| 0 |,
-6 -8 -2/ \z 0 —)

https://personal.unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |
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Ejercicios 4.8. Capitulo 4. Valores y vectores propios

4.1. Valores propios

4.2. Vectores propios

= 41

= 42

= 43
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Nota 4.9. Definiciones 4.10.
4.2. Vectores propios 4.2. Vectores propios
Si (v1,...,Vn) es una base de V de forma que
cada v; es vector propio de f de valor propio A;,
entonces la matriz del endomorfismo f en la base (v1, ..., v,) 1. Una matriz cuadrada A € M,(F) es diagonalizable

es la matriz diagonal: si es semejante a alguna matriz diagonal.

A1 2. Un endomorfismo f : V — V es diagonalizable

diag(A1,...,Ap) = si existe alguna base de V en la que la matriz de f es diagonal,
A, es decir, dicha base estd formada por vectores propios.

En otras palabras,

, f es diagonalizable si cualquiera de sus matrices es diagonalizable.
Reciprocamente,

si la matriz de f en la base (v1,...,v,) es diag(A1, ..., An),
entonces f(v;) = \;v; para todo i.
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Repaso 4.11.

4.2. Vectores propios

En este capitulo resulta muy conveniente recordar que si
= A es la matriz de f en la base C,
= D es la matriz de f en la base B,
= P es la matriz de cambio de bases de B a C,

entonces:
A= PDP!

Demostracion.
Yo =AXe, Yg=DXs Xc=PXs Yeo=PYs.

AXc = Yo = PYg = PDXg = PDP~ ' X,

[]
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Ejemplo 4.12.
4.2. Vectores propios
Solucién.
Llamemos D a la matriz de f en la base B;
como la base B esta formada por vectores propios,
D es diagonal, D = diag(4,0) = (§93).
Aplicando el repaso 4.11 tenemos que A = PDP~1, es decir:
=1
0 0\ (0 —4) /(4 0 —4
1 4/ \1 1 0/\1 1
DJ
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Ejemplo 4.12.

4.2. Vectores propios

Veamos que la siguiente matriz es diagonalizable:
00
Solucién.

Consideramos A como la matriz del endomorfismo f = hp

en la base candnica C = ((§).(9)).

Hallamos una base B = ((9),(7*))
formada por vectores propios de valores propios 4 y 0.

Calcular la matriz P de cambio de bases de B a C es muy sencillo,

gracias a que C es la base canénica, P = ((1) _14).

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Ejemplo 4.13.

4.2. Vectores propios

Probemos que la siguiente matriz no es diagonalizable:
0 0

Supongamos por reduccién al absurdo que

Solucioén.

si que existe una matriz D = diag(a, 8) = (% g) diagonal
y una matriz P € M(FF) regular
de manera que N = PDP~!.

402
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Ejemplo 4.13.

4.2. Vectores propios

Solucién.
» (0 0\{o 0\ (oo
v (0008 =5 5)

(8 8) = (PDP~Y)? = PDP1PDP! = PD?P~!

Multiplicando a izquierda por P~ y a derecha por P,

vemos que D? es la matriz nula.  Pero D? = (8‘2) (%g) = (0‘2 . )

0 B?
Por lo tanto a® = 2 = 0, es decir, a = 3 = 0.
Asi que D también es la matriz nula.

Volviendo a la expresion inicial N = PDP—1,

observamos que a su vez N también es la matriz nula, contradiccién. [
https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal | 405
Ejemplo 4.14.
4.2. Vectores propios
Solucioén.
Como la matriz D es diagonal, calcular sus potencias es sencillo:
1
Dm — (_l)m
(=2)7
Por lo tanto:
A™ = (PDP~1)™ = pp™P~!
1 (_2)m+1 ) (_2)m+1 )
_ (_1)m+1 +1 (_1)m+1 +2 (_2)m+1 )
(-)™-1 (=2)"4+(-1)"-2 (-2)"+2-(-1)"-2
]
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Ejemplo 4.14.

4.2. Vectores propios

Sea A la matriz:
1 6 6
A=12 3 4
-2 -5 —6

Dado un niimero natural m € N cualquiera, calculemos A™.

Solucién.
Calculamos los valores propios de A y sus subespacios fundamentales,
y aplicando el repaso 4.11 obtenemos que:

-1 0 -2 1 -1 -2 -2
A=PDP'=|-1 -1 0 -1 1 1 2
1 1 1 -2 0o 1 1
https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Ejercicios 4.15.

4.2. Vectores propios
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Capitulo 4. Valores y vectores propios

4.3. Polinomio caracteristico

https://personal.unizar.es/rodrigo

Ejemplo 4.17.

4.3. Polinomio caracteristico

Algebra Lineal |

Calculemos el polinomio caracteristico de la matriz:

Solucién.

X

-36 X-12 12 [=...

26 6 8

36 12 12

—-93 -24 -29
— 26 —6 —8

93 24 X +29

Ruffini

= X3 _9X%2 126X — 24

(X =2)(X =3)(X —4)

409
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Definicién 4.16.

4.3. Polinomio caracteristico

El polinomio caracteristico de una matriz A € M,(F) cuadrada

es el polinomio de F[X] dado por:

X—all

—ai2

—a1 X —ax»

det(XI, — A) =

—dnl

https://personal.unizar.es/rodrigo

Nota 4.18.

4.3. Polinomio caracteristico

—dan2

Algebra Lineal |

—dln
—da2n

X — ann

Hemos definido el polinomio caracteristico de una matriz

€ F[X]

de forma que sus raices sean los valores propios de dicha matriz.

https://personal.unizar.es/rodrigo
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Propiedades 4.19.

4.3. Polinomio caracteristico

Sea p(X) € F[X] el polinomio caracteristico
de la matriz A € M,(F) de tamafio n x n.  Entonces:

1. p(X) es un polinomio ménico de grado n, es decir:

p(X) = bo+ b1 X+ + by X" 4 X"

2. bp_1 = —trA.
3. by = (—1)"det A.

Demostracién.
3. Basta evaluar p(X) en X = 0:

bo = p(0) = det(0- I, — A) = det(—A) = (—1)"det A

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Propiedades 4.19.

4.3. Polinomio caracteristico

Demostracion.

(X — 311)(X — 322) 0coo (X — a,,,,) =

=X"— (all +ax»+---+ ann)Xnil T

2
(a11a2 + an1az + -+ an—1,n—13nn) X" "+ - -

(_]_)” - a1 - ann

Luego bp—1 = —a11 —ax — -+ — app = —trA.

413
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Propiedades 4.19.

4.3. Polinomio caracteristico

Demostracion.

2. Para calcular det(X/l, — A) sumamos
todos los posibles productos de n entradas de la matriz X/, — A
de manera que cojamos una entrada de cada fila y de cada columna.

Estos productos son polinomios de grado
el nimero de entradas que hayamos cogido de la diagonal principal.

Luego solo contribuiran al término b,_1
si escogemos al menos n — 1 entradas de la diagonal principal.

Pero si elegimos todas las entradas menos una de la diagonal principal,
necesariamente la Gltima entrada también estara en la diagonal principal,
ya que hay que elegir una de cada fila y columna.

En conclusién, la Gnica contribucién proviene de
multiplicar todas las entradas de la diagonal principal.
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Corolario 4.20.

4.3. Polinomio caracteristico

Supongamos que podemos factorizar
el polinomio caracteristico de la matriz A
como p(X) = (X — Ap)Mr - (X — M\ )Mk

(Esto siempre es posible si el cuerpo de escalares es F = C).

Entonces:
1. trA= Ml)\l —+ 4 Mk>\k-
2. det A= M. Ak,
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Nota 4.21.

4.3. Polinomio caracteristico

Sea p(X) =det(Xl, — A) el polinomio caracteristico de A;
recuerda que es un polinomio ménico.

Sea q(X) = det(A— Xl,).

Entonces  q(X) = (—1)"p(X).

Luego si n es impar estos dos polinomios no son iguales,
pero si que tienen las mismas raices.
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Notas 4.23.

4.3. Polinomio caracteristico

1. Ya sabiamos que si dos matrices son semejantes, entonces tienen
el mismo determinante, la misma traza, y los mismos valores propios.

La propiedad 4.22 es una demostracién alternativa de esto.
2. Gracias a la propiedad 4.22 podemos definir
el polinomio caracteristico de un endomorfismo

como el polinomio caracteristico de su matriz
respecto a una base cualquiera.
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Propiedad 4.22.

4.3. Polinomio caracteristico

Si dos matrices son semejantes,
entonces tienen el mismo polinomio caracteristico.

Demostracion.
Sean A, B € M,(F),

y supongamos que existe una matriz P € M,(F) regular t.q. B = P"1AP.

|Xl, — B| = | X(P~t1,P) — P~1AP|
= |P~Y(XI,)P — PLAP|
=|P7Y X, — Al - |P|

=PI |P| - [ Xl — Al = |XI, — Al
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Ejercicios 4.24.

4.3. Polinomio caracteristico

= 410
= 411

= 412
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Capitulo 4. Valores y vectores propios

4.4, Subespacios fundamentales

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |

Proposicién 4.26.

4.4. Subespacios fundamentales

Los subespacios fundamentales
de un endomorfismo en un espacio vectorial de dimensidn finita
tienen suma directa.

Demostracién.
Supongamos que Az, ..., Ak son k valores propios distintos de f.

Veamos que S(A\1) @ - - - & S(Ax) mediante induccién sobre k.

M+ Fu=0, conveSN\) Vi = v=0Vi

El resultado es trivial para k = 1. Supongamos que es cierto para k — 1.

421

v
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Nota 4.25.

4.4, Subespacios fundamentales

Supongamos que A es la matriz del endomorfismo f en alguna base.
Sea A un valor propio de f  (es decir, A es un valor propio de A).

Entonces:
dim S¢(A) = dim Sa(\) = n — rango(\/, — A)

Demostracion.

Recordamos que, si A es la matriz de f en la base fijada, entonces
A, — A es la matriz del endomorfismo Aidy —f en esa misma base.

Por lo tanto, rango(Aidy —f) = rango(Al, — A).
dim S¢(A) = dimker(Aidy —f) = dim V — rango(Aidy —f)
=dimF" — rango(Al, — A) = dimker(Al, — A) = dim Sa())

O

V.
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Proposicién 4.26.

4.4. Subespacios fundamentales
Demostracién.

6:f((_)):f(V1+---+Vk):f(V1)+---+f(Vk):)\1V1+---—|—)\kvk
= 0= Dp-0=Xevi+ -+ Newi

0= (A1 —N)vi + -+ (Ake1 — M) Vi1
—_———

€S €Sk_1
i i6 = AiFEN ~ 2
Leduidon (M= X)vi=0 % vi=0, 1<i<k-1
Finalmente, vi=—-vj — - -—v_1=-0—---—0=0

422
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Definiciones 4.27 y nota 4.28.

4.4, Subespacios fundamentales

‘ Definiciones 4.27. ‘

Sea A un valor propio del endomorfismo f.

1. La multiplicidad geométrica de X es
la dimension del subespacio fundamental S(\).

2. La multiplicidad algebraica de A es
su multiplicidad como raiz en el polinomio caracteristico.

La multiplicidad geométrica de un valor propio es mayor o igual que 1.
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Proposicién 4.29.

4.4. Subespacios fundamentales

Demostracién.
La matriz de f respecto de dicha base es la matriz por bloques:

A AMm | B . mxm| mx(n—m)
N C | (n—m) x (n—m)
El polinomio caracteristico de f es el polinomio caracteristico de A:

det(Xl, — A) = det < X=NIm| -B . )

| Xlnfm _

= (X = \)™ - det(Xlp_m — C)

Asi, la multiplicidad de A en el polinomio caracteristico es al menos m. [

v
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Proposicion 4.29.

4.4, Subespacios fundamentales

La multiplicidad geométrica de un valor propio
es menor o igual que la multiplicidad algebraica.

Demostracion.

Sea A un valor propio de f, sea m = dim S(A) su multiplicidad geométrica.

Sea (vi,...,Vm) una base de S(A\), la ampliamos con vpy1,...,V,
hasta que (vi,..., Vim, Vm+1,-- -, Vn) Sea base de V.
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Ejercicios 4.30.

4.4. Subespacios fundamentales

= 413
= 414

= 415
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Capitulo 4. Valores y vectores propios

4.5. Criterio de diagonalizacién
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Teorema 4.31 (de diagonalizacion de endomorfismos).

4.5. Criterio de diagonalizacién

Demostracion.

Asumamos que f tiene exactamente k valores propios distintos, A1, ..., Ax.

= (2= 1) Los subespacios fundamentales siempre tienen suma directa,
y ademas sabemos por hipétesis que dicha suma es el total.

Al juntar una base de cada S(\;), obtenemos una base de V.

3 una base formada por vectores propios, luego f es diagonalizable.

= (1= 2) f diagonaliz. = 3 una base (vi,..., v,) de autovectores de V

Cada v; esta en un S(\;) = span(vi,...,vp) € S(A1) @ --- ® S(\k).

(vi,...,vp) base = span(vy,...,v,) =V =5\)D---®&S(\) =V
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Teorema 4.31 (de diagonalizacion de endomorfismos).

4.5. Criterio de diagonalizacién

Sea V un F-espacio vectorial de dimensién finita,
y sea f un endomorfismo de V.

Entonces son equivalentes:
1. f es diagonalizable.
2. La suma de los subespacios fundamentales es el espacio total V.

3. El polinomio caracteristico puede factorizarse como producto de
polinomios de grado 1 con coeficientes en el cuerpo de escalares IF,
y las multiplicidades geométrica y algebraica de cada valor propio
coinciden.
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Teorema 4.31 (de diagonalizaciéon de endomorfismos).

4.5. Criterio de diagonalizacién

Demostracién.
Ya sabemos:  f diagonalizable < dim V = dim S(A1) + - - - + dim S(\k)

Sea M; la multiplicidad algebraica del valor propio A;.
Siempre podemos escribir el polinomio caracteristico p(X) como:
p(X) = (X = M) - (X = x)Mq(X)
(El polinomio ménico g(X) no tiene raices en el cuerpo de escalares F).
dimV = deg p(X) = My + - - - + My + deg q(X)
> My + -4+ Mg > dim S(A\1) + - - - + dim S(Ax)
Las dos igualdades se cumplen si y solo si

deg g(X) = 0 (es decir g(X) = 1), y dim S(\;) = M; para todo i. [

4
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Ejemplos 4.32. Ejemplos 4.32.

4.5. Criterio de diagonalizacién 4.5. Criterio de diagonalizacién

Veamos que la diagonalizabilidad de una matriz depende del cuerpo de

escalares I en el que trabajamos. 2. Sea B la matriz:
0 0 -3
1. Sea A la matriz: B={[1 0 5
01 0

(0

El polinomio caracteristico de A es X2 + 4.

El polinomio caracteristico de B es X3 — 5X + 3.

B no es diagonalizable si F = Q, pero si es diagonalizable si F = R
A es diagonalizable si F = C, pero no es diagonalizable si F = R (y por tanto también es diagonalizable si IF = C).
(y por tanto tampoco es diagonalizable si F = Q).

https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal | 433 https://personal .unizar.es/rodrigo Algebra Lineal |
Repaso 4.33. Ejercicios 4.34.
4.5. Criterio de diagonalizacién 4.5. Criterio de diagonalizacién

Sea g+ aX + -+ ¢, X" € Z[X] un polinomio con coeficientes enteros,
concg#0yc, #0.

Sea a/b € Q una raiz de dicho polinomio,

donde a y b son nlimeros enteros coprimos entre si. = 416
Entonces: alc, b|cn.
e, ben . 417
Demostracién.
(Antes de empezar observamos que a # 0, b # 0). = 418
2 n
a a a
C0+C1-E+Cz-(5> +“‘+Cn'<5> =0 = 419

— bg+ab" g+ P+ ---+a"c,=0

a,b coprimos ,
Luego a|b"c P al . Andlogamente b | ¢,. [

4
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