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Introduccién

Estos apuntes de Algebra Lineal I surgen a lo largo de dos cursos impar-
tiendo la asignatura; 2018-19 en la Universidad de La Rioja y 2020-21 en la
Universidad de Zaragoza. Los capitulos[I] [2] y [4] estdn basados en los apuntes
que recibi como alumno de la Universidad de Zaragoza de las profesoras Pilar
Gallego Tapia y Paz Jiménez Seral, mientras que el capitulo |3| parte de unas
notas de Alberto Elduque. Para mi ha sido un entretenimiento pensar cudl
puede ser la manera mas didactica de explicar matematicas.

Quiero insistir en que los ejercicios son la parte mas importante de la
asignatura. Muchos de los que encontraras aqui provienen de una coleccion de
problemas elaborada por el Area de Algebra de la Universidad de Zaragoza.

Este documento se puede descargar desde la web:

https://personal.unizar.es/rodrigo

La versién de estos apuntes es la fecha que aparece en la portada, es decir,
2021-9-20. Ten en cuenta que si inicamente anado examenes al final del texto,
pero no modifico nada més (ni siquiera corregir erratas), entonces mantengo
la misma fecha en la portada.

Esta obra esta sujeta a la Licencia Reconocimiento 4.0 Internacional de
Creative Commons (CC BY 4.0). Para ver una copia de esta licencia, entra
en https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ o envia una carta a
Creative Commons, PO Box 1866, Mountain View, CA 94042, USA.
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Capitulo 1

Espacios vectoriales

1.1. Método de Gauss

Ejemplo 1.1. Imaginemos que queremos resolver el siguiente sistema de
ecuaciones lineales:

3r+2y="7
—r+ y=6 (1.1)
dor + 3y =11

Una opcion sencilla es despejar la incognita y de la segunda ecuacion, y
sustituirla en la primera. Asi y = 6 + x, luego 7 = 3z + 2(6 + z) = 5z + 12.
Por tanto en caso de existir alguna solucion, esta debe ser:

r=-1 y=>5 (1.2)

iCuidado, todavia no hemos acabado! Tenemos que sustituir esta soluciéon en
el sistema inicial para asegurarnos de que es correcta. Observa qué pasaria si
la tercera ecuacion fuera 4z + 3y = 10 en lugar de 4x + 3y = 11.

Ejemplo 1.2. Supongamos que ahora nos plantean un sistema més compli-

cado:
204+ y+z2z=1

dr + y = =2 (1.3)
—2r4+2y+z2="7

El siguiente algoritmo es mas eficiente. La idea es operar hasta que los coefi-
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cientes «de debajo de la diagonal» sean cero.

20+ y+z=1 20+ y+ z=1
dr + y = -2 <= — y—2z2=-4
20 4+2y+2="7 3y + 2z =
2e+y+ z=1
= —y—2z=-4 (1.4)
—4z=—-4

Ahora podemos ir obteniendo los valores de las incégnitas, empezando por
la dltima y acabando con la primera:

z=1 y=2 r=-1 (1.5)

Como el sistema tiene una tnica solucién, se dice que es compatible determi-
nado.

Propiedad 1.3 (Método de Gauss). Si en un sistema de ecuaciones lineales
realizamos cualquiera de las siguientes tres operaciones, entonces las solucio-
nes del nuevo sistema siguen siendo las mismas.

1. Multiplicar una fila por un escalar no nulo.
2. Sumar a una fila otra fila.
3. Intercambiar dos filas.

Ejemplo 1.4. Vamos a resolver el sistema:
r+ y+ 2=0
204+ 3y —22=0 (1.6)
r4+2y—32=0

Para ser méas rapidos escribimos solamente los coeficientes de las variables
(siempre en el mismo orden), y asi nos ahorramos escribir las incégnitas.

11 110 1
2 3 =20 |— —4
1 2 -31|0 —4

(1.7)

SO = OO

OO O O oo

O~ = ==
—
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Por tanto el sistema inicial es equivalente a:
r+y+ 2=0
{ y—42=0
Las soluciones del sistema son:
z=A y =4\ r = —b5\ (1.9)

Como el sistema tiene mas de una solucién (una para cada valor de \), se
dice que es compatible indeterminado.

Definiciones 1.5.

1. En cada fila de una matriz dada, llamamos pivote al primer elemento
no nulo empezando por la izquierda.

2. Se dice que una matriz esta escalonada por filas si el pivote de cada fila
(excepto la fila primera) estd mas a la derecha que el pivote de la fila
anterior, y todas las filas nulas estan abajo.

Ejemplo 1.6. Consideramos el sistema:
T+ 2y =1
2x +2=2 (1.10)
3r+2y+z=a

Vamos a calcular sus soluciones, segtin los valores del parametro a € R:

1 2 0|1 1 2 0 1
2 01|21 —=10 —4 1 0
3 2 1]a 0 -4 1|a—3
1 2 0 1
— 10 —4 1 0
0 0 O|la—3
1 2 0 1
— 101 —-1/4 0 (1.11)
00 0 a—3
Por lo tanto si a = 3 las soluciones del sistema son:
1 1
-\ — -\ = _—Z)+1 1.12
z y=7 x 5 + (1.12)

Mientras que si a # 3 el sistema no tiene soluciones, por lo que se dice
incompatible.

Ejercicios 1.7. 1.3 [L.4
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1.2. Espacios vectoriales

Notacién 1.8. En esta asignatura, la letra F denotara siempre a uno de los
tres siguientes cuerpos: los niimeros racionales Q, los niimeros reales R, o los
numeros complejos C.

Definicion 1.9. Un espacio vectorial sobre un cuerpo F es un conjunto V'
dotado de una operacién binaria interna

VXV -V (1.13)
(u,v) — u+wv

y una operaciéon externa

FxV-—V (1.14)
(A, v) — Av

que satisfacen las siguientes ocho propiedades:
1. Asociatividad: (u 4 v) + w = u + (v 4+ w) para todos u,v,w € V.
2. Conmutatividad: © + v = v 4+ u para todos u,v € V.

Vector neutro: existe 0 € V tal que 0 + v = v para todo v € V.

- W

Vector opuesto: para todo v € V existe —v € V tal que v + (—v) = 0.

1

Distributividad: A(u 4+ v) = Au + Av para todos A € F, u,v € V.
Distributividad: (A + p)v = Av + pv para todos A, u € F, v € V.

Asociatividad: (Au)v = A(pv) para todos A\, u € F, v € V.

® N

Para todo v € V' se cumple que 1 - v = v.

Ejemplo 1.10. Dado un nimero entero n mayor o igual que 1, F" es el
conjunto de las n-tuplas con coeficientes en F:

sl
F" = a2, €F (1.15)

Tn
F™ es un espacio vectorial sobre el cuerpo I con la suma y producto siguientes:

1 Y1 1+ W% 1 Ay
+| = : Al =1 (1.16)
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El vector neutro es (0,...,0)T y, dado un vector (z1,...,2,)T, su vector
opuesto es (—x1,...,—x,)T. Observa que en esta asignatura escribimos los
elementos de F™ siempre en columnas o, lo que es lo mismo, como vectores
fila traspuestos.

Notas 1.11.

1. En las propiedades del vector neutro y el vector opuesto (propiedades 3
y 4 de la definicién el orden de los cuantificadores (‘existe’ y ‘para
todo’) es fundamental. En un espacio vectorial hay un vector neutro,
mientras que cada vector tiene un vector opuesto.

2. La propiedad del vector neutro implica que todo espacio vectorial tiene
al menos un vector, el vector neutro 0. De hecho V' = {0} es el espacio
vectorial més pequeno posible.

3. La asociatividad de la suma y la asociatividad del producto por es-
calares nos ahorra escribir muchos paréntesis. Por ejemplo escribimos
v1 + v9 + v3 + v4 en lugar de escribir cualquiera de las expresiones
equivalentes siguientes:

V1 4 vy + v3 + vy = (V1 + v2) + (V3 + vy) (1.17)
= + (Uz + (U3 + ’U4)) = U1 + ((Uz + Ug) + U4)
= ((Ul -+ Ug) + Ug) + Vg4 = (Ul + (UQ + 03)) + V4

Demostracién. Ejercicio [1.6] O

Ejemplos 1.12. Veamos algin ejemplo méas de espacio vectorial.

1. Fijados dos enteros m,n mayores o iguales que 1, el conjunto M, x,(IF),
formado por las matrices de tamafio m x n con entradas en F, es un
F-espacio vectorial con la suma y producto por escalares habituales.
Por ejemplo en el caso 3 X 2 estas operaciones vienen dadas por:

ail a2 b1 b2 ay; +bi ag + bio
asi o | 4+ | bar baa | = [ a2 + a1 ag + b (1.18)
asy asp bs1  bao asi + bs1  asg + bso
ajp  a12 Aai1 Aajs
- 21 Q99 | = )\&21 )\0/22 (119)

a3y as2 Aaz;  Aagz
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2.

El conjunto F,[X], formado por los polinomios de grado menor o igual
que n con coeficientes en F:

F.[X]={ao+au X+ - +a,X"|ag,...,a, €F} (1.20)

Dados f(X) = ap+ a1 X + -+ a, X" € F,[X], g(X) = by + 0, X +
<o+ b, X" € F,[X], y A € F, la suma y el producto vienen dados por:

F(X)+9(X) = (a0 + bo) + (a1 + b1) X + - + (a4, + b)) X" (1.21)
A f(X) = dag + A X + -+ Aa,, X" (1.22)

El conjunto de los polinomios de cualquier grado (pero grado finito)
con coeficientes en F:

F[X] = fj F,[X] (1.23)

Hemos visto que R? es un R-espacio vectorial, pero también podemos
verlo como un QQ-espacio vectorial al restringir el producto de escalares
a los nimeros racionales.

. El conjunto R® = {f : R — R}, formado por las aplicaciones de R en

R. Dados f,g € R® y X\ € R, la aplicacién suma f + g es aquella que
a cada nimero z € R le asocia el nimero f(z) + g(x) € R, mientras
que la aplicacion A - f es aquella que a cada nimero x € R le asocia el
niumero Af(x) € R.

Ejercicios 1.13. [1.6] [L.7

1.3.

Prop

1.

Subespacios

iedades 1.14. Sea V un F-espacio vectorial, entonces:
El vector neutro es inico.

Demostracion. Si 0 también satisface que 0/ +v = v para todo v € V,
entonces:

(—)/ 0 es neutro 6/ + 6 0’ es neutro O (124)
]

FEsto justifica que denotemos 0 al vector neutro.
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2. El vector opuesto de cualquier vector es unico.

Demostracion. Si u,w son opuestos de v, entonces:
v=u+0=u+(w+v)=w+(u+tv)=w+0=w (1.25)

]

Esto justifica que denotemos —v al opuesto de v.

3. Para todo escalar A € F se cumple que X -0 = 0.

Demostracion. Observamos que A-0 = X-(0+0) = A-0+A-0. Sumando
a ambos lados el opuesto de A - 0, obtenemos que 0 = A

- 0. m
4. Para todo vector v € V se cumple que 0-v = 0.

Demostracion. Anéaloga al apartado anterior. O]

5. Sean N\ € F, v € V tales que \-v = 0, entonces o bien A = 0 o bien
v=0.

Demostracion. Si A # 0, entonces:
O=A"0=X2'")=\"Nv=1-v=uv (1.26)
[
6. Para todos A € F, v € V' se cumple que (=) -v=X-(—v) = —(\-v).

Demostracion. Como el vector opuesto es tinico, basta comprobar que:

(=Nv=—=(v) <= v+ ((-A)v)=( (1.27)
AM=v)=—() <= M+ (A-v)=2A (1.28)

Il
=Y

0
A

A— Ao
(v —v)

o s
I
ol

]

Truco 1.15. Mas adelante veremos que todo espacio vectorial (de dimensién
finita) V' es (isomorfo a) F". Luego en V' se cumplen todas las propiedades
que se cumplen en F".
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Definicion 1.16. Sea V un F-espacio vectorial. Un subespacio vectorial es
un subconjunto S de V' que cumple las siguientes tres propiedades:

1. El vector neutro estd en S.
2. Siu,v €S, entonces u—+v € S.

3.5 AeFywvesS, entonces v € S.
Notas 1.17.

1. Un subespacio vectorial es a su vez un espacio vectorial con las opera-
ciones de suma y producto por escalares heredadas.

2. Un subconjunto S de un F-espacio vectorial V' es subespacio si y solo
si se cumplen las siguientes dos propiedades:

a) El conjunto S es no vacio.

b) Si A, X €Fy v,y €5, entonces A\jv; + Aavg € S.
Ejemplos 1.18.

1. Tenemos la siguiente cadena de subespacios:
FolX] <TF[X] <TF[X] <--- <F[X] (1.29)
Observa que Fo[X] =F.

2. Sea V un espacio vectorial cualquiera. Tanto V' como {0} son subespa-
cios de V.

3. Sea V = C* = {(x1, 22, 73,24)" | z; € C}, y sea S el subconjunto de
vectores que satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

{I1+2$2 =0

(1.30)
l‘2+3l’3—l'4=0

El subconjunto S es un subespacio vectorial de C*, ya que el sistema es
homogéneo, es decir, los coeficientes que aparecen en la parte derecha
de cada igualdad son nulos.

—20 + 64
0 —3u
i
0

S = |6,peC (1.31)

Ejercicios 1.19. [1.9] [L.10
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1.4. Conjuntos generadores

Propiedades 1.20. Sean Si,...,S, subespacios de un espacio vectorial V.
Entonces:

1. SiN---NS, también es subespacio de V.
2. 814+ S, ={v1+-4uv, | v; €S;} también es subespacio de V.
Definiciones 1.21. Sea V un F-espacio vectorial.

1. Sean Ay,..., A\, escalares y vy, ..., v, vectores. El vector \jv;+- - -+, v,
se dice que es combinacion lineal de vy, ..., v,.

2. Sea C'un subconjunto no vacio (y posiblemente infinito) de V. El subes-
pacio generado por C, denotado span(C), es por definicién el conjunto
de las combinaciones lineales (finitas) de vectores de C:

span(C) = {\v1 + -+ AUy | m > 1, Ay, A €T (1.32)
V1,0, € C}
3. Por convenio definimos span{f)) = {0}.
Notas 1.22.
1. En efecto, span{C) es un subespacio vectorial de V.

2. Si C = {wy,...,u,} escribimos span(uy,...,u,) en lugar de escribir
span{{uy,...,u,}). En este caso la expresion ([1.32)) se simplifica:

span(uy, . .., Up) = {A\us + -+ XNty | A1, ..., Ay €F} (1.33)

3. Si existen vectores ug, ..., u, tales que V' = span(uy, ..., u,), decimos
que V es finitamente generado.

Ejemplo 1.23. Seguimos con el ejemplo [1.18|[3}

25+ 6p1 9 6
S = 5;3“ s uect=1s || lonec
5 0

1
0
1
NG
1| -3
= span( ol 1 ) (1.34)
1
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Propiedad 1.24. Sea C un subconjunto de un espacio vectorial V. Entonces
span(C') es el menor subespacio de V' que contiene a C, es decir:

1. span(C) es un subespacio de V.
2. C Cspan(C).
3. 518 es otro subespacio de V tal que C' C S, entonces span(C) C S.
Notas 1.25.
1. span(vy, ve, v3) = span{vy, vs + V3, V3).
Demostracion. Por la propiedad [1.24] hay que ver que los vectores
v1, vy + v3,v3 estan en span(vy, ve, v3), lo que es evidente, y que los

vectores vy, v, v3 estdn en span(vi,ve + v3,v3), lo que también estd
claro ya que:

v=1-v14+0-(va+v3)+0-v3
’UQ:O'Ul+1'(vg+vg)+(—1)'U3 (135)
U3:0'U1+0'(U2+03)+1'U3

]
2. span(vy, va, v3) = span(Avy, vg, v3) si A # 0.
3. span(vy, vg, v3) = span(ve, vy, U3).
4. w € span(vy, ..., v,) siy solo si span(vy, ..., v,, w) = span(vy, ..., v,).
Ejemplo 1.26. Sea S el subespacio de C*:
1 2 -1
-1 -3 2
S = span( o l'l-al ] 2 ) (1.36)
—2 5) -7

. : .
Hemos visto que, al hacer operaciones de Gauss por columnas, el subespacio
generado sigue siendo el mismo. Luego:

1 2 -1 1 0 0
-1 -3 2 —1 —1 1
—2 5 -7 -2 9 -9
1 0 0 1 0
—1 —1 0 -1 -1
= span( o l'1-al 1o ) = span( o || =2 ) (1.38)
-2 9 0 -2 9
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Ejercicios 1.27. |1.11} |[1.12} [1.13} [1.14]

1.5. Dependencia lineal

Terminologia 1.28. Distinguiremos entre familias y conjuntos. En una fa-
milia puede haber elementos repetidos; ademas en las familias finitas ten-
dremos en cuenta el orden de los elementos. Por lo tanto los siguientes tres
conjuntos de niimeros son iguales: {2,2,5} = {2,5} = {5,2}. Mientras que las
siguientes tres familias son distintas dos a dos: (2,2,5), (2,5), (5,2). Observa
que utilizamos llaves para denotar los conjuntos y paréntesis para denotar
las familias.

Definiciones 1.29. Sea V un F-espacio vectorial.

1. Sea (vq,...,v,) una familia finita de vectores de V. Se dice que di-
cha familia es ligada (o linealmente dependiente) si existen escalares
M, ..., \ € F tales que \jvq + - -+ M\, = 0 y tales que al menos uno
de estos \; es distinto de 0.

2. Se dice que la familia (vy, ..., v,) es libre (o linealmente independiente)
si no es ligada, es decir, si:

MU+ -+ N, =0 = N =---=),=0 (1.39)
3. Una familia infinita de vectores es ligada si tiene al menos una sub-

familia finita ligada, y es libre en caso contrario, es decir, si todas sus
subfamilias finitas son libres.

4. Por convenio decimos que la familia vacia es libre.

Propiedad 1.30. Sea F una familia de vectores. Supongamos que F tliene
al menos dos vectores. Entonces F es ligada si y solo si existe un vector de
F que se puede expresar como combinacion lineal (finita) de otros vectores
de F.

Demostracion. Basta observar que, si \; # 0, entonces:

_ Y — A
Moi+F Ay =0 = v = )\lv1+ "+Tlvi—1+
)\i+1v2+1+ -+ o (1.40)
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Notas 1.31.

1. Al cambiar el orden de los vectores, la nueva familia es libre si y solo
si la familia inicial era libre.

2. Una familia formada por un tnico vector es ligada si y solo si dicho
vector es el vector nulo.

3. Toda familia que contiene a una subfamilia ligada es ligada. En otras
palabras, toda subfamilia de una familia libre es libre.

4. Si una familia contiene vectores repetidos, entonces es ligada.

Ejemplo 1.32. Sean a, b, ¢ los vectores de Q*:

1 0 1
2 -1 0

a=1|_ b= 0 c=|, (1.41)
0 1 —1

La familia (a, b, c) esté escalonada:
1 0
2 0]
, , 1.42
oo e
0 1 —1

Veamos que el escalonamiento implica que la familia (a, b, ¢) es libre.

Solucién. En efecto, supongamos que a, 3,7 € Q cumplen que aa+ 3b+7yc =
0. Entonces:

1 0 1 0
2 —1 0 0

al + ol 71 o l= 10 (1.43)
0 1 -1 0

Comparamos la tercera componente, y obtenemos que « debe ser 0. Ahora
que sabemos que o = (0, comparamos la segunda componente, y obtenemos
que [ debe ser 0. Finalmente sabiendo que @ = [ = 0, comparamos la
primera componente, y obtenemos que 7 debe ser 0. Por tanto la familia
(a,b,c) es libre. O

Ejemplo 1.33. Vamos a demostrar que, si la familia (v, vs,v3) es ligada,
entonces la familia (v 4+ vg, V9 4+ v3,v3 + v1) también es ligada.
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Solucion. Como la familia (v1, v, v3) es ligada, existen escalares x1, g, 3 NO
todos nulos tales que:
T1V1 + ToUy + T3V3 = 0 (144)

Buscamos escalares v, 12, y3 tales que:
yl(vl + Uz) + QQ(’UQ + Ug) + yg(Ug + Ul) = (_) (145)

Podemos reescribir esta ecuacién como:

(1 4+ y3)v1 + (Y2 + y1)v2 + (y3 + y2)vs = 0 (1.46)

Por tanto podemos hacer que vy, 92, y3 cumplan lo pedido si satisfacen:

Y1 +ys =21
Y1+ Y2 = T2 (1.47)
Y2 +Ys = T3

Resolvemos el sistema utilizando el método de Gauss:

1 0 1]|x 1 0 1 1
1 1 0|xs — 01 —1|z9—121
01 1|23 01 1 T3
1 0 1 1
-1 01 -1 Ty — X1
0 0 2 T3+ T1 — T2
10 1 T
— 01 -1 To — X1
00 1 ($3+LL’1—JI2)/2
1 00 (l'1+l’2—333)/2
=101 0| (zg+z3—21)/2 (1.48)
0 0 1 (ZE3+Z‘1—ZL’2)/2
La solucién es:
y1:$1+$22—$3 y2:$2+$23—931 y3:9€3+51721—372 (1.49)

Por 1ltimo observamos que no pueden ser los tres y; iguales a 0, porque el
sistema de ecuaciones ([1.47)) nos dice que entonces los tres x; serian iguales
a 0. Asi, hemos probado que (vy + vy, v9 + v3,v3 + v1) es ligada. ]

Ejercicios 1.34. [T.15] [1.16] [T.17]
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1.6. Dimension

Teorema 1.35 (de la dimensién). Sea V' un espacio vectorial. Supongamos
que la familia de vectores (ay, ..., a,) es libre, y supongamos que la familia
de vectores (by,...,b,) genera V. Entonces m < n.

Demostracion.

1. Sabemos que span(by,...,b,) = V. Luego existen escalares A\q,...,\,
tales que a3 = A\1by + - -+ + Aub,. Como (aq, ..., a,) es familia libre, el
vector a; no es el vector nulo, luego existe un indice ¢ tal que \; # 0.
Reordenando los indices si es necesario, podemos suponer que ¢ = 1.

Despejando:
1 Ao An
by = —ay — —by — -+ — —b, 1.50
NN A (1.50)
Por lo tanto span({ay, bs, ..., b,) = span(by,...,b,) = V.

2. Ahora que sabemos que span{ay, bs,...,b,) =V, repetimos el proceso
con ay. Existen escalares u; tales que as = pya; + ugbg:l— oo+ fpby. Si
fuera pg = -+ = p, = 0, entonces (—pu1)a; +1-a23 =0,y (ar,...,an)
no seria libre. Luego p; # 0 para algin indice j > 2; reordenan-
do, j = 2. Despejando by, obtenemos que span{a,as, bs,...,b,) =

span({ay, by, ..., b,) = V.

3. Si fuera m > n, podriamos repetir este proceso hasta llegar a que
span{ay,...,a,) = V. Asi, a,,1 serfa combinacién lineal de ay, ..., a,,
contradiccién. Por lo tanto m < n.

]

Definicion 1.36. Sea V un espacio vectorial. Una base es una familia libre
y que genera V.

Corolario 1.37. Sea V' un espacio vectorial finitamente generado. Entonces
todas las bases de V' tienen el mismo niumero de vectores.

Corolario 1.38. Sea V' un espacio vectorial finitamente generado. Entonces
cualquier familia libre se puede expandir (aniadiendo vectores) hasta formar
una base.

Demostracion. Si la familia no genera V| es porque existe algin vector en
V' que no se puede expresar como su combinacion lineal. Por lo tanto, al
anadirlo, la familia sigue siendo libre.

El teorema de la dimensién nos asegura que, después de anadir un niimero
finito de vectores, obtenemos una familia generadora (y libre). O
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1.39. Evidentemente, cualquier familia finita de vectores que genere

un espacio vectorial se puede reducir (quitando vectores) hasta formar una

base.

Definicién 1.40. Sea V un espacio vectorial finitamente generado. Llama-
mos dimension al nimero de elementos de cualquier base de V.

Ejemplos 1.41.

1.

2.

3.
4.

En ™ los siguientes vectores forman una base:

1 0 0

0 1 0
€1 = . €y = . R €n = . (151)

0 0 1
Diremos que (ey,...,e,) es la base candnica de F™. Luego dimF" = n.
La familia (1, X, X?,..., X") es una base de F,[X]. En consecuencia,

dimF,[X]=n+ 1.
dim M, (F) = mn.

La familia vacia () es una base del espacio vectorial {0}. Por lo tanto
dim{0} = 0.

Ejercicios 1.42. |1.18] [1.19] [1.20} [1.21]

1.7.

Prop
1.

Coordenadas

iedades 1.43. Sea V' un espacio vectorial.

Si la familia de vectores (vy,...,vy,) es libre, y w & span(vy, ..., u,),
entonces la familia (v, ..., v,, w) también es libre.

Demostracion. Observa que ya usamos este resultado en la demostra-
cién del corolario [I.38] Repitamos ahora el argumento con més deteni-
miento. Como siempre, empezamos la demostraciéon por el final. Supon-
gamos que los escalares \; cumplen que \v; + -+ - + A0, + Apprw = 0,
debemos probar que necesariamente A\; = --- = \,,.1 = 0. Distinguimos
dos casos.

Por un lado, si A\, 1 = 0, entonces \jvy + -+ + \yv, = 0, y como
(v1,...,v,) es libre, necesariamente A\ = --- =\, = 0.

Por otro lado, si A1 # 0, entonces w = —A1/Api101— = A/ At 1Un,
luego w € span(vy, ..., v,), contradiccién. O
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Supongamos ahora que V' es de dimension finita, dimV =n < oco.

2. Sea F = (v1,...,v,) una familia formada exactamente por n vectores.
Entonces F es base si y solo si F es libre, si y solo si F genera V.

3. Sea S un subespacio de V. Entonces el espacio vectorial S también es
de dimension finita, y dimS < dim V. Fs mds, dimS = n si y solo si
S=V.

Ejemplo 1.44. El concepto de dimensién nos permite dar una soluciéon mas
rapida al ejemplo Vamos a demostrar que, si la familia (v, vo,v3) es
ligada, entonces la familia (vq + v, v9 + v3, v3 + v1) también es ligada.

Solucion. Puesto que la familia (v, vq,v3) es ligada, la dimensién de V' =
span(vy, ve, v3) es a lo sumo 2. Si la familia (v; + vg, vy + v3,v3 + v1) fuera
libre, entonces la dimensién de W = span(v; + vq, v9 + v3,v3 + v1) seria 3.
Pero W esta contenido en V', contradiccion. O

Definicion 1.45. Sea V un F-espacio vectorial de dimension finita n. Sea
B = (by,...,b,) una base de V. Sea v un vector cualquiera de V. Como
(by,...,b,) genera V, existen Aq,..., A, € F tales que v = A\by + ... A\by.
Como (by, . ..,b,) es libre, dichos coeficientes son tnicos. Se dice que el vector
columna (A, ..., \,)T € F" son las coordenadas del vector v € V respecto de
la base B.

pemostmcio’n. Veamos la unicidad. Si también v = p1b1+- - -+, by, entonces
O=v—v= (A — )by + -+ (Ay — tn)bp, luego \; = u; para todo i. [

Notas 1.46.
1. Al fijar la base B, queda definida una aplicacién
fs:V —F" (1.52)
que a cada vector v € V' lo envia a sus coordenadas (A1, ..., \,)T € F".
2. Esta aplicacién fg es biyectiva.

3. Gracias a haber fijado la base B, operar en V' es como operar en F", es
decir, para todos A € F, v,w € V:

fe(v+w) = fzgv) + fe(w) (1.53)
fs(A-v) =X f5(v) (1.54)
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Ejemplo 1.47. Sean v; y w; los vectores de C*:

2 0 1 4
1 —2 1 —4
V1 = 1 Vo = 0 V3 = 0 Vyq = 9 (155)
0 1 1 3
3 1 0 0
6 —4 —1 3
w1 = _1 Wo = _3 W3 = 1 Wy = 0 (156)
-1 —4 —2 -1

1. Encuentra una subfamilia de la familia (vq, v, v3,v4) que sea base de
Spa’n<U17 V2, U3, U4>'

2. Halla qué vectores w; pertenecen a span(vy, vg, Vs, U4).

3. Calcula las coordenadas de dichos vectores w; € span(vy, vq, v3,v4) €n
la base que has calculado en el primer apartado.

Solucion. Escribimos los ocho vectores en una matriz por columnas:

2 0O 1 4 3 1 0 0
(). fohwn] ) = | L 2L A6 -1
V1l ... |Ug|W1| ... |Wy) = -1 0 0 —-2|—-1 =3 —1 0

o 1 1 3 |-1 —4 -2 -1

(1.57)

Efectuamos operaciones del método de Gauss en las filas de esta matriz, hasta
obtener una matriz escalonada por filas y lo méas simplificada posible:

10021 3 1 0
010 3|-2 1 0 0
00101 =5 —201|" (c1] ... es) (1.58)
00 0O0]O0 0 0 1

Recordamos que las operaciones del método de Gauss son reversibles, asi
que también podriamos obtener la matriz (vi|...|vgwy|...|wy) a partir de
(c1] ... |es)-

Claramente ¢4 = 2¢1 + 3¢y. Luego también se cumple que vy = 201 + 3vy;
en efecto, al hacer operaciones de Gauss por filas las relaciones entre las
columnas siguen siendo las mismas. Por el mismo motivo v3 no es combinacion
lineal de v; y w9, ya que si no c3 seria combinacion lineal de ¢; y co.
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1. (vy,v9,v3) es base de span(vy, vg, U3, Vy).
2. wy, wq, ws € spanvy, Vg, U3, Vy), PEro wy & span(vy, va, U3, V4).

3. Las coordenadas de w; en la base (v1, vy, v3) son (1, —2,1)T, las de w,
son (3,1, —5)T, y las de w3 son (1,0, —2)T.

m
Ejercicios 1.48. [1.22] [1.23] [T.24]
1.8. Suma directa I
Definicion 1.49. Sean 5,...,95, subespacios de un espacio vectorial V.
Decimos que la suma S7 + - - -+ .5, es directa si todo vector de S; +---+ S5,
se puede expresar de manera tinica como suma de vectores de Si,...,5,. Es

decir, si a1 + -+ a, = by +--- + b, con a;,b; € S; implica que a; = b;
para todo i. Cuando la suma es directa, escribimos S; ® - -- @ S, en lugar de
escribir S+ -+ S,.

Proposicién 1.50. Sean S y T dos subespacios de un espacio vectorial V.

1. S y T tienen suma directa si y solo si SNT = {0}.

Demostracion.

» (=) Sea v € SN T, nuestro objetivo es demostrar que v = 0.
Observamos que:

\U/+(—v) =0=0+20 (1.59)
es cT es eT

Por la unicidad de la suma directa, debe ser v =0y —v = 0.

» (<) Sean s1,82 € Sy t1,to € T tales que s; + t; = sg + ta,
debemos probar que s; = s9 y t; = t. Notamos que:

51_82:t2_t1€SﬂT (160)
—— ——
es €T

Por tanto s; — s, = 0y ty —t; = 0.
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2. 8i'V es de dimension finita, entonces:

dim(S + T) = dim § + dim T — dim(S N T) (1.61)

Demostracion. Cogemos una base (x1, ..., z,) del subespacio SNT. La

S}. Basta ver

ampliamos con {81’ Y Sm} hasta formar una base de {T

ooty
que (T1, ..., Tpy 815+ Smyt1,...,t,) es base de S+ T.

a) Veamos que esta familia genera S + T

S+ T =span({xy, ..., Tp, 81, -, Sm) +span(Ty, ..., Tp by, ... ty)
= SPAN(T1,y « oy Ty STy e e vy Sy Ty e ooy Ty b1y vy by

= SPAn(Ty, ..., Tpry 81y Smyliy -y ln) (1.62)

b) Veamos que la familia es libre. Suponemos que:

Z%’%‘FZBJSJ' +Z’thk =0 (1.63)
i=1 j=1 k=1
Hay que ver que necesariamente los o, los 3; y los 75 son todos
cero. . . .
Zaixi+26jsj = —Z’}/ktk esntT (164)
i=1 j=1 k=1
es €T
Como (z1,...,x,) es base de SN T, existen dy,...,d, tales que:
i=1 j=1 i=1
Pero (x1,...,2.,81,...,8y,) es familia libre, luego o; = §; para

todo 7, y 8; = 0 para todo j. Asi la ecuacién (1.63) ahora es:

T n
i=1 k=1
Aplicando que (z1,...,2,,t1,...,t,) es familia libre, obtenemos

que también los «; y los 7, son todos cero.

]
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Notas 1.51.

1. Dos subespacios S y T de un espacio vectorial V' se dicen suplementarios
si S@T =V, es decir, si tienen suma directa, y dicha suma es el total.

2. Si V es de dimensién finita, siempre podemos encontrar al menos un
suplementario de un subespacio .S dado.

Ejercicios 1.52. [1.25] [1.26] [T.27], [T.28] [1.29]

1.9. Suma directa 11

Proposicién 1.53. Sean Si,...,S, subespacios de un espacio vectorial V'
de dimension finita. Son equivalentes:

1. Los subespacios Sy, . ..,S, tienen suma directa.
2. Sivy+---+v, =0, con cada v; en S;, entonces v; = 0 para todo i.
3. Al juntar una base de cada S;, obtenemos una base de S1+ -+ S,,.
4. dim(S; +---+5,) =dim S; + - -- + dim S,,.
Demostracion.
» 2=1)Sia;+---+a,=0b+---+b,, con a;,b; € S;, entonces:
(a1 — b))+ + (an —b,) =0 (1.67)
€S €5n

Luego a; — b; = 0 para todo 1.

(1 = 2) Evidente.

(3 = 2) Sean v; € S; tales que v; + --- + v, = 0. Para cada i, sea
(@;1,a;2,...) una base de S;. Existen escalares \;; tales que v; =
225 Aigaij. Luego 35 A jai; = 0. Como (a;;) es familia libre, nece-
sariamente todos los escalares A; ; son 0, luego todos los v; son 0.

(2 = 3) Muy similar a la implicacién anterior.

(4 = 3) En general siempre se cumple que, si juntamos una base de
cada S;, obtenemos una familia que genera el subespacio Sy +---+.9,,.
Por dimensiones dicha familia es base.

(3 = 4) Evidente.

Ejercicios 1.54. [1.30}
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Ejercicios espacios vectoriales

Ejercicio 1.1. Calcula para qué valores de los pardmetros a;,b; € Q los
siguientes sistemas son compatibles determinados:

T —3Yy =a
I —|—2$2+3$3 = bl
3+ Yy =as
211 + by + 33 = by (1.68)
x4+ Ty = as
I +8$3:b3
20 + 4y = ay

Ejercicio 1.2. Para cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones linea-
les, o bien encuentra un ejemplo de lo siguiente, o bien demuestra que no
existe. Una sucesion finita de operaciones del método de Gauss por filas, de
manera que al aplicarlas al sistema, la primera fila del sistema resultante sea
r1 — 21}3 =0.

Sri — X9 —4dxs = —11
{ b (1.69)

—10x1 4 229 + 223 = 4
—2ZL‘1 + T2 + 51’3 = -2

Ejercicio 1.3. Demuestra que la operaciéon de intercambio de filas del mé-
todo de Gauss es redundante, es decir, se puede conseguir mediante las otras
dos operaciones.

Ejercicio 1.4 (American Mathematical Monthly 1963). Decimos que un
sistema esta en progresion aritmética si al ordenar sus coeficientes fila por
fila obtenemos una progresién aritmética; por ejemplo, el siguiente sistema
esta en progresion aritmética:

6z + Oy-+12: =15
{ Y (1.70)

182 + 21y + 24z = 27

Ahora nos dicen que un sistema de ecuaciones lineales en R cumple las si-
guientes tres propiedades:

1. Tiene al menos dos incognitas.
2. Es compatible determinado.
3. Esta en progresion aritmética.

Calcula las soluciones de dicho sistema.
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Ejercicio 1.5.

1. En el conjunto V' = (0, 00) definimos las operaciones & : V x V. — V
y ®: R xV — V mediante:

TPy =1y Aoz =2 (1.71)
JEs (V,®,®) un R-espacio vectorial?

2. Considera el conjunto R? con la suma de vectores habitual pero con el
producto de escalares dado por:

x AL
Ayl =1 (1.72)
z 0

. Es un R-espacio vectorial?

Ejercicio 1.6. Sea V un conjunto dotado de una operacion binaria interna
+:VxV =V,

1. Hay 2 maneras posibles de agrupar los paréntesis en una suma de 3
elementos:
(%1 + (UQ -+ U3) (’Ul + UQ) + V3 (173)

Si sumamos 4 elementos, el nimero de posibles combinaciones es 5:

v+ (2 + (v3+vg)) v+ ((va +v3) + v4)
(v1 +v2) + (v3 + v4) (1.74)
(U1 + (2 +v3)) Fva (01 + v2) +v3) + 04

. De cuantas maneras podemos agrupar los paréntesis en una suma de
5 elementos?

Supongamos ahora que la suma es asociativa.

2. Demuestra que todas las posibles formas de agrupar los paréntesis en
una suma de 5 elementos dan el mismo resultado.

3. Prueba el caso general: en una suma de n elementos podemos ahorrar-
nos los paréntesis.

Ejercicio 1.7. Supongamos que (V,+,-) cumple las propiedades 1-7 de la
definiciéon de espacio vectorial, y supongamos ademas que el producto por
escalares F x V' — V es una aplicacion sobreyectiva. Demuestra que (V, 4+, -)
es un espacio vectorial.
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Ejercicio 1.8. Sean u, v, w vectores de un F-espacio vectorial.
1. Demuestra que si v + v = v + w, entonces u = w.
2. Prueba que si Au = \v, donde 0 # A\ € F, entonces u = v.

Ejercicio 1.9. ;Cuales de los siguientes subconjuntos de Q* son subespacios?

1. Sy ={(a,b,c,d)" € Q* | a+2d = 0}.

2. Sy ={(a,b,c,d)" € Q* | a+2d =1}.

3. S5 ={(3a,a,a —b,b)T | a,be Q.

4. Sy = {(21, 29,23, 24)" € QF tales que |a1| < |22},
5. S5 = {(1, 12, x3,24)" € Q* | 1, € Z}.

6. Se={(z,y,2,)T €Q! |z =06y =0}

7. S ={(z,y, 2, )T € Q* | x(y + z) = 0}

Ejercicio 1.10. Sea T = {(z,2)” | z € C}.
1. Considera C? como espacio vectorial sobre C, jes T subespacio suyo?
2. Considera C? como espacio vectorial sobre R, jes T subespacio suyo?

Ejercicio 1.11. Sean L, M, N subespacios de un espacio vectorial V. Para
cada una de las siguientes igualdades, o bien demuestra que es cierta, o bien
encuentra un contraejemplo que pruebe que es falsa.

. LN(M+N)=(LNM)+ (LNN).
2.LN(M+(LNN))=(LNM)+ (LNN).
3. (L+M)N(L+N)=L+(MnNN).

Ejercicio 1.12. Sean Sy, ..., .S, subespacios de un espacio vectorial V. Ade-
mas supongamos que un subconjunto S de V' satisface la siguiente propiedad:
S es el menor subespacio de V' que contiene a los subespacios Sy, ..., .5,.

1. Enuncia qué significa dicha propiedad.
2. Prueba que S =51+ ---+85,.

(Anédlogamente S;N---N.S, es el mayor subespacio de V' que esté contenido
en cada uno de los subespacios Si,...,S,).
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Ejercicio 1.13. Sean S y T subespacios de un espacio vectorial V. Prueba
que S UT es subespacio si y solo si o bien S CT o bien T'C S.

Ejercicio 1.14. Sea T el subconjunto de R? formado por las ternas de ni-
meros (t1,%s,13)7 € R3 tales que el siguiente sistema es compatible:

1+ X9 = tl
1 — T = tQ (175)
T+ 2.%2 = t3

1. Demuestra que T es un subespacio de R3.

2. Encuentra vectores vy, ..., v, € R3 tales que T = span(vy, ..., v,).

Ejercicio 1.15. Sea (uy, ug, us, u4) la familia de vectores de C*:

1 1 2 1
2 Qo -3 9

Uy = _3 Uy = _3 Uz = 1 Ug = 5 (176)
2 2 1 5

Calcula para qué valores de «, 8 € C esta familia es libre.

Ejercicio 1.16. En el espacio vectorial real R® = {f : R — R} consideramos
los vectores:

sen: R — R cos: R— R

1.77
x — sen(x) x — cos(x) (L.77)

Prueba que la familia (sen, cos) es libre.
Ejercicio 1.17. Prueba que una familia de vectores (ay, ..., a,) es libre si y

solo si se cumplen las dos propiedades siguientes:

1. EIl vector a; no es el vector nulo.

2. Para cada k desde 2 hasta n, el vector a; no es combinacion lineal de

ary...,Qp_1.
Ejercicio 1.18. Para todo vector v = (z1, 2, ..., z,)’ € R"y toda permuta-
cién o de {1,2,...,n} definimos 0(v) = (Ty-1(1), To-1(2), - - - , To—1(n))” € R™.

Ahora fijamos el vector v y definimos S, como el subespacio de R" generado
por el subconjunto:

{o(v) | o es permutacién de {1,2,...,n}} (1.78)

Calcula cuales son las posibles dimensiones de S, segtn el valor de v.
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Ejercicio 1.19. Para cada i = 1, 2, calcula bases de S;, T;, S; +T; y S; N'T;,
donde S; y T; son los subespacios de C*:

3a a
Sy = fb la,beCy T, = i eC'|a+2d=0 (1.79)
b d
2a —b 1 —1
Sy = Z |a,be Cpy T, = span( } , :1 ) (1.80)
a 1 1

Ejercicio 1.20. ;Cuéles de los siguientes subespacios de R3[X] son iguales?
1. Sy =span(2 — X —4X?+3X3 3+ X —8X?+5X°1—-3X + X?).
2. Sy ={ap+ a1 X + as X? + a3 X? | ay + 2ay + 3az = 0}.
3. Sz =span{—2+3X2—2X3 — X —4X2+3X3 3-2X+X? 5+3X —X3).
4. Sy ={2a — (3a+ 2b) X + 4bX? + (a — 2b) X3 | a,b € R}.

Ejercicio 1.21. Para cada una de las siguientes familias de vectores de
C;3[X], primero reduce la familia (quitando vectores) hasta obtener una fami-
lia libre con el mayor niimero de vectores posible, y segundo amplia la familia
(anadiendo vectores) hasta obtener una base de C3[X].

. (3+2X +4X% -1 - X —2X?%2-2X3 —X —2X? —6X3 —1— X3).

2. (34+X2—4X31-2X +X%2-2X36X —2X2+2X3 —1—4X + X?).
Ejercicio 1.22. Para cada ¢ = 0,...,5, o bien encuentra un ejemplo de lo
siguiente, o bien demuestra que no existe. Vectores w1, us, us, u4, w € Q° tales

que:
dim span(uy, ug, us, ug) = 3 (1.81)

dim span(u; + w, us + w, uz + w, uy +w) =1 (1.82)

Ejercicio 1.23. Calcula un subespacio S de dimensién 3 de C* tal que
RNS =W, donde Ry W son los subespacios:

T 3 3 3

_ )| %2 4 _ _ 2 -3 0
R= s € C* |2y =3x3)p W =span( AR ) (1.83)

Ty 2 -3 0
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Ejercicio 1.24. Sea (Aj, A, A3, Ay) la base del espacio vectorial M(Q)
formada por los vectores:

10 0 1 00 00
Al:(o 0) A2:<0 0) A3:<1 0) A4:<0 1) (1.84)

Sabemos que (By, Bs, B3) es una familia libre de vectores de Ms(Q). Ademas:
1. Las coordenadas de A; en la base (By, By, Bs) son (2,1,2)T.
2. Las coordenadas de Ay en la base (By, Ba, B3) son (0, —3,—1)7.
3. El vector Az no pertenece al subespacio span(Bj, Ba, Bs).
4. Las coordenadas de A, en la base (B, By, B3) son (1,0,1).
Calcula By, By, Bs.
Ejercicio 1.25.

1. Sea V un espacio vectorial de dimension finita, y sean Sy, Ss, S3 subes-
pacios de V. Prueba que:

- d1m(Sl N Sg) - dlm(SQ N 83) — dlm(Sg N Sl)
+ d1m(Sl N SQ N 53) (185)

2. Encuentra un ejemplo en el que la desigualdad anterior sea estricta.

Ejercicio 1.26. Para cada uno de los siguientes subespacios T; de Q*, calcula
una base de 7T} y una base de un suplementario de 7} en Q*.

Ty
T = Z €Q* |z + 225 =0 (1.86)
T4
xy
Ty = Z €Q* |21 — 225 = 25+ 224 = 0 (1.87)

Ty
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Ejercicio 1.27. Sea T = {p(X) € Q3[X] | p(1) = p(2)}.
1. Prueba que T es un subespacio de Q3[X].
2. Calcula una base de T
3. Calcula una base de un suplementario de 7" en Q3[X].

Ejercicio 1.28. En el espacio vectorial real R = {f : R — R} consideramos
los subespacios de las funciones pares e impares:

P={f:R—=R| f(x) = f(—z) para todo = € R} (1.88)
I={f:R—=R]| f(x) = —f(—=z) para todo z € R} (1.89)

1. Demuestra que los subespacios P, I no son de dimensién finita.
2. Prueba que P, I son subespacios suplementarios de RE.

Ejercicio 1.29. 7Z, es el cuerpo con el menor niimero de elementos que existe.
El conjunto subyacente es Zs = {0, 1}, y sus operaciones de suma y producto
vienen dadas por las siguientes tablas:

(1.90)

— o+

01 .
01 0
10 1

o OO
— Ol

Para cada una de las siguientes afirmaciones, o bien demuestra que la afir-
macién es cierta, o bien encuentra un contraejemplo que pruebe que es falsa.

1. Si V es un espacio vectorial de dimensién finita, y S es un subespacio,
entonces existe un subespacio T tal que S@T = V.

2. Si V es un espacio vectorial de dimension finita, y S, S2 son dos subes-
pacios de igual dimensién, entonces existe un subespacio T tal que
S; ®@T =V para todo i.

3. Si V' es un espacio vectorial de dimensién finita, y Sy, S5, 53 son tres
subespacios de igual dimensién, entonces existe un subespacio T tal
que S; @& T =V para todo 1.
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Ejercicio 1.30. Para cada una de las siguientes afirmaciones, o bien de-
muestra que la afirmacion es cierta, o bien encuentra un contraejemplo que
pruebe que es falsa.

1. Sean R, S,T subespacios de un espacio vectorial tales que:
RNS=SNT=TnNR={0} (1.91)
Entonces R, S, T tienen suma directa.
2. Sean S, 52, 53,54 subespacios de un espacio vectorial tales que:

S1N(Sy+ S5+ 54) ={0}  San(S;+ S3+ 54 ={0}
S3 N (Sl + Sy + 84) = {6} SiN (Sl + Sy + Sg) = {(_)} (1.92)

Entonces 57, Ss, S3, .5, tienen suma directa.



Capitulo 2

Aplicaciones lineales y matrices

2.1.

Aplicaciones lineales

Repaso 2.1.

1.

Una aplicacion [ entre dos conjuntos V' 'y W, escrito f : V — W, es
una correspondencia que asigna a cada elemento del conjunto inicial V'
un unico elemento del conjunto final W.

. Las dos aplicaciones siguientes son distintas, ya que aunque la regla de

asignacion es la misma, los conjuntos finales son distintos:

fR—R g:R— [3,00)

2.1
r— 3+ 22 r— 3+ 22 (2.1)

La siguiente correspondencia no es una aplicacion, ya que no hemos
definido la imagen del ntimero 5:

f:R-—R (2.2)
x+— 1/(x —5)

Una aplicacién es inyectiva si todo elemento del conjunto final tiene a

lo sumo una preimagen.

Una aplicacion es sobreyectiva si todo elemento del conjunto final tiene
al menos una preimagen.

Una aplicacion f : V' — W es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.
En tal caso existe su aplicacién inversa f=1: W — V.

33
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Definicion 2.2. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo
de escalares F. Sea f : V' — W una aplicacién entre los conjuntos V' y W.
Se dice que la aplicacion f es lineal si:

1. f(u+v) = f(u) + f(v) para todos u,v € V.
2. f(Av) = Af(v) para todos A € F, v € V.

Notas 2.3. Sea f : V — W una aplicacion F-lineal. Entonces:
1. f(0) = 0. (Denotamos 0 tanto al vector nulo de V' como al de W).
2. f(Muor+- -+ ) = A f(v)+- -+ A f(v,) para todos Ay, ..., A, € F,
Vi,...,U, € V.
Notacién 2.4.

1. Gracias a las notas sabemos que, si en un F-espacio vectorial V'
de dimension finita n fijamos una base B, entonces queda definida una
aplicacion de V' en F" que a cada vector lo envia a sus coordenadas en
la base B. Denotaremos esta aplicacion:

Observamos ahora que las ecuaciones ((1.53) y (1.54)) dicen exactamente
que esta aplicacion es lineal. También sabemos que fz es biyectiva.

2. Dada una matriz A € M,,«,(F), denotaremos h,4 a la aplicacién:

ha: T —s F™ (2.4)
X+— AX

Por esto escribimos los vectores de F" por columnas, para poder in-
terpretarlos como matrices de tamano n x 1, y que el producto A - X
tenga sentido. La aplicacion hu es lineal; por ejemplo hu(X; + Xo) =
ha(X1) 4+ ha(X2) debido a la propiedad distributiva de las matrices.

Ejemplos 2.5.

1. La siguiente aplicacion es lineal:

h:C* — C? (2.5)
() (")
—3x2
Observa que de hecho h = hy, donde A es la matriz:
2 -1
A=1(0 0 (2.6)

0 -3
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2. La aplicaciéon que a cada polinomio le asocia su derivada es lineal:

R[X] — R[X] (2.7)
ao+ a1 X + -+ a, X" — a + 20X + -+ +na, X"

3. La aplicacién nula, que a cada v € V lo envia a 0 € W, es lineal. La
aplicacion identidad idy : V' — V| dada por idy (v) = v, es lineal.

Ejercicios 2.6. 2.2] 2.3

2.2. Nucleo e imagen

Definicion 2.7.

1. Definimos el nicleo de una aplicacién lineal f : V' — W como:

ker f ={v eV | f(v) =0} (2.8)

2. Recordamos que la imagen de una aplicacion f: V — W es:

im f = {w e W | existe v € V tal que f(v) =w} (2.9)

Notas 2.8. Sea f : V — W lineal.
1. ker f es un subespacio del espacio inicial V.
2. im f es un subespacio del espacio final W.

3. f es inyectiva si y solo si ker f = {0}.

Demostracién. Recordamos que, por ser f lineal, f(0) = 0. Asi, la
implicacion de izquierda a derecha es evidente. Supongamos pues que
ker f = {0}, y sean vy, vy € V tales que f(v;) = f(v2), debemos probar
que v = Va.

Observamos que 0 = f(vy) — f(v2) = f(v — vg). Luego el vector vy — vy
estd en el nicleo de f. Por tanto v; — vy = 0, es decir, v; = vs. O]

4. f es sobreyectiva si y solo si im f = W.

Proposicion 2.9. Sea f : V. — W lineal. Supongamos que dimV < oo.
Entonces:

dim V' — dim(ker f) = dim(im f) (2.10)
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Demostracion. Sea n = dimV, y sea m = dim(ker f). Tomamos una base
(a1, ...,a,) deker f, y la ampliamos con a1, ..., a, hasta formar una base
de V. Basta que probemos que (f(am+1),--., f(an)) es base de im f.

1. Demostremos que (f(@m+1),-- -, f(a,)) genera im f. Cogemos un vector
w € im f cualquiera, esto significa que existe v € V tal que f(v) = w.
Como (ay,...,a,) es base de V, existen escalares \; de manera que
v = May + -+ \,a,. Luego:

w=f(v) = f(Mar+ -+ Anan) (2.11)
= Alf(al) +oe At )‘nf(an)
- )\16 + -+ >\m6 + )‘m—l—lf(am—i-l) +- 4+ /\nf(an)
= A1 f(@my1) + -+ A f(an)

2. Veamos que (f(am+1),---, f(an)) es libre. Sean fiy11,. .., i, escalares
tales que:

0= P f (Qmgr) + -+ pin fan) (2.12)
= f(Mm+1am+1 + -+ ,unan)

Por tanto el vector v = piymi1ama1 + -+ - + pna, estd en el nucleo de f.

Como (ay,...,an) es base de ker f, existen escalares p, ..., i, tales
que:
H101 + - F UGy = U = 1Ayl 000 fnQyp (213)
Pero sabemos que (ay, ..., Gm, Gmi1, - - -, ay) es familia libre, por lo que
necesariamente p; = 0 para todot=1,...,n.
O]

Corolario 2.10 (de la demostracion). Sea f :V — W una aplicacion lineal
y biyectiva.

1. Si(ay,...,a,) es base de V', entonces (f(ay),..., f(an)) es base de W.
2. En particular, dim'V = dim W.

Corolario 2.11. Sea f : V. — W wuna aplicacion lineal. Supongamos que
dimV =dim W < oco. Entonces son equivalentes:

1. f es biyectiva.
2. f es inyectiva.

3. f es sobreyectiva.

Ejercicios 2.12. 2.5 2.6, 2.7 2.8 2.9
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2.3. Propiedades de las aplicaciones lineales

Propiedades 2.13.

1. La composicion de aplicaciones lineales es lineal. Es decir, si tanto
f:V—=W comog: W — U son aplicaciones F-lineales, entonces la
aplicacion go f : V. — U también es F-lineal.

2. Sila aplicacién f : V — W es lineal y biyectiva, entonces f~* : W — V.
también es lineal (y biyectiva).

Demostracion. Fijemos dos vectores wy,wy € W y un escalar A € F
cualesquiera. Como f es biyectiva existen vi,v, € V cumpliendo que

f(r1) =wr y f(v2) = wsy. Asi:

7w+ ws) = S (01) + F(02)) = F7H( (01 + v2))
— ooy = 7 () + 7 (wo) (2.14)

FH Q) = f7H A (vn) = fH(F ()
)

=y = A Hwy (2.15)

]

Propiedad 2.14. Sean V y W dos F-espacios vectoriales. Sea (ay, ..., ay,)
una base de V, y sea (by,...,b,) una familia de vectores de W. Entonces
existe una unica aplicacion lineal f:V — W tal que f(a;) = b; para todo i.

Ejemplos 2.15. Antes de demostrar la propiedad [2.14] veamos qué puede
pasar si la familia del espacio inicial no es base. Sean V = R?, W = R.

1. Sean a; = (}), aa = (9), a3 = (}). No puede existir f : V — W lineal
tal que f(a1) =2, f(az) =5, f(az) =9, ya que entonces:

flaz) = flar +az) = far) + flaz) =24+5=T7#9 (2.16)

2. Sea a; = (). Existe mas de una aplicacion lineal f : V — W tal que
f(ay) = 2. Por ejemplo:

fi R —R fo: R —R

2.17
(y) — 2z — 10y (y) — 2z — 24y (2.17)
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Demostracion de la propiedad[2.14 Recordamos que, como (ai,...,a,) es
base de V', dado un vector v € V cualquiera, existen unos tnicos escala-
res \i,..., A\, € [F tales que v = \ja; + - - - + \,a,. Por lo tanto la existencia,
la linealidad y la unicidad de la aplicacion f son consecuencia de la ecuacion:

f()\lal + -+ )\nan) = )\1b1 + -4 )\nbn (2.18)
O]
Lema 2.16. Sea h : F" — F™ una aplicacion lineal. Llamemos (ey, ..., e,) a

la base candnica de F". Entonces h = hy, donde A € My,«n(F) es la matriz
por columnas A = (h(e1)]...|h(e,)).

Demostracion. Debido a la propiedad [2.14] no es de extranar que toda la
informacion de la aplicacion h esté presente en la matriz A. Dado un vector
X = (z1,...,2,)T € F" notamos que X = xye;+- - - +x,e,. El truco de esta
demostracion es observar que multiplicar la matriz A por el vector columna
X es lo mismo que hacer una combinacion lineal de las columnas de A con
pesos las componentes de X. Por tanto:

ha(X)=AX =x1h(er) + - - + x,h(en) (2.19)
= h(x1e1 + -+ zphe,) = h(X)
O
Ejercicios 2.17. [2.10]

2.4. Aplicaciones lineales y matrices

Observacién 2.18. Sean V' y W dos F-espacios vectoriales de dimension
finita, dim V' = n, dimW = m. Sea B = (b,...,b,) una base de V, y sea
C =(c1,...,¢p) una base de W.

1. Dada una matriz A € M,,«x,(F), podemos construir una aplicacién
lineal f : V — W definiendo f = f;'oh4o f5. Es decir, tomamos como
f la tnica aplicacion que hace que el siguiente diagrama conmute:

fzsl lfc (2-20)

Fn Fm
ha

(fo' o hyo fz es lineal por ser composicién de aplicaciones lineales).
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2. Reciprocamente, dada f : V — W lineal, definimos h = feo fo fz', es
decir, h es la tnica aplicaciéon que hace conmutar el diagrama:

fB| |fc (2'21)

El lema nos dice que existe una matriz A € M,,x,(F) tal que

h = ha. Si (eq,...,e,) a la base canénica de F", entonces fg(b;) = e;
para todo 7; luego A es la matriz por columnas:
A= (fe(F @I | fe(f(ba))) (2.22)

Por definicién, A es la matriz de f respecto de las bases By C.
En conclusion:

3. Una vez que fijamos bases en V' y W, tenemos una correspondencia
biyectiva entre las aplicaciones lineales de V' en W y las matrices de

M sin(F).
4. Dicha correspondencia biyectiva viene dada por el siguiente diagrama:

v —L w

f3| |fc (2.23)

IFTL Fm
ha

5. Dada una aplicaciéon lineal, construimos su matriz asi:

1) Partimos de los vectores de la base inicial.

11) Calculamos sus imégenes.
111) Los expresamos en coordenadas respecto de la base final.

1v) El resultado son las columnas de la matriz.

6. Que A sea la matriz de f en las bases B y C significa lo siguiente. Si
X € F" son las coordenadas de un vector v € V en la base B,y Y € F™
son las coordenadas de su imagen f(v) € W en la base C, entonces:

Y = AX (2.24)
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Nota 2.19. hy es la aplicacion lineal de F” en ™ cuya matriz en las bases
candnicas es A.

Ejemplo 2.20. Calculemos la matriz de la aplicacién f : R? — R? dada por
(53) = (",07 ) respecto de las bases B=((3),(§)) y C = ((3),(4)).

3xo

Solucion.
1) bi=(3), ba=(3)
1) f(bi) =(3), f(ba) = ()

111) Buscamos escalares A, Ay tales que A1 (3) + Ao (L) = (1), v pa, po
tales que p1 () + po (1) = (¢). Podemos resolver estos dos sistemas
a la vez:

3 101 6) (1 -1[36)_ (1 -1]3 &6
1 -1]3 6 3 1|16 0 4 |-8 —12
1 —1]3 6 1ol1 3
ﬁ(01—2—3>_><01—2—3) (2.25)

1v) La matriz que buscamos es (%, 3;).

Ejercicios 2.21. [2.12]

2.5. El espacio de las aplicaciones lineales

Notas 2.22. Sean V y W dos F-espacios vectoriales de dimensién finita,
dimV =n, dim W = m.

1. Recordamos que M,,«,(F) es un F-espacio vectorial.

2. Sea Hom(V, W) el conjunto de las aplicaciones F-lineales del espacio
inicial V' al espacio final W, es decir:

Hom(V, W) ={f:V — W | f lineal} (2.26)

Hom(V, W) es un F-espacio vectorial con las operaciones siguientes. La
suma de dos vectores f,g € Hom(V, W) es la aplicacién lineal que a
cada v € V lo envia a f(v) + g(v) € W. Mientras que el producto del
escalar A por el vector f € Hom(V, W) es la aplicacién lineal que a
cada v € V lo envia a Af(v) € W.
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Hom(V, W) cumple las ocho propiedades de espacio vectorial gracias a
que el espacio final W es espacio vectorial; aqui las propiedades del es-
pacio inicial V' no juegan ningtn papel. El vector neutro de Hom(V, W)
es la aplicacién nula, que a cada v € V lo envia a 0 € W.

3. Fijemos una base en V' y una base en W. Autométicamente obtenemos
una aplicacién biyectiva entre Hom(V, W) y M,,«n(F). Ademas esta
aplicacion biyectiva es lineal. En otras palabras, si A es la matriz de f,
y B es la matriz de g, entonces A + B es la matriz de f + g; y si A es
un escalar, entonces A\A es la matriz de \f.

Nota 2.23. La construccién anterior tiene especial interés en el caso W = F.
Decimos que Hom(V,F) es el espacio vectorial dual del espacio vectorial V|
y lo denotamos:

V* =Hom(V,F) = {f: V = F | f lineal} (2.27)

Propiedad 2.24. Componer aplicaciones lineales es equivalente a multi-
plicar matrices. En términos precisos: St A € My,wn(F) es la matriz de
f:V =W enlas bases B yC, y B € Mym(F) es la matriz de g : W — U
en las bases C y D, entonces la matriz de la composicion go f :V — U en
las bases B y D es el producto BA € My, (F).

gof
\%4 f/h U
lfB lfc lfp (2.28)
oo b pm b
\_/
hoa

Demostracion. Basta comprobar que hgohs = hpa. Pero esto es consecuen-
cia de la asociatividad del producto de matrices, ya que para todo X € F™:

hs(ha(X)) = BUAX) = (BA)X = hipa(X) (229)
[l
Ejercicios 2.25. 2.14] 2.15
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2.6. Matrices regulares

Definiciones 2.26. Sea A una matriz cuadrada n X n con entradas en IF,
es decir, sea A € M, (F). La matriz A se dice regular si la aplicacién lineal
ha : F" — F™ es biyectiva. En tal caso, sabemos que la aplicacién inversa
(ha)™ : F* — F™ es también lineal, asi que denotamos A~! a su matriz
respecto de las bases canénicas, es decir, (hg)™' = hy-1. Decimos que A™!
es la matriz inversa de A.

Notas 2.27. Sea A una matriz regular. Entonces:
1. A7! también es regular, y (A7)t = A.

2. AA™' =1, = A"'A donde I, es la matriz identidad n x n.

Demostracion. hap— = haohy—1 =hyo(ha)™' =idp = hy,. O

n

Teorema 2.28 (de la matrices inversas). Sean A, B € M, (F) matrices cua-
dradas n x n. Si AB = I,,, entonces A y B son requlares y son inversas la
una de la otra.

Demostracion. Este es un resultado de la teoria de matrices, sin embargo
para probarlo vamos a utilizar la teoria de aplicaciones lineales.

1. Veamos que la aplicacion lineal hy : F* — F" es biyectiva. Como
haohp = hap = h;, = idpn, la composicién hy o hp es biyectiva.
Por tanto h o hp es sobreyectiva, luego h4 es sobreyectiva, y como la
dimensién del espacio inicial es igual a la del espacio final, h4 : F* — F”
es biyectiva.

2. Como h4 es biyectiva, A es regular, y existe A~!. Calculamos A~1AB:
A=A, =A"'"AB=1,B=B (2.30)
B es regular porque A~! es regular.
O
Corolario 2.29. Sean A, B € M, (F) matrices cuadradas tales que AB = I,,.
1. Entonces las matrices A y B conmutan, AB = BA = 1,.
2. Si A’ es otra matriz cuadrada tal que A'B = I,,, entonces A = A'.

3. Si B’ es otra matriz cuadrada tal que AB' = I,,, entonces B = B'.
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Corolario 2.30. Sean A, B € M, (F) matrices cuadradas.

1. La matriz producto AB es reqular si y solo si tanto A como B son
requlares. En tal caso (AB)™* = B~1A™!

2. Recuerda que, al trasponer matrices, el orden de los productos también
se invierte, es decir, (AB)T = BT AT.

3. La matriz A es reqular si y solo si su traspuesta AT es reqular. En tal

caso (AT)~1 = (A=HT.
Demostracion. Si Ay B son regulares, entonces:
(AB)(B™'A™) = ABB'A™' = AAT =1, (2.31)

ATA Y =Aa AT =1T =1, (2.32)

Luego el teorema de las matrices inversas nos dice que AB y AT son matrices
regulares, y que sus inversas son B~!A™1 y (A™H7T.

Reciprocamente, si la matriz AB es regular, entonces la aplicacién lineal
hagp = hy o hp es biyectiva. Por consiguiente h4 es sobreyectiva y hg es
inyectiva. Luego tanto h, como hp son biyectivas, ya que la dimension de
sus espacios iniciales es igual a la de sus espacios finales. O

Ejemplo 2.31. Sea A € M;(C) la matriz:

A= (2.33)

= O N
O W =
— OU

.Es A regular? En caso afirmativo, calcula su matriz inversa.

Solucion. El teorema de las matrices inversas nos dice que simplemente de-
bemos comprobar si existe una matriz tal que:

2 1 4 rr Y1 =1 1 00
1 01 T3 Ys Z3 0 0 1

Esta igualdad entre matrices 3 X 3 es equivalente a que se cumplan tres
sistemas de ecuaciones a la vez:

GG =0) G =0 Gi)E)=() e

QW
—OoN
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Gracias al método de Gauss, podemos averiguar si los tres sistemas son com-
patibles y hallar su soluciéon mediante un tnico calculo:

2141100 1011001 101100 1 101100 1
(e331888) —» (83alede) » (adsled &) - (aafit ) 230)
(101 001) (10100 1> (10031 7>
—(oi2|10-2)—=(012{10 —=2)—=(010/-52 10
00-1|-31 6 001[3-1-6 001 -1 -6
Luego A es regular, y su matriz inversa es:
-3 1 7
Al=|-5 2 10 (2.37)
3 -1 —6
O
Ejercicios 2.32. [2.16] [2.17] [2.18] 2.19]
2.7. Matrices elementales
Notas 2.33.
1. Multiplicarle, a una matriz de 3 filas, la matriz
1
1 (2.38)

1

por la izquierda es lo mismo que intercambiarle las filas 1 y 2.

Demostracion. En efecto, por ejemplo si la matriz tiene 2 columnas:

1 apr A a1 A2
1 a1 Q292 = | a1 ai2 (239)
1) \as1 asz az1 a3z
O
2. Multiplicarle, a una matriz de 3 filas, la matriz
1
A (2.40)

1

por la izquierda es lo mismo que multiplicar la segunda fila por A.
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Demostracion. Por ejemplo si la matriz tiene 3 columnas:

1 ap aiz G13 apn  aip  aig
A g1 Q22 Qo3 | = )\&21 )\0/22 )\ng (241)
1 as; Gaz2 as3 azyp G322 (33
m
3. Multiplicarle, a una matriz de 3 filas, la matriz
1
1 (2.42)
1 1
por la izquierda es lo mismo que sumarle a la fila 3 la fila 1.
Demostracion. Por ejemplo si la matriz tiene 1 columna:
1 an an
1 21 | = 921 (243)
1 1) \as a1 + asy
m

Definicién 2.34. Llamaremos matrices elementales a las matrices cuadradas
correspondientes con las operaciones bésicas del método de Gauss.

Truco 2.35. No es necesario que memoricemos la expresion de las matrices
elementales, en su lugar aplicaremos la operacion elemental deseada a la
matriz identidad. Por ejemplo, supongamos que queremos calcular la matriz
elemental 4 X 4 correspondiente a sumarle a la fila 2 la fila 4; llamemos F' a
dicha matriz. Por un lado, debido a la propiedad de F', la matriz F'I, es la
matriz identidad a la que le hemos sumado a la fila 2 la fila 4. Por otro lado,
debido a la propiedad de I, la matriz F'I, es F. Asi:

1
F = (2.44)

Notas 2.36.

1. Hacer Gauss por filas en una matriz es lo mismo que multiplicar suce-
sivamente dicha matriz por matrices elementales a izquierda.
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2. Como las operaciones de Gauss son reversibles, las matrices elementales
son regulares, y sus inversas también son matrices elementales.

Operacion Inversa
F,—=F+F | F;—F—-F;

F; — \F; F; — \7F, (2.45)
Fi—= B+ ply | By — Fy —

3. Las matrices elementales, al multiplicarlas por la derecha en lugar de
por la izquierda, actiian por columnas en lugar de por filas.

4. jCuidado! La matriz F' de la ecuacién (2.44]) le suma a la fila 2 la fila 4
cuando la multiplicamos por la izquierda, pero le suma a la columna 4
la columna 2 cuando la multiplicamos por la derecha.

Propiedad 2.37. Sea A € M, (F) una matriz cuadrada. Son equivalentes:
1. A es reqular.
2. A es producto de matrices elementales.

3. Existen F\, F,, ... F, € M,(F) matrices elementales tales que:

Fooo Fy Fy-A=1, (2.46)

Demostracion.

» (3 = 2) Despejando obtenemos A = (Fy)~-(Fy)~ -+ (F,)~!. (Cuidado
con el cambio de orden). Asi, el resultado es consecuencia de que la
inversa de una matriz elemental es también elemental.

» (2 = 1) Las matrices elementales son regulares, y el producto de ma-
trices regulares es regular.

» (1 = 3) El algoritmo desarrollado en la ecuacién del ejemplo
[2.31 nos dice que una matriz cuadrada es regular si y solo si existe una
sucesion finita de operaciones del método de Gauss por filas, de manera
que al aplicarlas a la matriz, obtenemos la matriz identidad.

]

Ejercicios 2.38. [2.20
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2.8. Cambios de bases 1

Definicién 2.39. Sean B y B’ dos bases de un mismo espacio vectorial V'
de dimensién finita. La matriz de cambio de bases de B a B’ es la matriz de
la aplicacién identidad idy : V' — V respecto de By B'.

Ejemplo 2.40. Sean by, by, b3 y U}, b, b; los vectores de Q3:

= (8) b= () b= (1) (2.47)
h=(1)  B=(3) #H=() (2:48)

Observamos que dimspan(by, be,bs) = 3 = dimspan(b}, b}, bs), por lo tanto

(b1, ba,b3) y (b, 0, 0%) son bases de Q3. Calculemos la matriz de cambio de
bases de (by, bg, b3) a (b], b, b5).

Solucion.

)= (4) = (1= (3)

11) No hay que hacer nada.

111)

01 2(110 11010 11 1-1010 1 1
(1710‘011)—><012‘110)—><012‘1 1 0) (2.49)

2 15/-100 2 15/-100 03 5/-1-2-2

1-10]0 1 1 1-10(011

— (o1 2|1 1 0 —>(o12‘110)

00 —1|—4-5-2 0011452

1-10 1 100|-7-8-3

—>(01o‘—7—9—4)—> 010[-7—-9—4

001l4 5 2 001 4 5 2

_ -7 -8 -3
1v) La matriz que buscamos es | -7 -9 —4 |.

]

Notas 2.41. Sea P la matriz de cambio de bases de B a B’ en el F-espacio
vectorial V.

1. P es una matriz cuadrada n xn, es decir P € M, (F), donde n = dim V.

2. Las columnas de P son las coordenadas de los vectores de B respecto

de B'.

3. Como la aplicacién identidad idy : V' — V es biyectiva, la matriz P es
regular, y su matriz inversa P! es la matriz de cambio de B’ a B.
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4. Si X € F” son las coordenadas de un vector v € V en la base B, y
X' € F™ son las coordenadas del mismo vector v € V en la base B,
entonces:

X' =PX (2.50)

Propiedad 2.42. Reciprocamente, dada una base B de un F-espacio vectorial
V, con dimV = n < oo, y dada una matriz P € M,(F) regular, existe una
unica base B’ de V tal que P es la matriz de cambio de bases de B a B'.

Ejemplo 2.43. Observa que B = (by,b2) = ((3),(3)) es una base de R? y
que P = (:% é) € M5(R) es una matriz regular. Halla la base B’ = (b}, b))
de R? tal que la matriz de cambio de bases de B a B’ es P.

Solucion. Las columnas de P son los vectores de B expresados en coordena-
das de B’. En este caso es mucho mas til conocer la matriz de cambio de
B’ a B, que es P!, ya que las columnas de P! son los vectores de B, que
buscamos, expresados en coordenadas de los vectores de B, que conocemos.
Calculamos la matriz inversa de P y obtenemos:

(-3 1
P :(_2 1) (2.51)

Por tanto:
~192 )

Podemos asegurar que B’ es base sin necesidad de hacer ningtun célculo.
En efecto, span(b;, by) esta contenido en span(b}, b,) porque podemos expre-
sar by, by como combinacion lineal de b}, b, mediante la matriz P. Analoga-
mente, span (b}, b,) estd contenido en span(b;, by) porque podemos expresar
b}, by como combinacién lineal de by, by mediante la matriz P~'. Luego B’ es
una familia que genera el espacio vectorial y que tiene tantos elementos como
su dimension, asi que es base. ]

Ejercicios 2.44. 2.2]]

2.9. Cambios de bases 11

Propiedad 2.45. Sea f : V — W wuna aplicacion F-lineal. Supongamos que
dimV =n<oo ydmW =m < co. Sean B y B’ bases de V', y sean C y C'
bases de W'
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1. Sea A € My5n(F) la matriz de f en las bases B y C.

2. Sea B € M,xn(F) la matriz de f en las bases B' y C'.
3. Sea P € M,(F) la matriz de cambio de bases de B a B'.
4. Sea Q € M,,(F) la matriz de cambio de bases de C a C'.

Entonces la relacion entre estas cuatro matrices es:
B=QAP™! (2.53)

Demostracion de la propiedad[2.45 Sea v un vector cualquiera de V.

a) Sean X € F" las coordenadas de v € V' en la base B.
b) Sean X’ € F" las coordenadas de v € V' en la base B'.
¢) Sean Y € F™ las coordenadas de f(v) € W en la base C.
d) Sean Y’ € F™ las coordenadas de f(v) € W en la base C'.
Por la definicion de A, B, P, Q:

Y=AX Y =BX' X =PX Y'=QY (2.54)

Por lo tanto:

QAX = QY =Y’ = BX' = BPX (2.55)

Esta igualdad es cierta para todo X € ", ya que v puede ser cualquier vector
de V, por lo tanto QA = BP. n

Demostracion alternativa de la propiedad [2.45 Tenemos el diagrama:

lfsf lfs lfc lfc/ (2.56)

Por lo tanto hg = hQ ohyo (hp)il = hQ ohgohpa1 = hQApfl. O



https://personal.unizar.es/rodrigo 50

Ejemplo 2.46. En el ejemplo vimos que A = (1, %) es la matriz

de la aplicacién f : R? — R? dada por () — (””13;:2) respecto de las

bases B = ((2),(§)) vy C = ((3),(21)). Calculemos ahora la matriz de la
aplicacion respecto de las bases candnicas, y comprobemos la ecuacién ((2.53))

de la propiedad [2.45]
Solucidn. B'=C'=((5),(1)), B= (g% ), P=(13), Q= (i ). (Es muy

facil calcular una matriz de cambio bases si la base final es la candnica). En
efecto, se cumple que BP = QA:

EED-CY-C ) e

Notas 2.47.

1. Un endomorfismo es una aplicacion lineal en la que el espacio inicial es
igual al espacio final.

2. Cuando calculemos la matriz de un endomorfismo, exigiremos que la
base inicial sea igual a la base final.

3. En tal caso en la propiedad tendriamos que V. =W, B =Cy
B’ =C'. Por tanto P = @, y la ecuacién (2.53) se escribe:

B = PAP™! (2.58)

Ejercicios 2.48. [2.22]

2.10. Equivalencia y semejanza de matrices

Definiciones 2.49.

1. Sean A, B € M,,»,(FF) matrices m x n. A es equivalente a B si existen
matrices P € M,,(F) y Q € M,(F) regulares tales que B = PAQ.

2. Sean A, B € M,(F) matrices cuadradas n x n. A es semejante a B si
existe una matriz P € M, (F) reqular tal que B = PAP™".

Nota 2.50. Estas dos relaciones son son reflexivas, simétricas y transitivas.
Vedmoslo por ejemplo con la equivalencia.

1. Reflexiva. Toda matriz A € M,,«,(F) es equivalente a si misma.
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Demostracion. Tomando P = I, y Q = I,,, tenemos que A = I,,Al,;
y tanto I, como I, son regulares. O]

2. Simétrica. Si A es equivalente a B, entonces B es equivalente a A.

Demostracién. Si B = PAQ, entonces A = P71BQ™!; y tanto P!
como Q! son regulares. O

3. Transitiva. Si A es equivalente a B, y B es equivalente a C', entonces
A es equivalente a C.

Demostracion. Si B = PAQ, y C = RBS, entonces C = (RP)A(QS);
y tanto RP como S son regulares. O]

Notas 2.51.

1. Las matrices A, B € M,,x,(FF) son equivalentes si y solo si son matrices
de la misma aplicacion lineal respecto de distintas bases. En términos
precisos: A y B son equivalentes si y solo si existe

= un [F-espacio vectorial V' de dimension n,
= un F-espacio vectorial W de dimensién m,
= una aplicacion lineal f: V — W,

= bases B,B de V,

» y bases C,C" de W

de manera que

= A es la matriz de f respecto de By C,
» vy B es la matriz de f respecto de B' y C'.

2. Las matrices A, B € M, (F) son semejantes si y solo si son matrices del
mismo endomorfismo respecto de distintas bases. En términos precisos:
Ay B son semejantes si y solo si existe

= un F-espacio vectorial V' de dimensién n,
= un endomorfismo f:V — V|
= y bases B,B' de V'

de manera que

s A es la matriz de f respecto de By B,
» v B es la matriz de f respecto de B' y B'.

Ejercicios 2.52. [2.24]
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2.11. Rango 1l

Definiciones 2.53. Sea f: V — W lineal, y sea A € M5, (F).
1. El rango de f es la dimensién del subespacio im f de W.

2. El rango por columnas de A es la dimension del subespacio de F™
generado por las columnas de A.

3. El rango por filas de A es la dimension del subespacio de F™ generado
por las filas de A.

Nota 2.54. El rango por filas de una matriz A es igual al rango por columnas
de su matriz traspuesta A7,

Proposicion 2.55. Sea f: V — W una aplicacion lineal. Supongamos que
A € Myxn(F) es la matriz de f respecto a algunas bases. Entonces el rango
de f es igual al rango por columnas de A.

Demostracion. El diagrama que relaciona f y A es:

v —L w

fzsl lfc (2'59)

F* —— ™
ha
Recordamos que multiplicar la matriz A por el vector columna X es lo
mismo que hacer una combinacion lineal de las columnas de A con pesos las
componentes de X. Por lo tanto el rango de h 4 es igual al rango por columnas
de A, y lo que tenemos que demostrar es que dim(im f) = dim(im h4).
Vamos a probar que la aplicacion

imf — imhy (2.60)
w — fe(w)

estd bien definida, es lineal y biyectiva. Por lo tanto dim(im f) = dim(im h4)
y habremos terminado. La aplicacion es lineal e inyectiva porque f¢ es lineal
e inyectiva.

1. Esta bien definida. Dado w € im f hay que ver que fe(w) pertenece a
imhy. Existe v € V tal que f(v) = w. Luego:

fe(w) = fe(f(v)) = ha(fs(v)) € imha (2.61)
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2. Es sobreyectiva. Dado Y € imh4 hay que ver que existe w € im f
tal que fe(w) = Y. Existe X € F” tal que ha(X) = Y. Como f5
es biyectiva, existe v € V tal que fz(v) = X. Luego podemos tomar

w = f(v) €im f ya que:
fe(w) = fe(f(v)) = ha(fs(v)) = ha(X) =Y (2.62)

]

Lema 2.56. Si el rango por columnas de una matriz A € My, (F) es r,
entonces A es equivalente a la matriz por bloques:

(%%) € My (F) (2.63)

Demostracion. Sea f :V — W una aplicacién lineal tal que A es la matriz
de f respecto a algunas bases. Es suficiente que probemos que existe otra
base B de V' y otra base C de W respecto de las cuales la matriz de f es:

L]0
B= ( s ) € My (F) (2.64)

En efecto, como A y B son matrices de la misma aplicacion lineal respecto de
distintas bases, por un lado las notas [2.51| nos dicen que A y B son matrices
equivalentes, y por otro lado la proposicién nos garantiza que r = 1’, ya
que el rango por columnas de A es igual al rango por columnas de B.

Sea (ay,...,as) una base de ker f (luego dim(ker f) = s), y la ampliamos
con dgsq,. .., a, hasta formar una base de V' (observa que dim V' = n). Esta
situacion nos recuerda a la demostracion de la proposicién 2.9 Por los mismos
argumentos que entonces, la familia F = (f(ass1),. .., f(a,)) genera im f.
Sin embargo ahora no hace falta que probemos que F es libre, ya que sabemos
que dim(im f) = dim V' — dim(ker f) = n — s, luego F es base de im f por
dimensiones. Ampliamos F con by, ..., b, hasta formar una base de W; las
bases que buscamos son:

B=(as11,--,an, Q1,...,0a5) (2.65)
C=(f(ast1),---, flan), by,..., by) (2.66)
[

Ejercicios 2.57. 2.26] 2.27] 2.28




https://personal.unizar.es/rodrigo 54

2.12. Rango II

Teorema 2.58 (del rango). Sean A, B € M, x,(F) matrices. Entonces:

1. El rango por columnas de A es igual al rango por filas de A. Asi que
simplemente escribiremos rango(A).

2. A y B son equivalentes si y solo si rango(A) = rango(B).
Demostracion.

1. Nuestro objetivo es demostrar que el rango por columnas de A es igual
al rango por columnas de A”. Sea r el rango por columnas de A, el
lema [2.56| nos dice que existen matrices P y () regulares tales que:

PAQ = (#%) € Myxn(F) (2.67)
Trasponiendo:
L1o\" 1|0
QTATPT = (PAQ)" = (ﬁ) . ({W) € Myon(F) (2:68)

Pero Q7 y PT son matrices regulares, luego A y (0 son matrices

equivalentes. Por la proposicién [2.55, estas dos matrices equivalentes
tienen el mismo rango por columnas, es decir, el rango por columnas
de AT también es 7.

2. (=) Esta implicaciéon ya nos ha aparecido en un par de ocasiones;
repitamos de nuevo el argumento. Si A y B son equivalentes, existe una
aplicacion lineal f de manera que A y B son matrices de f respecto de
algunas bases. Luego la proposicién [2.55 nos asegura que:

rango(A) = rango(f) = rango(B) (2.69)

(«<=) Sea r = rango(A) = rango(B), el lema nos dice que existen
matrices Py, ()1, P>, ()2 regulares tales que:

PLAQ, = (%%) ~ PBQ, (2.70)

Por tanto A y B son equivalentes entre si, ya que ambas son equivalentes
a la matriz por bloques (% 0).

[]
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Propiedad 2.59. Sea A € M, (F) una matriz cuadrada n x n. Entonces:

A es reqular <= rango(A) =n (2.71)
Ejemplo 2.60. Sea A la matriz:
1 2 =3
A= (_2 4 s ) (2.72)
Mediante un tnico calculo, vamos a hallar matrices P y () regulares tales que

PAQ es una matriz por bloques de la forma (% 9). En particular, habremos

calculado el rango de A, ya que rango(A) = r.

Solucion. La idea es hacer operaciones elementales de Gauss partiendo de la

matriz por bloques:
(i%) (2.73)
I

Cada vez que hacemos una operacion por filas, la aplicamos a los dos bloques
superiores a la vez, y cada vez que hacemos una operacion por columnas,
la aplicamos a los dos bloques de la izquierda a la vez. Recordamos que
hacer Gauss por filas/columnas en una matriz es lo mismo que multiplicar
sucesivamente dicha matriz por matrices elementales a izquierda/derecha.
Asi obtendremos:

Fs"'Fl'A'Cl"'Ct‘Fs"'Fl'IQ PAQ | P
= 2.74
(e )-(F*T) e

Lo entenderemos mejor al hacer el ejemplo:

1 2 =3|1 0 1 2 -3/1 0
-2 —4 5 (01 00 —-1(2 1
1 0 0 -1 10 0 (2.75)
0 1 0 01 0
0 0 1 00 1
1 2 -3 1 0 1 2 0]-5 -3
00 1 |-2 -1 00 1|—-2 -1
-1 10 0 — 1100
01 0 010
0 0 1 0 01
1 0 2-5 =3 10 0]-5 =3
01 0-2 —1 01 0 |—-2 -1
-1 1 00 -1 1 0 =2
0 0 1 00 1
010 01 0
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Luego:
10 =2
p—(° 73 Q=100 1 PAQ = L 00 (2.76)
-2 —1 01 0 010

La propiedad [2.37 nos asegura que las matrices Py ) son regulares. Observa
que las matrices P y () no son unicas. O

Ejercicios 2.61. [2.29] 2.30] 2.31], 2.32] .33 [2.34]

2.13. Sistemas de ecuaciones lineales

Notas 2.62.

1. Sea f:V — W una aplicaciéon lineal, y sea w un vector de W fijado.
Supongamos que queremos calcular f~!({w}):

T {wh) ={veV]flv)=w} (2.77)

Observa que este subconjunto de V' podria ser vacio. Supongamos que
hay al menos un vector v, tal que f(v,) = w, y fijamos este vector v,.
Entonces, como f es lineal, otro vector v € V' cumple que f(v) = w si
y solo si v — v, € ker f. Por lo tanto:

' {w}) ={v,+v|vo Eker f} = v, + kerf (2.78)
N

elemento  conjunto

2. Consideremos el caso particular en el que la aplicacion es h4 : F* — F™,
con A € M,,x,(F). Fijado un vector columna b € F™ observamos que
h;*({b}) es el conjunto de soluciones del sistema AX = b. Asi, en
este caso el apartado anterior se traduce en la conocida propiedad de
que el conjunto de soluciones de un sistema lineal se obtiene hallando
una solucion particular, y sumandole todas las soluciones del sistema
homogéneo asociado.

Nota 2.63. Consideramos el sistema de ecuaciones lineales AX = b, donde
A € Myn(F) y b € F™. Asi, el sistema tiene m ecuaciones y n incognitas.
Entonces:

1. Sirango(A) < rango(Alb), el sistema es incompatible.
2. Sirango(A) = rango(A|b) = n, el sistema es compatible determinado.

3. Sirango(A) = rango(A[b) < n, el sistema es compatible indeterminado.

Ejercicios 2.64. [2.35
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Ejercicios aplicaciones lineales y matrices

Ejercicio 2.1. Sea f : V — W una aplicacién, sean A, A;, Ay subconjuntos
del conjunto inicial V', y sean B, B;, B, subconjuntos del conjunto final W.
Recuerda que:

f(A)={f(z) |z € A} (2.79)
f'B)={xcV | f(zx)e B} (2.80)

Para cada una de las siguientes igualdades, o bien demuestra que es cierta,
o bien encuentra un contraejemplo que pruebe que es falsa. Ademas, en los
casos en los que la igualdad es falsa, si que se cumple que uno de los conjuntos
esta contenido en el otro; demuestra también dichos contenidos.

1. f(A1UAs) = f(A1) U f(Ag).

2. f(A1NAy) = f(A) N f(As).

3. fTUBIUBy) = f~YB1)U f1(By).
4. fTUBI N By) = fYBy) N fYBy).
5. fTH(f(A)) = A.

6. f(f7'(B)) =B.

Ejercicio 2.2. Sea f : V — W una aplicacion entre dos conjuntos V' y W.
Demuestra que son equivalentes:

1. f es inyectiva.
2. f(A1NAy) = f(A1) N f(Ay) para todos Ay, Ay C V.
3. f7Y(f(A)) = A para todo A C V.
Ejercicio 2.3. ;Cudles de las siguientes aplicaciones son lineales?
1. f1:C3 — C? dada por (x,y,2)" — 2z, +y — 32)7.
2. fo: Q3 — Q?* dada por (z,y,2)" — 22,y + 2 —3)T.
3. fs: Rg[X] = R? dada por p(X) — (p(3) — p(1),7'(2))".
4. fy: Cs[X] — C? dada por p(X) — (p(3)p(1),7'(2))".
5. fs: My(C) — My(C) dada por A+ AT,
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Ejercicio 2.4. Sean f; y f» las aplicaciones lineales de R3[X| en R3[X] dadas
por:

Alp(X) =p"(X)+p(0)  f2(p(X)) = (1+ X)p'(X) (2.81)
Para cada ¢ = 1,2, calcula bases de im f;, ker f;, im f; + ker f;, im f; Nker f;.

Ejercicio 2.5. Sea f : V — W una aplicacion lineal. Sea S un subespacio
de V, y sea T un subespacio de W.

1. Prueba que f~Y(T) = {v € V| f(v) € T} es un subespacio de V.
2. Demuestra que f(S) = {f(v) | v € S} es un subespacio de W'.

Ejercicio 2.6. Sea f : C* — C? la aplicacién lineal dada por f(z,y,z2) =
(22,2 +y —32),y g: C* = C3 la dada por g(z,y) = (y,* — y, ). Considera
los subespacios S = {(z,5,2) € C* |z —y =0} y T = {(z,y,2) € C* |
r—y+3z=0}

1. Calcula bases de los subespacios im f, f(S) y f(T).
2. {Son alguno de estos tres subespacios de C? iguales?
3. Calcula fog, vy calcula go f.

Ejercicio 2.7. Sea f : V — V una aplicacién lineal, donde dimV < oo.
Demuestra que son equivalentes:

1. ker f =im f.

2. fo f eslaaplicacién nula, la dimension de V' es par, y la dimensién de
la imagen de f es (dimV')/2.

Ejercicio 2.8. Sea f : V — W una aplicacion lineal, y sea S un subespacio
de V' de dimension finita. Demuestra que:

dim f(S) = dim S — dim(S N ker f) (2.82)

Ejercicio 2.9. Recuerda que R® = {¢ : R — R} es un espacio vectorial
real. Dada una aplicacién ¢ € R¥, definimos la aplicaciéon ¢ € R® mediante
@(z) = ¢(x?). Ahora definimos la aplicacién f : R® — R® que a cada ¢ € RE
le asocia @ € RR. Observa que f es una aplicacién lineal.

1. Calcula ker f.

2. ;jEsta la aplicacion identidad idg : R — R en im 7
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Ejercicio 2.10. Sea (ey, e, e3,¢4) la base canénica de Q*. Sabemos que una
aplicacion f : Q* — Q* cumple:

1. f es lineal.
2. f(e1) = ey — e, f(es) = 2e; + ey.
3. fof=f.
Dado un vector (1,9, 73, 24) € Q*, calcula su imagen f(xy, s, 73, 74).

Ejercicio 2.11. Sea f : V — W una aplicacion lineal. Sea F; = (ay, ..., a,)
una familia de vectores de V. Observa que F5 = (f(a1),..., f(a,)) es una
familia de vectores de W. Para cada una de las siguientes afirmaciones, o bien
demuestra que la afirmacion es cierta, o bien encuentra un contraejemplo que
pruebe que es falsa.

1. Si F; es ligada, entonces F; es ligada.

2. Si F; es ligada, entonces JF; es ligada.

3. Si Fj genera V, entonces JF, genera W.

4. Si Fy genera W, entonces JF; genera V.

5. Si f es inyectiva y JF es libre, entonces F; es libre.

6. Si f es sobreyectiva y JF; es libre, entonces F5 es libre.

7. Si f es inyectiva y J; genera V', entonces JF, genera W.

8. Si f es sobreyectiva y F; genera V', entonces F genera W.

Ejercicio 2.12. Calcula las matrices de las siguientes aplicaciones lineales
en las bases que se indican.

1. f1 : R® = R? dada por fi(z,y,2) = (z + 2y,3y + z) respecto de las
bases ((1,0,-2), 0,1, 1), (1,0,1)) de B y (1, 1), (0, 1)) de R.

2. fo 1 Rg[X] — R3[X] dada por fo(p(X)) = p(1)(1+ X?) +p"(0)X? en
la base (1, X, X% X3).

3. f3 : My(R) — R? dada por f3(M) = M - (3') respecto de la base
(59),(38),(98),(89)) de My(R) y la base canénica de R2.
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Ejercicio 2.13. Sea f : Q% — Q* la aplicacién lineal dada por:

T+ 2y

v x4+ 2z
Iyl = B (2.83)

z y—z

r+y—+z

Considera el subespacio:

S{(§>GQ3I+Q/+ZO} (2.84)

1. Calcula una base B; de S.
2. Calcula una base By del subespacio im f.

Sea h la aplicacién lineal:

h:S—>imf (2.85)
ar— f(a)

3. Calcula la matriz de h en las bases By y Bs.

Sean by, by, b3 los vectores:

2

~1 0
. (2.86)
1

o O O

4. Para cada i = 1,2, 3, calcula f~1({b;}) N S.
Ejercicio 2.14 (IMC 2004). Sean A € My 2(R) y B € My 4(R) tales que:

1 0 -1 0
0 1 0 -1

AB=| "0 o 1 (2.87)
0 -1 0 1

Calcula BA.
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Ejercicio 2.15. Recuerda que R® = {¢ : R — R} es un espacio vectorial.
Definimos ¢1, 2, p3 € R¥ mediante ¢;(t) = €', pa(t) = te', p3(t) = et

1. Demuestra que B = (1, @2, ¢3) es una familia libre.
Por tanto B es base del subespacio V' = span{p1, ¢, ©3).

2. Prueba que la aplicaciéon d : V' — V| que a cada funciéon le asocia su
derivada, d(p) = ¢, esta bien definida y es lineal.

3. Calcula la matriz de d tomando B como base inicial y final.
4. Calcula la matriz de dod tomando de nuevo B como base inicial y final.
5. Encuentra las funciones ¢ € V tales que ¢” = .

Ejercicio 2.16. Fijamos una matriz A € M, (F), y definimos la aplicacién
Ly : M,(F) — M,(F) mediante Ls(B) = AB.

1. Demuestra que L4 es lineal, es decir, es un endomorfismo.
2. Prueba que L4 es biyectiva si y solo si A es regular.

3. En el caso n = 2, calcula la matriz de L4 en la base formada por:
10 00 0 1 0 0
bo (o (o (1) e

1. Demuestra que no existen matrices A € M345(C) y B € May3(C) tales
que AB = Is.

Ejercicio 2.17.

2. Sea A € Mj;y2(C) la matriz:

—7 -5
A=|2 1 (2.89)
11

Encuentra dos matrices distintas By, By € Msy3(C) que cumplan que
B1A =1, = By A. Comprueba que en ambos casos AB; # I.

Ejercicio 2.18 (IMC 2003). Sean A y B matrices reales n x n tales que
AB 4+ A+ B = 0. Prueba que AB = BA.
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Ejercicio 2.19. Sea B = (by,...,b,) una base de F". Considera la matriz
A= (b1]...|bn) € M,(F) cuyas columnas son los vectores de B. Recuerda
que fp : F" — F" es la aplicaciéon que a cada vector de F" lo envia a sus
coordenadas en la base B. Sea C' la matriz de la aplicacion lineal fz en las
bases canodnicas. ;Cual de las siguientes relaciones entre A y C' es cierta?

A=C A=C!
A=C" A= (CHT (2.90)

Ejercicio 2.20. Expresa las siguientes matrices regulares como producto de

matrices elementales:
7 5 0 8
w(h D) a0 as

Ejercicio 2.21.

1. Sea B = (v, vq,v3) una base de un espacio vectorial V', y sean v} € V

los vectores:
3@1 + 31)2 + v3 = Ull

—vy + v3 = v (2.92)

/
V1 + Uy = U3

a) Prueba que B’ = (v}, v}, v}) es una base de V.

b) Si las coordenadas del vector w € V en la base B’ son (1,2,3)7,
jcudles son las coordenadas de w en la base B?

2. En un espacio vectorial, (z1, 29, x3)! representan las coordenadas en la
9 ) sy L3
base B = (vi,vq,v3), y (o), 2%, 75)T representan las coordenadas en la
base B' = (v}, v}, v%). Nos dicen que el cambio de coordenadas viene
1 ¥2y %3
dado por el sistema:

—T1 + 229 + 223 =
Ty — Ty— T3 =T (2.93)
—T1 + 229 + 13 = T3
a) {Qué condicién debe cumplir el sistema anterior para que en efecto
sea un cambio de coordenadas?

b) Expresa los vectores de B’ como combinacién lineal de los vectores
U1, V2, Us.
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Ejercicio 2.22. Considera la matriz A € M3(C) y la base B de C? siguientes:

1 2 0 0\ /2\ [0
A=|1 -1 1 B=||1|,[0].]|-1 (2.94)
2 2 -2 1) \o/ \o

1. Sea f el endomorfismo con matriz A en la base candnica, calcula la
matriz de f en la base B.

2. Sea g el endomorfismo con matriz A en la base B, calcula la matriz de
g en la base canonica.

Ejercicio 2.23. Sea f : C?> — C3 la aplicacién lineal cuya matriz en las
bases candnicas es:

A=|[-1 1 (2.95)

Considera las bases By y By siguientes:

s ((0) s (((3)(3)) e

1. Calcula la matriz de f en las bases By y Bs.

e}

2. Encuentra la matriz, respecto de las bases By y By, de una aplicacién
lineal g : C3 — C? tal que go f = idce.

3. Halla la matriz de dicha g en las bases candnicas, y llamala B.
4. Calcula BA.
Ejercicio 2.24.

1. Observa que Z = {A € M,(C) | AB = BA para toda B € M,(C)} es
un subespacio de M, (C). Calcula una base de Z.

2. Sean A, B € M, (C). Supongamos que A es regular. Prueba que Ay B
son equivalentes si y solo si B es regular.

3. Encuentra dos matrices de M3(C) que sean equivalentes pero que no
sean semejantes.
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Ejercicio 2.25. Para cada una de las siguientes afirmaciones, o bien de-
muestra que la afirmacion es cierta, o bien encuentra un contraejemplo que
pruebe que es falsa.

1. Si A, B € M,(R) son equivalentes, entonces A% es equivalente a B2
2. Si A, B € M,(R) son semejantes, entonces A? es semejante a B2.

Ejercicio 2.26. Sea h : C* — C? la aplicacién lineal cuya matriz en las
bases canodnicas es:

1 3 0 0
A=[0 2 1 -1 (2.97)
0 -2 -1 1

Sean B, Bo, B3, B4 las matrices:

1000 1000
Bi=|010 0 B,=10 10 0 (2.98)

0010 0000

1 100

0011

1. Cuéles de las B; son matrices de h en algin par de bases?

2. Para cada una de esas B;, halla bases en las que B; sea la matriz de h.

3. Sea r el rango de h. Encuentra matrices C y Cs tales que C1ACsy = I,.
Ejercicio 2.27. Sean v,w € F" dos vectores columna.

1. Calcula el rango de la matriz A = vw® € M, (F).

2. Sea o = wTv € F. Calcula A* en funcién de o, A para cualquier k € N,

Ejercicio 2.28 (IMC 2005). Sea A = (a;;) la matriz real n x n dada por
a;j =1+ j para todos 7,7 = 1,...,n. Calcula el rango de A.

Ejercicio 2.29. Sea A € M;,4(Q) la matriz:

1 =10 0
A=[1 2 2 -1 (2.100)
3 3 4 —2

Sea r = rango(A). Encuentra matrices 41 € M3,,(Q), A2 € M,4(Q) de
rango r tales que A = A;A,.



https://personal.unizar.es/rodrigo 65

Ejercicio 2.30. Sean A, Ay, A3, Ay € My(C) las matrices:

1230 0 1 0 0
2 4 3 2 -1 0 1 0
A=l3903] Mo -1 o0 1 (2.101)
6 8 75 0 0 -10
1 -1 2 -2 1 3 0 1
0 -2 1 1 0 0 -1 1
=13 1 2 9 A=112 0 4 (2.102)
4 -3 0 -1 2 1 0 1

1. Calcula el rango de dichas matrices, r; = rango(A;).
2. Para las que son regulares, calcula su matriz inversa.

3. Para las que no son regulares, halla matrices R;, S; regulares tales que:

I, |0
Ai—Ri< ; O)SZ (2.103)

Ejercicio 2.31. Sea A € M,,«»(F), y sea r = rango(A). Demuestra que:
1. Existen By € M,y (F), By € M, (F) tales que ByABy = I,..
2. Sir =n, existe B € My, (F) tal que BA = I,.
3. Sir=m, existe B € M,x,(F) tal que AB = [,,,.

Ejercicio 2.32.

1. Sean A, B € M, (C). Demuestra que si la matriz A es regular, entonces
rango(AB) = rango(BA) = rango(B).

2. Halla dos matrices A, B € M(C) tales que rango(AB) # rango(BA).

Ejercicio 2.33. Sea A € M,(Q) una matriz cuadrada que satisface que
0 < rango(A) < n. Denotemos O,, € M, (Q) a la matriz nula.

1. Prueba que existe una matriz B € M, (Q) no nula tal que BA = O,,.

2. Prueba que existe una matriz C' € M, (Q) no nula tal que AC = O,,.
Ejercicio 2.34. Sea A € M, (F), y sea B € M, ,(F). Prueba que:

1. rango(AB) < rango(A).

2. rango(AB) < rango(B).

3. rango(A) + rango(B) — n < rango(AB).
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Ejercicio 2.35 (IMC 2009). Sean A, B,C € M,(R), con A matriz regular.
Demuestra que si (A — B)C' = BA™!, entonces C(A — B) = A™'B.



Capitulo 3

Determinantes

3.1. Determinantes y operaciones por filas I

Definicién 3.1. Sea A € M, (F). El menor (i,7) de A, denotado M}, es la
matriz (n — 1) x (n — 1) formada al suprimir la fila ¢ y la columna j de A.

Definiciones 3.2. Definimos la aplicacion determinante

det : M, (F) — F (3.1)
Ar— det A = |4
inductivamente mediante:
1. Sin= 1, det A = a.

2. Supuesto definido el determinante para matrices (n — 1) x (n — 1),
llamamos adjunto (i,7) de A € M,(F) al numero:

Aij = (=1)" det M} (3.2)

v

Definimos:
det A = CL11A11 + -t anlAnl (33)

(Suma de los elementos de la primera columna por sus adjuntos).
Ejemplos 3.3.

1. El determinante de una matriz genérica 2 x 2 es:

ailr a2

= +CZ11G22 — 120921 (34)
A21 Q22

67
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2. Calculemos el determinante de una matriz 3 x 3:

03 8
2 5 6 :+0‘g ?‘—2’3 §’+4‘§ 2‘
401
— —2(3 — 0) + 4(18 — 40) (3.5)
— —94

3. El ejercicio [3.3| nos dice que el determinante de la matriz identidad es
igual a 1:
detI,, =1 (3.6)

Propiedades 3.4. Sea A € M, (F).

1. Sea Fi(«) la matriz elemental correspondiente a multiplicar la fila i por
a. Entonces:

det(Fij(a)A) = adet A (3.7)

Demostracion. Sea B = Fj(a)A. Este resultado, al igual que muchas otras
propiedades de los determinantes, vamos a demostrarlo mediante induccién
sobre n. Sin = 1 estd claro: det B = b;; = aay; = adet A. Supongamos pues
que la férmula es cierta para n — 1 (con n > 2), y probemos que es cierta
para n:

det B = Z blekl = bilBil -+ Z blekl

k=1 ki
RN (qap)An + Y ap(aAy)
ki
=« Z aklAk:l (3'8)
k=1
= adet A

Consecuencias 3.5.

1. det Fj(«) = v, ya que F;(a) = Fj(«)I,,. Por lo tanto podemos reescribir
la propiedad [I| como det(Fj(«) - A) = (det Fj(«)) - (det A).

2. Si A tiene una fila nula, entonces det A = 0. (Observa que la propiedad
es valida incluso si @ = 0, aunque entonces F;(a)) no es una matriz
elemental).
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Propiedades 3.6.

2. El determinante es aditivo en cada fila, es decir:

ail T Ain am - A1in ai; - QA1n
Qi—1.1 ce Qi—1.n Ai—11 *°° Qi—1n Qi—11 * Qi—1n
/ " / " _ / / " "
O R e el e S A e e L T
Qi41,1 ce Qit1,n Ai+11 *°° Qi4ln Qi+1,1 * Qi41n
an1 e Ann an1 e Ann an1 e Ann
Demostracion. Anédloga a la demostracion de la propiedad O

Ejercicios 3.7. 13-2) 3.3

3.2. Determinantes y operaciones por filas II

Propiedades 3.8.

3. Sea Fy; la matriz elemental correspondiente a intercambiar las filas i, j.

Entonces:
det(Fj;A) = —det A (3.9)

Demostracion.

1. Primero veamos que basta con que probemos el resultado para ¢ = 1.
Observamos que F;; = Fy;F;Fy; gracias al siguiente diagrama:

1 ! J

N :
! 1 J

P, | P (3.10)
1 J 1

N g
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Por lo tanto, una vez que probemos el resultado para ¢ = 1, tendremos:

det(FUA) = det(FMFljFMA) = — det(FljFuA)

2. Induccion sobre n. La formula es clara para n = 2, asi que supongamos
que es cierta para n—1 (con n > 3) y veamos que es cierta para n. Sea
B = Fy;A, debemos ver que los dos niimeros siguientes son opuestos:

det A = Z aklAkl det B = Z blekl (312)
k=1 k=1

a) Si k # 1,7, entonces M} v MJE son dos matrices iguales salvo
por dos filas intercambiadas. Debido a la hipétesis de induccién,
Bkl = _Akl‘ Ademds bkl = k- Luego blekl = —aklAkl.

b) Veamos que by By = —a;1A4;1. Por simetria (A < B), esto tam-
bién implica que a;1A11 = —b;1B;1, asi que habremos terminado.
Claramente by; = a;.

fila 1 fila 2
fila j — 2 fila j —1
Mj = |fila j —1 ME =1 filal (3.13)
fila j +1 fila j +1
fila n fila n

Luego MJ se obtiene al hacer j — 2 intercambios de filas a M ﬁ, y
de nuevo por la hipétesis de induccion:

bllBll = Qj1 det MlBl (314)
induccién aﬂ(_l)j_g det Mﬁ

= —(ljl(—1>j+1 det MjAl = —aﬂAﬂ

Consecuencias 3.9.
1. Si dos filas de A son iguales, entonces det A = 0.
2. det F;; = —1, por lo tanto det(Fj; A) = (det F};) - (det A).
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Propiedades 3.10.

4. Sea Fij(a) la matriz elemental correspondiente a sumarle, a la fila 1,
a veces la fila j. Entonces:

det(Fjj(o)A) =det A (3.15)

Demostracion. Llamamos B, a la matriz obtenida al sustituir la fila ¢ de A
por « veces la fila j. Calculamos:

(1)

det(Fy;(a)A) =2= det A + det B,
—9_detA+a-0=det A (3.16)

]

det A + avdet By

Consecuencias 3.11.
» det Fjj(«) = 1, por lo tanto det(F;;(a)A) = (det Fi;(a)) - (det A).
Ejercicios 3.12. 3.5 [3.6]

3.3. Propiedades de los determinantes

Nota 3.13. Las propiedades [T} [3] y [} junto con det I,, = 1, permiten calcular
el determinante de cualquier matriz A.

1. Si A es regular, entonces existen matrices elementales Fi, ..., F, tales
que A= F,---Fy - I, luego:
det A =det(F,---Fy - I,) =det F, - det(F,_1 -+ Fy - I,)
=..-=det F.---det [} (3.17)

2. Si A no es regular, entonces existen matrices elementales Fj, ..., F,
tales que A = F,--- I} - B, donde todas las entradas de la ultima fila
de la matriz B son ceros. Repitiendo la misma cuenta:

det A=---=detF,---det F} -det B=0 (3.18)
-0

Ejemplo 3.14. Calculemos un determinante con este método:

~12 0 -1 0 ~12 0 -1 0 —12 0 -1 0
12 2 1 0 002 2 0 020 0 2
2 41 5 0[(=[00130|l=—[001 3 0
3 40 3 2 020 0 2 002 20
94 -1 5 00-1-3-1 0 0-1-3-1
~120—1 0
0200 2
=—|0013 0|=8 (3.19)
0 00—4 0
0000 —1
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Propiedades 3.15.

5. A es reqular <= det A # 0.
Demostracién. Es el argumento de la nota [3.13] O
Propiedades 3.16.

6. det(A- B) = (det A) - (det B).

Demostracion. Primero observamos que si uno de los términos es distinto
de cero, entonces el otro también es distinto de cero. En efecto, debido al

corolario 2.30k
det(AB) #0 < AB regular <= Ay B regulares
< detA#0y det B#0 (3.20)
<= (detA) - (det B) #0
Supongamos pues que A y B son regulares. Existen matrices elementales
FoyQjtalesque A=F,---Fiy B=(Q---(. Yasabemos que la propiedad
[0] es cierta para matrices elementales, luego:
det(AB) =det(F,--- F1 - Qs+ - Q1)
= (det F}.) - - - (det Fy) - (det Qs) - - - (det Q1) (3.21)
=det(F, - F) - det(Qs--- Q1) = (det A) - (det B)
O
Consecuencia 3.17. Si A es regular, entonces det(A™) = (det A)~'.
Propiedades 3.18.
7. det(AT) = det A.

Demostracién. El corolario [2.30] nos dice que, si A no es regular, tampoco lo
es AT, y det A = 0 = det AT, Supongamos pues que A es regular. Existen
matrices elementales F; tales que A = F). - -- F}. Veamos cudl es la traspuesta
de una matriz elemental cualquiera:

F(a) = F() F=F; Fy"=F0) (322

En los tres casos, si F' es una matriz elemental, entonces F7 también es
elemental y det FT = det F'. Por tanto:

det AT = det(F - FT) = (det F') - (det FT)
= (det F})--- (det F.) = (det F}.) - - - (det F}) (3.23)
=det(F,.---F;) =det A
[
Ejercicios 3.19. 3.8
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3.4. Matriz adjunta

Propiedades 3.20.

8. El determinante es suma de los elementos de una fila por sus adjuntos,
o también suma de los elementos de una columna por sus adjuntos:

det A= a,jA; = i (3.24)
i=1

J=1

Demostracion. Si s = 1, es la definicién de determinante. Si r = 1, es con-
secuencia de que det AT = det A. Probemos el caso » = 2 a partir del caso
r =1. Sea B = F3A la matriz formada al intercambiar las filas 1 y 2 de A:

det A= —det B=— Z bljBlj = — Z blj(—1)1+j det MIB;
=1 =1

n n
Z 2+J det Mﬁ Z GQjAQj (325)
=1 j=1
Repitiendo los mismos argumentos hacemos los casos r = 3,...,n. Y como
det AT = det A, obtenemos también los casos s = 2,...,n. n

Definicién 3.21. Sea A € M, (F). La adjunta de A es la matriz traspuesta
de la matriz de adjuntos. Es decir, adj A € M, (F) y la entrada (7, j) de adj A
es el adjunto (j,7) de A:

Propiedades 3.22.
9. A-(adjA) = (det A) - I,.

Demostracion. La entrada (i,i) de la matriz A - (adj A) es la suma de los
elementos de la fila ¢ por sus adjuntos, es decir, det A. Veamos que, si i # j,
entonces la entrada (7, j) de dicha matriz es cero. Sea B la matriz formada al
sustituir la fila j de A por la fila ¢ de A (luego las filas i y j de B coinciden).

(A-(adj A)) Z - (adj A)y, Z aikAjk

Z ]kB]k =detB=0 (327)
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Corolario 3.23. Si A es reqular, entonces:

1
A7l = ) adj A (3.28)

Nota 3.24 (Regla de Cramer). Sea A € M, (F) una matriz regular, y sea
b € F™ un vector columna. Entonces la solucién del sistema AX = b es
det Bj
LU]' =
det A

donde B, es la matriz que resulta de sustituir la columna j de A por b.

j=1...,n (3.29)

Demostracion. Calculamos el determinante de B; sumando los elementos de
la columna j por sus adjuntos, y vemos que:

i=1 i=1
La solucién del sistema es X = A1 = deiA -(adj A) - b, por lo tanto:
1 1
= ——-(fila j jA) b= ——"det B, 31
T = 9 (fila j de adjA) - b Tet A det B; (3.31)

O

Ejercicios 3.25. [3.10], [3.11], [3.12]

3.5. Signatura

Observaciéon 3.26. Para todo n € N, definimos el polinomio p, en las
variables X;; como p, = det((Xj;)};=,). Por ejemplo:

P = ’Xll‘ = X1 (3.32)
X1 X
P2 = |X;1 X;z = +X11 X9 — X1 X1 (3.33)
X X2 Xig
ps = |Xa1 Xoo Xog| = + X11 X090 X33 + X1 X530 Xi5 + X531 X120 X0 (3.34)
X311 X3 X3

- X31X22X13 - X11X32X23 - X21X12X33

Por induccion, vemos que p,, es un polinomio homogéneo de grado n, es decir,
es suma de monomios de grado n. ; Cudl es el coeficiente que multiplica a cada
monomio? Para calcularlo, evaluamos el polinomio haciendo las variables del
monomio igual a 1 y el resto 0. Por ejemplo, si n = 3:
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s El coeficiente de X717 X30X03 es:

100 1 00
00 1|l=—|0 1 0|=-1 (3.35)
010 0 01
s El coeficiente de X717 X99X03 es:
1 00
01 1/=0 (3.36)
000

Como el determinante de una matriz que tiene o bien una fila nula o bien
una columna nula es cero, los inicos monomios con coeficiente distinto de
cero son los de la forma

XU(I),IXJ(Q),Q T Xa(n),n = H Xa(i),i (337)
i=1
donde o es una permutacion de {1,2,...,n}, es decir, o € S,,. Por ejemplo,

si n = 3, la permutacién (1) = 2, 0(2) = 3, 0(3) = 1 se corresponde con el
monomio X21X32X13.

Definicién 3.27. A cada permutacion o € S, le asociamos la matriz por
columnas A, = (€s(1)| - . |€s(n)), donde ey,. .., e, son los vectores de la base
canoénica. Definimos la signatura de o como el determinante de A,:

sgno =det A, € {£1} (3.38)
Propiedades 3.28.
10. El determinante es:
det A=) (sgno)- ﬁ Ao (i),i (3.39)
oESy i=1
Demostracién. Observacion [3.26 H

Propiedad 3.29. Para todas permutaciones o, 7 € S, se cumple que:
sgn(oco7)=(sgno) - (sgnr) (3.40)
Demostracion. Ejercicio |3.13] O]

Ejercicios 3.30. [3.13] [3.14] [3.15] 3.16]
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Ejercicios determinantes

Ejercicio 3.1. Definimos la traza de una matriz cuadrada A = (a;;) € M, (F)
como la suma de los elementos de su diagonal principal:

trA=ay + -+ an (3.41)
Demuestra que:
1. La aplicacién tr : M, (F) — F es lineal.

2. Para todas A, B € M,,(F) se cumple que:
tr(AB) = tr(BA) (3.42)
3. Si f: M,(F) — F es una aplicacién lineal tal que f(AB) = f(BA)
para todas A, B € M, (F), entonces existe A € F tal que f = Atr.
4. La féormula tr(AB) = (tr A)(tr B) no es cierta en general.
5. Si A, B € M, (F) son matrices semejantes, entonces tr A = tr B.

6. Si la matriz A es simétrica (AT = A) y la matriz B es antisimétrica
(BT = —B), entonces tr(AB) = 0.

Ejercicio 3.2. Demuestra la regla de Sarrus:

aix G2 013
(21 Q22 Q23| = + G11022033 + Q12023031 + 13021032 (343)
az1 G322 0az3

— (130A22031 — 11023032 — A12A21033

Ejercicio 3.3. Prueba que el determinante de una matriz triangular (o bien
triangular superior o bien triangular inferior) es el producto de las entradas
de su diagonal principal.

Ejercicio 3.4. Prueba que, si A es una matriz de tamano 2 x 2, entonces:
1 2 2
det A =2 ((tr A)? — tr(4?)) (3.44)

Ejercicio 3.5. Sea A € M,(R) tal que rango(A) = 1 y tr A = 0. Demuestra
que A? es la matriz nula.
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Ejercicio 3.6 (IMC 2005). En el espacio vectorial de las matrices n x n
reales, halla la dimensiéon maxima posible de un subespacio S tal que:

tr(AB) =0 para todas A, B € S (3.45)

Ayuda: Considera el subespacio de las matrices simétricas, y el subespacio
de las matrices estrictamente triangulares superiores.

Ejercicio 3.7. Evalua, sin usar calculadora, los siguientes determinantes:

480 321 598
‘1918170 gig‘ 321 215 401 (3.46)
314 214 404
12 0 —-25 0 60 -4 ds
-13 -1 0 2 A
1 0 0 5 4 (3.47)
0 4 14 11
a5 3 4 s -2 -3 1 5 0
3.4 9 30

Ejercicio 3.8. Calcula los valores de A € C para los cuales las columnas de
la matriz resultante de hacer el siguiente producto forman una base de C?:

0 A—1 0 A3
</\—2 A ><A+4i A ) (3.48)
Ejercicio 3.9 (IMC 2002). Calcula el determinante de A = (a;;) € M, (R),
donde:
=il i £
aij = {( ) " = (3.49)
2 sit =]

Ejercicio 3.10. Sea A € M,,,(IF), B € M,xn(F), C € My (F), D € M, (F).
Observa que:

In|B\
det( 0D ) =det D (3.50)

Prueba que, si D es regular, entonces:

A B o -1
det <7‘7> =det(A—BDC)-det D (3.51)

Ejercicio 3.11. Calcula los determinantes de las siguientes matrices:

0 = . a 0000 b
e N
|2z 0 1 0 — a
Al 2 . A2 00 cdoOo (352)
: 0 ¢c00doO
T, 0 0 1 c0000d
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Ejercicio 3.12. Decimos que una matriz A € M, (Z) es invertible en M, (Z)
si existe una matriz B € M,(Z) tal que AB = BA = I,. Demuestra que
A € M,(Z) es invertible en M,,(Z) si y solo si su determinante es +1 o —1.

Ejercicio 3.13. A cada permutacion o le asociamos la matriz por columnas
Ay, = (eo)| - - - |€sm)), donde ey, ..., e, son los vectores de la base canénica.

1. Prueba que A,.. = A, - A,.
2. Demuestra que sgn(o o 1) = (sgno) - (sgn ).

Ejercicio 3.14. ;Cuantas permutaciones hay en 5,7 ; Cuantas de ellas tienen
signatura +1 y cuantas —17

Ejercicio 3.15. Sean ay,...,a, € F. El determinante de Vandermonde es
por definicion:

1 1 1
aq (0%)] (7%
2 2 2
Via,...,an)=| 0 a3 - 0y (3.53)
al™t oyt an~!

1. Comprueba que V(ay, as) = s — ag.

[\

. Demuestra que V' (aq, as, a3) = (a3 — az)(ag — aq) (e — ay).
3. Calcula las raices del polinomio p(X) = V(X, ag,...,a,) € F[X].

4. Prueba que:
Vi, ...,o0) = ] (05— ) (3.54)

1<i<j<n

Ejercicio 3.16 (IMC 2007). Sea n > 2 un numero entero. ;Cuél es el valor
minimo y el valor maximo posible del rango de una matriz real n x n cuyas
n? entradas son precisamente los niimeros 1,2, ...,n%?



Capitulo 4

Valores y vectores propios

4.1. Valores propios

Situacién 4.1. En este capitulo, V' es un F-espacio vectorial de dimensién
finita, n es la dimensién de dicho espacio vectorial, A € M, (F) es una matriz
cuadrada, y f es un endomorfismo de V. (Es decir, f : V. — V es una
aplicacién lineal en la que tanto el espacio inicial como el final son V).

Definiciones 4.2.

1. Decimos que un escalar A € ' es un valor propio del endomorfismo f
si existe un vector v € V distinto del vector nulo tal que:

f(v) =Av (4.1)

2. Fijemos un valor propio A. Un vector v € V es un wvector propio del
endomorfismo f de valor propio A si f(v) = Av. El conjunto de di-
chos vectores propios es el subespacio fundamental de valor propio A,
denotado S¢(N):

SrA) ={veV | f(v) =} (4.2)

Definicién 4.3. Los valores y vectores propios de la matriz A € M,,(FF) son,
por definicion, los del endomorfismo hy : F* — F" dado por ha(X) = AX.

Notas 4.4.

1. El vector nulo es vector propio de cualquier valor propio, pero hace falta
que haya al menos otro vector v tal que f(v) = Av para que hayamos
dicho que el escalar A es valor propio.

79
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2. S¢(A) es en efecto un subespacio de V', ya que es el nicleo de la apli-
cacion lineal:

Nidy —f): V — V (4.3)
v v — f(v)

Andalogamente, S4(A) es un subespacio de F™.

Ejemplo 4.5. Sea A € M>(Q) la matriz:

A= (? 2) (4.4)

Notamos que ($9)(9) = (§), v aue ($9) (%) = (8), luego (9) es vector
propio de A de valor propio 4, y (7*) es vector propio de valor propio 0.

Propiedad 4.6. Sea A € F un escalar. Supongamos que A es la matriz del
endomorfismo f en alguna base (misma base de salida y de llegada). Entonces
son equivalentes:

1. X es valor propio de f.
2. X es valor propio de A.
3. rango(Al, — A) < n.

4. det(Al,, — A) =0.

Demostracion. El escalar A es valor propio de f si y solo si existe un vector
v € V no nulo tal que f(v) = Av. Pasando a coordenadas, esto es equivalente
a que exista un vector X € F” no nulo tal que AX = AX. Esto tltimo es lo
mismo que decir que el sistema de ecuaciones homogéneo (A, — A)X =0 es
indeterminado, es decir, que la matriz Al,, — A no es regular. O

Ejemplo 4.7. Sea A € M;(C) la matriz:

~11 —16 —4
A= 6 9 2 (4.5)
6 8 3

Calculemos, de manera sistematica, todos los valores propios de A y sus
subespacios fundamentales.
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Solucion. Para hallar los valores propios debemos calcular los valores de A
que hacen que el siguiente determinante sea cero:

A+11 16 4
det(Mz—A)=| =6 A—9 -2 |=...= (4.6)
6 -8 A—3

=N A oA 1 =2 A (A1)

Asi que los valores propios de A son —1 y 1. Para calcular S(—1) y S(1)
resolvemos mediante el método de Gauss sendos sistemas homogéneos:

T 10 16 4 T 0
S(—1) = {(y) tales que (6 —10 2) (y) = (0)}
z -6 —8 —4) \z 0
T 12 16 4 T 0
S(1) = {(y) tales que (6 -8 2) (y) = (O)}
z —6 -8 -2/ \z 0

1 0
=---=span(| O |,[ 1 [) (4.8)
-3 —4
[
Ejercicios 4.8. 4.3
4.2. Vectores propios
Nota 4.9. Si (vy,...,v,) es una base de V' de forma que cada v; es vector

propio de f de valor propio \;, entonces la matriz del endomorfismo f en la
base (v1,...,v,) es la matriz diagonal:

At
diag(Ar, ..., An) = . (4.9)
An

Reciprocamente, si la matriz de f en la base (vq,...,v,) es diag(A, ..., A\y),
entonces f(v;) = \;v; para todo i.
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Definiciones 4.10.

1. Una matriz cuadrada A € M, (F) es diagonalizable si es semejante a
alguna matriz diagonal.

2. Un endomorfismo f : V — V es diagonalizable si existe alguna base
de V en la que la matriz de f es diagonal, es decir, dicha base esta
formada por vectores propios. En otras palabras, f es diagonalizable si
cualquiera de sus matrices es diagonalizable.

Repaso 4.11. En este capitulo resulta muy conveniente recordar que si
= A es la matriz de f en la base C,
= D es la matriz de f en la base B,
= P es la matriz de cambio de bases de B a C,

entonces:

A=PDP! (4.10)

Ejemplo 4.12. Veamos que la siguiente matriz es diagonalizable:

A— ((1) 2) (4.11)

Solucion. Consideramos A como la matriz del endomorfismo f = h4 en la
base canénica C = ((§),(9)). Hallamos una base B = ((9),(7*)) formada
por vectores propios de valores propios 4 y 0. Calcular la matriz P de cambio
de bases de B a C es muy sencillo, gracias a que C es la base candnica,
P = (Y7*). Llamemos D a la matriz de f en la base B; como la base B
estd formada por vectores propios, D es diagonal, D = diag(4,0) = (39).
Aplicando el repaso tenemos que A = PDP™!, es decir:

(O-GAC6Y) e

Ejemplo 4.13. Probemos que la siguiente matriz no es diagonalizable:

N = (2 8) (4.13)
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Solucion. Supongamos por reduccion al absurdo que si que existe una matriz
D = diag(a, ) = (3 2) diagonal y una matriz P € Ms(F) regular de manera
que N = PDP~!. Observamos que:

I —

(8 8) = (PDP ' = PDP'PDP!' = PD*P! (4.15)

Luego:

Multiplicando a izquierda por P~! y a derecha por P, vemos que D? es la
matriz nula. Por lo tanto a® = 5% = 0, es decir, « = 8 = 0. Asi que D
también es la matriz nula. Volviendo a la expresién inicial N = PDP™!,
observamos que a su vez N también es la matriz nula, contradiccion. O]

Ejemplo 4.14. Sea A la matriz:

1 6 6
A=|2 3 4 (4.16)
—2 -5 —6

Dado un niimero natural m € N cualquiera, calculemos A™.

Solucion. Primero calculamos los valores propios de A y sus subespacios
fundamentales, y aplicando el repaso obtenemos que:

-1 0 =2\ /1 -1 -2 =2
A=PDP'=|-1 -1 0 —1 11 2 (4.17)
11 1 -2/ \0 1 1

El truco esta en que, como la matriz D es diagonal, calcular sus potencias es
sencillo:

1
D=\ (1™ (4.18)
(=2)™
Por lo tanto:
A™ = (PDPH™ = PD™P™! (4.19)
1 (—2)m+1 + 2 (—2)’”+1 + 2
— (_1)m+1 + 1 (_1)m+1 + 2 (_2)m+1 + 2

(D" =1 (Ym e ()m -2 (22 (-7 2

Ejercicios 4.15. [4.5] [4.6, 4.7 [.8 4.9
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4.3. Polinomio caracteristico

Definicién 4.16. El polinomio caracteristico de una matriz A € M, (F)
cuadrada es el polinomio de F[X| dado por:

X — a1 —a12 v —Qa1n
—a X —agp -+ —ag
det(XI, —A)=| e Pt lerx] (.20
—0an1 —0an2 e X — Qnn

Ejemplo 4.17. Calculemos el polinomio caracteristico de la matriz:

26 6 8
36 12 12 (4.21)
—93 —24 —29
Solucion.
X—-2 -6 —8
-36 X—-12 12 |=---=X>-9X?4+26X —24 (4.22)
93 24 X +29

_ Ruffini__

(X —2)(X = 3)(X —4)
[l

Nota 4.18. Hemos definido el polinomio caracteristico de una matriz de
forma que sus raices sean los valores propios de dicha matriz.

Propiedades 4.19. Sea p(X) € F[X] el polinomio caracteristico de la matriz
A € M,(F) de tamario n X n. Entonces:

1. p(X) es un polinomio mdnico de grado n, es decir:

p(X)=by+ b0 X 4+ b, X" X" (4.23)
2. bn,1 = —trA.

Demostracion. Para calcular det(X I,, — A) sumamos todos los posibles
productos de n entradas de la matriz X1, — A de manera que coja-
mos una entrada de cada fila y de cada columna. Estos productos son
polinomios de grado el nimero de entradas que hayamos cogido de la
diagonal principal. Luego solo contribuirdn al término b, si escoge-
mos al menos n — 1 entradas de la diagonal principal. Pero si elegimos
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todas las entradas menos una de la diagonal principal, necesariamente
la ultima entrada también estara en la diagonal principal, ya que hay
que elegir una de cada fila y columna. Por lo tanto la tinica contribucion
proviene del producto:
(X — all)(X — CLQQ) tee (X — a,m) = (424)
= Xn — (CLH + 929 + -+ Cbnn)Xn_1+
(a11a92 + arrass + - -+ + anfl,nflann)Xniz + -+

(_1)” SQ11 O,

Luego b,_1 = —ai1 — @29 — +++ — Apy, = — tr A. O

Demostracion. Basta evaluar p(X) en X = 0:
bo = p(0) = det(0 - I,, — A) = det(—A) = (—1)"det A (4.25)
[l

Corolario 4.20. Supongamos que podemos factorizar el polinomio caracte-
ristico de la matriz A como p(X) = (X —A)Mt o (X =\ )Mk, (Esto siempre
es posible si el cuerpo de escalares es F = C). Entonces:

2. det A=\ M

Nota 4.21. Sea p(X) el polinomio caracteristico de A; recuerda que es un
polinomio ménico. Sea ¢(X) = det(A — X1,,). Entonces ¢(X) = (—1)"p(X).
Luego si n es impar estos dos polinomios no son iguales, pero si que tienen
las mismas raices.

Propiedad 4.22. Si dos matrices son semejantes, entonces tienen el mismo
polinomio caracteristico.

Demostracion. Sean A, B € M, (F), y supongamos que existe una matriz
P € M,(F) regular tal que B = P~1AP.
X1, — B|=|X(P'I,P)— P 'AP|
= |P~Y(X1I,)P — P 'AP| (4.26)
P XL, — Al |P)
=PI P X1, — Al = |XT,, — A
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Notas 4.23.

1. Ya sablamos que si dos matrices son semejantes, entonces tienen el
mismo determinante, la misma traza, y los mismos valores propios. La
propiedad nos proporciona una demostracion alternativa de esto.

2. Gracias a la propiedad podemos definir el polinomio caracteristi-
co de un endomorfismo como el polinomio caracteristico de su matriz
respecto a una base cualquiera.

Ejercicios 4.24. 4.10, 4.11} 4.12

4.4. Subespacios fundamentales

Nota 4.25. Supongamos que A es la matriz del endomorfismo f en alguna
base. Sea A un valor propio de f (es decir, A es un valor propio de A).

Entonces:
dim S¢(\) = dim S4(\) = n —rango(A],, — A) (4.27)

Demostracion. Recordamos que, si A es la matriz de f en la base fijada,
entonces A\, — A es la matriz del endomorfismo Aidy — f en esa misma base.
Por lo tanto el rango de Aidy —f es igual al rango de A\, — A. Finalmente
basta tener en cuenta que el rango de un endomorfismo es la dimensién del
espacio vectorial menos la dimension del nucleo. O

Proposicién 4.26. Los subespacios fundamentales de un endomorfismo en
un espacio vectorial de dimension finita tienen suma directa.

Demostracion. Supongamos que Ag, ..., A\ son k valores propios distintos
del endomorfismo f. Vamos a demostrar que los subespacios fundamentales
S(A1), ..., S(A) tienen suma directa mediante induccion sobre k. Es decir,
debemos probar que si vy + - - - + v = 0, donde cada vector v; estd en S(\;),
entonces necesariamente v; = 0 para todo i. El resultado es trivial para k = 1.
Supongamos que el resultado es cierto para k — 1. Por un lado:

0=f(0) = flvr 4+ vg)
= f(v1) + -+ flug) (4.28)
:)\1U1+"'+)\kvk

Pero por otro lado también podemos escribir el vector nulo como:

0= >\k6 = ANU1 + - -+ ApUg (4.29)
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Restando ambas ecuaciones:
()\1 — )\k)vl + -+ ()\kfl — )\k)vk,1 = 6 (430)

Para cada i € {1,...,k — 1} el vector (A\; — Ag)v; estd en S()\;), luego por
la hipétesis de induccién (N, — A\p)v; = 0, y como )\; # \;, necesariamente
v; = 0. Finalmente volviendo a la ecuacién inicial, obtenemos que también
V=~V — =g = —0— e — 0 = 0. 0

Definiciones 4.27. Sea A un valor propio del endomorfismo f.

1. La multiplicidad geométrica de X es la dimension del subespacio funda-
mental S(\).

2. La multiplicidad algebraica de A es su multiplicidad como raiz en el
polinomio caracteristico.

Nota 4.28. La multiplicidad geométrica de un valor propio es mayor o igual
que 1.

Proposicion 4.29. La multiplicidad geométrica de un valor propio es menor
o igual que la multiplicidad algebraica.

Demostracion. Fijamos un valor propio A del endomorfismo f, y llamamos
m = dim S(\) a su multiplicidad geométrica. Tomamos una base (v, ..., vy,)
de S(N), y la ampliamos con vy, 41, . . ., v, hasta que (v1, ..., Um, Umit,- -, Un)
sea base de V. La matriz de f respecto de dicha base es la matriz por bloques:

M, | B
A= < . ) (4.31)

(B es de tamano m x (n —m), y C' es de tamano (n —m) x (n —m)). El
polinomio caracteristico de f es el polinomio caracteristico de A:

det(XI, — A) = det < X = N XInij— . >
= (X = A" det(X I — C) (4.32)

Luego la multiplicidad de A en el polinomio caracteristico es al menos m. [J

Ejercicios 4.30. [£.13] [£.14] [£.15]
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4.5. Criterio de diagonalizacién

Teorema 4.31 (de diagonalizacién de endomorfismos). Sea V' un F-espacio
vectorial de dimension finita, y sea f un endomorfismo de V. Entonces son
equivalentes:

1. f es diagonalizable.
2. La suma de los subespacios fundamentales es el espacio total V.

3. El polinomio caracteristico puede factorizarse como producto de poli-
nomios de grado 1 con coeficientes en el cuerpo de escalares ¥, y las
multiplicidades geométrica y algebraica de cada valor propio coinciden.

Demostracion. Supongamos que f tiene exactamente k valores propios dis-
tintos, y llamémoslos Ay, ..., Ax.

» (2 = 1) En general siempre se cumple que los subespacios fundamen-
tales tienen suma directa, y ademas sabemos por hipdtesis que dicha
suma es el total. Asi que si juntamos una base de cada subespacio
fundamental, obtenemos una base de V. Hemos encontrado una base
formada por vectores propios, luego f es diagonalizable.

» (1= 2)Si f es diagonalizable, entonces existe una base (v1, ..., v,) de
V formada por vectores propios. Cada v; estd en un S();), por tanto
span(vy, . .., v,) esta contenido en S(A\;)@®- - -BS(A). Como (vy, ..., v,)
es base, span(vy, ..., v,) =V, luego también S(\) ®--- B S(\g) = V.

Ahora ya sabemos que el endomorfismo f es diagonalizable si y solo si
dimV =dim S(\;) + - - - + dim S(\x). Para cada valor propio J\;, denotemos
M; a su multiplicidad algebraica. En general siempre podemos escribir el
polinomio caracteristico p(X) como:

p(X) = (X =A™ (X = ) g (X) (4.33)

(El polinomio ménico ¢(X) no tiene raices en nuestro cuerpo de escalares IF).
Por lo tanto:

dimV = degp(X) = My + - -+ + M}, + deg q(X)
> My + -+ M, (4.34)

Las dos igualdades se cumplen si y solo si degg(X) = 0, es decir ¢(X) = 1,
y dim S(\;) = M; para todo i. O
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Ejemplos 4.32. Veamos que la diagonalizabilidad de una matriz depende
del cuerpo de escalares F en el que trabajamos.

0 —4
A=t .
El polinomio caracteristico de A es X? + 4. Observa que A es diago-

nalizable si F = C, pero no es diagonalizable si F = R (y por tanto
tampoco es diagonalizable si F = Q).

1. Sea A la matriz:

2. Sea B la matriz:
00 -3
B=1|10 5 (4.36)
01 0
El polinomio caracteristico de B es X3 — 5X + 3. Observa que B no
es diagonalizable si F = Q, pero si es diagonalizable si F = R (y por

tanto también es diagonalizable si F = C).

Repaso 4.33. Sea co+c1 X +- - -+, X™ € Z[X] un polinomio con coeficientes
enteros, con ¢y # 0y ¢, # 0. Si a/b € Q es una raiz de dicho polinomio,
donde a y b son niimeros enteros coprimos entre si, entonces a divide a cgy, y
b divide a ¢,

Ejercicios 4.34. [£.16], [4.17 [4.18], [4.19]
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Ejercicios valores y vectores propios

Ejercicio 4.1. Calcula los valores propios y los subespacios fundamentales
de las siguientes matrices, segin el cuerpo de escalares sea Q, R o C:

I [ I () R

00 1 5 6 —3
As=[0 1 0 As=[-1 0 1 (4.38)
100 1 0 -1

Ejercicio 4.2. Sea A € M, (Q), sea A € Q.
1. Demuestra que A es regular si y solo si 0 no es valor propio de A.

2. Supongamos que A es regular. Demuestra que A es valor propio de A
si y solo si A™! es valor propio de A7,

3. Prueba que si A es valor propio de A entonces A\? es valor propio de A2,

4. Prueba que, si A\? es valor propio de A2, entonces o bien A o bien —\
es valor propio de A.

Ejercicio 4.3. Sea A € M, (R) una matriz cuyas entradas son todas mayores
o iguales que 0. Supongamos que cada una de las filas de A cumple que la
suma de sus n componentes es 1.

1. Encuentra un vector propio de A no nulo de valor propio 1.

Consideramos ahora A como una matriz de M, (C). Sea (z1,...,z,)T € C"
un vector propio de valor propio A € C. Sea |zy| = méx{|z1|,...,|za|}.
2. Prueba que |A\x;| < |xy| para cada i =1,...,n.

3. Demuestra que |A| < 1.

Sea B € M, (R) una matriz cuyas entradas son todas mayores o iguales que 0,
y tal que cada una de sus columnas cumple que la suma de sus n componentes
es 1.

4. Prueba que 1 es valor propio de B, y que todos los valores propios de
B tienen médulo menor o igual que 1.
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Ejercicio 4.4. Para cada una de las siguientes matrices A; € M3(R), halla
una matriz D; € M3(R) diagonal y una matriz P; € M3(R) regular tales que
D; = P AP,

1 —4 2 1 -5 9
Ai=[-4 1 =2 Ay=1|2 0 -1 (4.39)
2 -2 -2 1 2 -4
10 0 32 4
A;=10 1 1 A=1[2 0 2 (4.40)
01 —1 42 3

Ejercicio 4.5. Sea A € M>(R) la matriz:

A= (_“b 2) (4.41)

1. Demuestra que A es diagonalizable en R si y solo si b = 0.

2. Encuentra una matriz P € My(C) regular y una matriz D € M,(C)
diagonal tales que A = P71DP.

Ejercicio 4.6.

1. Demuestra que, si A € M,,(C) es diagonalizable en C, entonces existe
una matriz B € M,(C) tal que B* = A.

2. Encuentra un ejemplo de un nimero natural n € N y de una matriz
A € M,(R) diagonalizable en R de manera que no existe ninguna
matriz B € M,(R) tal que B* = A.

3. Sea f: C? — C? el endomorfismo cuya matriz en la base candnica es:

A= (? 8) (4.42)

Prueba que no existe ningtin endomorfismo ¢ : C2 — C? tal que ¢° = f.

Ejercicio 4.7. Sea A € M;3(C) la matriz:

A=|5 -1 5 (4.43)

0 -1

S O

Encuentra tres matrices By, By, B3 € M3(C) distintas tales que B? = A.
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Ejercicio 4.8. Calcula A" para cada n € N, donde A es la matriz:

1 0 -3
A=|-2 2 -1 (4.44)
0 0 3

Ejercicio 4.9.

1. La sucesién de Fibonacci (F},)5%, se define recursivamente mediante:
Fn == n—1 + Fn72 FO = O Fl = 1 (445)

a) Encuentra una matriz A € My(R) tal que:

(F]:"1> =A. (?ﬁ) (4.46)

b) Calcula el término general de la sucesiéon de Fibonacci.

2. Sean (a,)2%, v (bn)5%, las sucesiones dadas por:

Ap+1 = 1-— an ag = —4 (447)
bn+1 = a, + 3bn —1 b() = (448)

a) Halla una matriz B € M3(R) tal que:

1 1
i1 | =B | ay (4.49)
anrl bn

b) Calcula los términos generales de ambas sucesiones.

Ejercicio 4.10. Sea f un endomorfismo en un espacio vectorial V' sobre el
cuerpo de escalares C; llamemos p(X) al polinomio caracteristico de f. En
cada apartado calcula p(X) a partir de los datos que se conocen (siempre
hay una tnica posibilidad).

1. dimV =3, det f = 3, tr f = 5, uno de los valores propios de f es 1.
2. degp(X) =4, det f =48, tr f = —1, p(—4) = p(3) = 0.

Ejercicio 4.11. Sabemos que el polinomio caracteristico de una matriz A es
X® —4X + 2. Calcula el rango de A.
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Ejercicio 4.12. Una matriz A € M3(Q) cumple que:

1 -3 0 0 1 -3
A)=(5) A=) a)=(3) e
Encuentra una matriz D € M3(Q) diagonal y una matriz P € M3(Q) regular

tales que D = PAP~ 1.

Ejercicio 4.13. Sea A € M,(R) una matriz cuadrada cualquiera. Definimos
los subespacios de R" siguientes:

S; ={X € R" | existe n € N tal que A" - X =0}
Sy={XeR"| A X =X}
S3={XeR"| A*- X = -X} (4.51)
Si={XeR"|A*- X =A X}

1. Prueba que 57, Sy, S3 tienen suma directa, es decir, S7 @ Sy ® Ss.

2. Halla una matriz A que no cumpla ni que S; & S, ni que Sy & S;.

3. Supongamos de nuevo que A es una matriz cualquiera, calcula:

(“A+2- 1) - (A2 + 1)+ (A-1,) - (A% = A) (4.52)

4. Demuestra que S3 @ S;.

Ejercicio 4.14. Sean A, B € M, (C) dos matrices que conmutan, es decir,
AB = BA. Supongamos que la multiplicidad geométrica de todos los valores
propios de A es 1. Demuestra que todo vector propio de A también es vector
propio de B.

Ejercicio 4.15. Sean A, B € M3(R) las matrices:

1 -8 —4 4 -2 —4
A=|-8 1 -4 B=|-2 1 2 (4.53)
—4 -4 7 —4 2 4

Halla una matriz P € M3(R) regular de manera que tanto la matriz P~'AP
como la matriz P~ BP sean diagonales.

Ejercicio 4.16. ;Cuales de las siguientes matrices son diagonalizables en R?
LY en C?

4 0 -1 4 0 -1 00 -1
A;=10 3 =3 Ay =13 3 =3 A; =101 0
4 0 -1 4 0 -1 1 0

(4.54)
0
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Ejercicio 4.17. Estudia si la siguiente matriz es diagonalizable en Q, segiin
los valores de los parametros a,b € Q.

a+1 b 1
0 a 0 (4.55)
—a b 0

Ejercicio 4.18. Para cada una de las siguientes afirmaciones, o bien de-
muestra que la afirmacion es cierta, o bien encuentra un contraejemplo que
pruebe que es falsa.

1. Si dos matrices tienen el mismo polinomio caracteristico, entonces son
semejantes.

2. Si dos matrices tienen el mismo polinomio caracteristico, y ademas
ambas son diagonalizables, entonces son semejantes.

Ejercicio 4.19. Sean a,b € R con b # 0, y sea C' € M,(R) la matriz:

a bbb - b
b a b --- b

C=|b b a - b (4.56)
bbb -+ a

1. Calcula el rango de la matriz C' — (a — b)1,,.

2. Calcula el polinomio caracteristico de C'.



Examenes

18 de enero de 2021

Problema 1. (1,5 + 1 = 2,5 puntos). Considera los subespacios de C*:

€
St = ? €C' x4+ xy =11 — Tg+ 24 = 201 — 289 — 23 =0

3

Ty
2 -1 1 3a
_ 3 0

Sy = span( ol 1 ]2 ) S3 = y laeC

0 0 0 2a

a) Para cada i = 1,2, 3, calcula una base de S;.

b) Prueba que Sy, Sy, S tienen suma directa, es decir, S; & So @ Ss.
Problema 2. (1+ 0,75+ 1 = 2,75 puntos).

a) Define matriz regular y define matriz inversa.

b) Enuncia el teorema de las matrices inversas.

c¢) Calcula la inversa de la matriz P € My(R) dada por:

10 2 0
3 0 7 -1
b= o -1 0 3
-2 1 -4 -4

95
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Problema 3. (0,75 + 0,75 + 0,75 = 2,25 puntos). En cada apartado, o bien
encuentra un ejemplo de lo que se pide, demostrando que cumple todas las
propiedades, o bien prueba que no existe.

a) Una matriz A € M,(Q) tal que rango(A?) = 2 y rango(A?) = 2.

b) Una matriz B € M(Q) tal que rango(B?) = 2 y rango(B?) = 1.

¢) Una matriz C € My(Q) tal que rango(C?) = 2 y rango(C*) = 1.
Problema 4. (0,75 + 1+ 0,75 = 2,5 puntos).

a) Seao:{1,2,3,4,5} — {1,2,3,4,5} la permutacién dada por (1) = 4,
0(2)=2,03) =1, 0(4) =3, 0(5) = 5. Calcula la signatura de o.

b) Sea f : R3[X] — R3[X] el endomorfismo que a cada p(X) € R3[X] lo
envia a (1 — X?) - p”(X) € R3[X]. Calcula la traza de f.

¢) Sea n € N. Dada una permutaciéon o : {1,...,n} — {1,...,n}, y dado
un indice i € {1,...,n}, decimos que ¢ es un punto fijo de o si o(i) = i.
Sean o y T permutaciones de {1,...,n}, demuestra que el nimero de
puntos fijos de ¢ o 7 es igual al niimero de puntos fijos de 7 o 0.
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9 de septiembre de 2021

Problema 1. (0,754 0,5+ 0,5+ 0,5 = 2,25 puntos). Considera el Q-espacio
vectorial Ms(Q).

a) Enuncia las tres propiedades (Py, P, P3) que debe cumplir un subcon-
junto T" de M5(Q) para ser subespacio.

b) Halla un ejemplo de un subconjunto 77 de My(Q) que cumpla Py y Ps,
pero que no cumpla P;.

¢) Halla un ejemplo de un subconjunto 75 de M(Q) que cumpla P; y Ps,
pero que no cumpla Ps.

d) Halla un ejemplo de un subconjunto T3 de Ms(Q) que cumpla Py y P,
pero que no cumpla Ps.

Problema 2. (140,754 1 = 2,75 puntos). Considera los siguientes vectores
de Cy4[X]:

by =1+ X?+2X3 g =2—X+3X?
by=1+ X —6X* =14+ X2%-2x*
by = —2—2X2 4 4X* 3= X2+ X1

a) Prueba que la familia (b1, bo, b3) y la familia (cq, o, ¢3) son libres.
b) Demuestra que span(by, be, bs) = span(cy, ¢z, ¢3).
¢) Calcula la matriz de cambio de bases de (b, by, b3) a (c1, ¢z, ¢3).

Problema 3. (1+1+0,5+ 0,5 =3 puntos). Sea f: R?> — R? un endomor-
fismo. Sabemos que la traza de f es 6.

a) Demuestra que si det f < 9, entonces f es diagonalizable.
b) Demuestra que si det f > 9, entonces f no es diagonalizable.

¢) Encuentra un endomorfismo f : R? — R? tal que tr f = 6 y det f =9
y que sea diagonalizable.

d) Encuentra un endomorfismo f : R? — R? tal que tr f = 6 y det f =9
y que no sea diagonalizable.

Problema 4. (2 puntos). Decimos que un subespacio S de R® es asimé-
trico si para todo vector no nulo (1, z, 3, 24, 25, 76)7 de S se cumple que
(w5, 26, T1, T2, T3, 4)" no estd en S. Para cadan = 1,...,6, o bien encuentra
un subespacio asimétrico S,, de dimensién n, o bien prueba que no existe.
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18 de enero de 2023

Problema 1. (0,75 + 0,75+ 1 = 2,5 puntos).
a) Define matriz de cambio de bases.
b) Enuncia el teorema del rango.

¢) Enuncia cémo cambia el determinante de una matriz al aplicarle cada
una de las tres operaciones por filas del método de Gauss.

Problema 2. (2,5 puntos). ;Cuéles de los siguientes subespacios de R3[X]
son iguales?

1. Sl = {CL0+CZ1X—|—CL2X2+CL3X3 | 4a1+a2+2a3 = ag+ag = 5a1—|—2a3 = 0}
2. Sy =span(3 — 2X?% — X3 —4 42X +2X?% —1+2X — X3).
3. Sz =span(X +2X%2 -3X3 1+ X + X2 2+ X +3X3).

4. Sy ={(2b+¢c) + (2b+ 4c) X —2(b+ ) X? — (2b+ 3¢) X3 | b,c € R}.

Problema 3. (1,25 + 1,25 = 2,5 puntos).

a) Sea f: Qo[X] = Qq0[X] una aplicacion lineal. (Recuerda que Qo[ X]
es un subespacio de Qq[X]). Sabemos que dim(ker f + im f) = 7.
Calcula dim(ker f Nim f).

b) Sea g : Q® — Q3 un endomorfismo, y sea B su matriz respecto de la
base canénica. Sabemos que: el vector (0,1, —1)7 estd en el nticleo de g;
(—1,0,1)T es vector propio de valor propio 7; la primera columna de B
es (—1,1,0)7. Calcula la imagen del vector (1,1,1)%.
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Problema 4. (2,5 puntos). Sea h : C® — C el endomorfismo cuya matriz
en la base candnica es:

OO O o= O
S oo~k OO
OO = O OO
SO = O O OO
_ o O O o o
S OO oo

a) Demuestra que h tiene exactamente 6 valores propios distintos.

Decimos que un subespacio S de C° es invariante si para todo v € S se
cumple que h(v) € S.

b) Sean S y T dos subespacios suplementarios de C® tales que ambos son
invariantes. Sea w un vector propio de h. Prueba que o bien w € S o
bien w € T

¢) Calcula el nimero de subespacios de C® que son invariantes.
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22 de junio de 2023

Problema 1. (1+ 0,75+ 0,75 = 2,5 puntos).

a) Define aplicacion lineal. Define multiplicidad algebraica y multiplicidad
geométrica.

b) Calcula la matriz elemental 3 x 3 correspondiente a sumarle, a la fila 2,
4 veces la fila 3.

c¢) Sean C, M dos subconjuntos de un espacio vectorial V. Enuncia qué
significa que M sea el menor subespacio de V' que contiene a C.

Problema 2. (2,5 + 2,5 = 5 puntos). Sea f : Q* — Q* la aplicacién lineal
dada por X — AX, donde A € M,(Q) es la matriz:

0 -8 2 0
0 0 0 -1
A= 1 2 0 -2
0 41 0

a) Encuentra bases B; y By de Q% de manera que la matriz de la aplicacién
lineal f en las bases B; y B2 sea diagonal.

b) Demuestra que no existe ninguna base C de Q* de manera que la matriz
del endomorfismo f en la base C sea diagonal.

Problema 3. (2,5 puntos).

a) Sean Sy T subespacios de un espacio vectorial V. Prueba que SUT
es subespacio si y solo si o bien S C T o bien T" C S.

b) Demuestra que, en un espacio vectorial real, la unién de un nimero
finito de subespacios es a su vez subespacio si y solo si uno de dichos
subespacios contiene a todos los demas.

¢) Demuestra que, en un espacio vectorial real de dimensién finita, dado
un namero finito de subespacios de igual dimension, podemos encontrar
un suplementario comun a todos ellos.
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10 de enero de 2024

Problema 1. (1,5 + 1,5 = 3 puntos).

a) Sea R el subespacio de C*:

~1\ /-3 0

0 0 —1
R=span( o || o [+ |

0 2 1

Demuestra que no existe ninguna aplicacién lineal f : C? — C* tal que
imf = R.

b) Sea S el subespacio de C:

2 0
Sspan(( 1 ) , (2))
-3 6

Construye una aplicacién lineal g : C* — C tal que kerg = S. (Debes
indicar cual es la imagen de un vector genérico (1, s, x3)7).

Problema 2. (1,5 + 1,5 = 3 puntos).

a) De las siguientes matrices de M3(Q), ;cuéles son equivalentes entre si?

1 2 3 1 2 3 0 1 2
Ai=12 2 3 Ay =14 5 6 As3=1-1 0 1
3 3 3 78 9 -2 -1 0

b) Calcula la matriz adjunta de la matriz B € Mg(Q) dada por:

O U= W N~
O U= W N O
O Ol k= W O O
O Ol k= O O O
S OO O OO
OO O O OO
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Problema 3. (1,541 = 2,5 puntos). Sabemos que el polinomio caracteristico
de la matriz C' € My(Q) es X* — 8X3 + 8X? + 32X — 48, y sabemos que
rango(2/y — C') = 2, donde 1, es la matriz identidad 4 x 4.

a) Demuestra que la matriz C' € My(Q) es diagonalizable.

b) Calcula el polinomio caracteristico de la matriz 2C.

Problema 4. (0,6 + 0,3+ 0,3+ 0,3 = 1,5 puntos).

a) Halla 2024 subespacios de R? tales que: cada uno de ellos es distinto
de R?; la suma de 2 cualesquiera de ellos siempre es igual a R2.

Dado un espacio vectorial V', una coleccion es, por definicién, una familia de
2024 subespacios de V' tales que:

» La suma de 9 cualesquiera de ellos nunca es igual al espacio total V.

= La suma de 10 cualesquiera de ellos siempre es igual al espacio total V.
b) Halla una coleccién de R0,
¢) Demuestra que no existe ninguna colecciéon en R?.

d) (Existe alguna coleccién en R19?
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